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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

BRIOT  (Cil).  —  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  >.c  édition,  publiée  par 
M.  E.  Mascart,  professeur  au  Collège  de  France,  etc.  vm-352p.  in-S°.  Paris, 
Gauthier-Villars;  i883. 

L'excellent  Livre  que  Briot  avait  publié  en  1870  sur  la  Théorie 
mécanique  de  la  chaleur,  et  qui  était  en  grande  partie  la  repro- 
duction d'un  Cours  fait  à  la  Sorbonne  en  i86--i86'S,  avail  été  ac- 
cueilli avec  la  plus  grande  faveur  par  les  physiciens  et  les  géo- 
mètres et  il  était  depuis  longtemps  épuisé.  Dans  les  dernières 
années  de  son  enseignement,  si  fructueux  et  si  écouté,  lîriot 
était  revenu  à  différentes  reprises  sur  la  Théorie  mécanique  de  la 
chaleur 5  ses  leçons,  toujours  au  courant  des  progrès  les  plus  ré- 
cents de  la  Science,  l'avaient  conduit  à  préparer  une  nouvelle 
édition  de  son  Ouvrage,  qui  devait  notablement  différer  de  la  pre- 
mière. L'impression  de  cette  seconde  édition  était  même  commen- 
cée, lorsqu'une  mort  prématurée  est  venue  enlever  Briot  à  l'affec- 
tion de  sa  famille,  de  ses  amis  et  de  ses  élèves.  Heureusement  la 
rédaction  nouvelle  était  en  grande  partie  terminée  et  M.  Mascart, 
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(jui  a  entrepris  de  terminer  le  travail  commencé  par  Briot,  a 
trouvé  dans  les  manuscrits  de  l'auteur  des  indications  étendues 
qui  lui  ont  permis  de  rétablir  les  Chapitres  inachevés. 

On  sait  que  l'Ouvrage  de  Briot  était  divisé  en  deux  Parties, 
comprenant  :  L'une,  les  phénomènes  thermiques  proprement  dits; 
l'autre,  les  phénomènes  électriques.  Ces  deux  Parties  ont  subi  des 
modifications  importantes.  Nous  signalons,  par  exemple,  dans  la 
première,  le  Chapitre  relatif  aux  propriétés  physiques  des  corps, 
où  la  discussion  des  lignes  isothermes  permet  de  grouper  dans  un 
même  ordre  d'idées  les  expériences  si  remarquables  de  M.  An- 
drews sur  l'état  critique  des  gaz  en  même  temps  que  les  phéno- 
mènes de  sursaturation  et  de  surfusion,  la  notion  de  l'entropie  si 
heureusement  imaginée  par  M.  Clausius,  la  vitesse  du  son,  deux 
Chapitres  nouveaux  sur  les  applications  de  la  Théorie  de  la  cha- 
leur à  la  Mécanique  céleste  et  sur  les  phénomènes  capillaires. 
Dans  la  seconde  Partie,  nous  remarquons  l'exposé  des  vues  ingé- 
nieuses de  M.  William  Thomson  sur  la  thermo-électricité;  l'in- 
troduction, dans  l'électromagnétisme  et  l'électrodvnamique,  de  la 
considération  des  feuillets  magnétiques,  enfin  un  exposé  nouveau 
de  la  théorie  de  l'induction. 

La  nouvelle  théorie  se  présente,  on  le  voit,  avec  toutes  les  addi- 
tions que  réclamaient  les  progrès  récents  de  la  Thermodyna- 
mique; mais  elle  a  conservé,  grâce  aux  soins  éclairés  du  nouvel 
éditeur,  tous  les  caractères  de  rigueur,  de  clarté  et  de  précision 
qui  avaient  assuré  le  succès  de  la  première  édition  et  en  avaient 
fait  une  publication  si  éminemment  utile.  C'est  assez  dire  qu'elle 
est  appelée  à  recevoir  le  même  accueil  et  à  rendre  aussi  les  plus 
grands  services. 


B.  BONCOMPAGNI.  —  Atti  m  nascita  k  di  morte  ni  Pietro  Simone  mab- 
chese  ni  La  place,  pubblicati  da  lî.  Boncompagni  ;  eslratto  dal  BullettUto  di 
Bibliograjta  e  di  Stotia  délie  Scienze  matematiche  e  ftsi<lu\  t.  XV,  Agosto 
1882.  Rom  a,  tipografia  délie  Scienze  matematiche  e  fisiche,  via  Lata,  n°  3; 
[883. 

Gel  Opuscule  est  compost'  de  22  pages  in-4'\  dont  les  vingl  et 
unième  cl  vingt  deuxième  contiennent  les  actes  de  naissance  c!  de 
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décès  de  La  place.  (L'illustre  auteur  de  la  Mécanique  céleste  est 
né  le  '.>..')  mars  ijif)*  à  Beau  mont- en- Auge;  il  e>t  mort  à  Paria  le 

5  mars   1  (S 27.) 

Les  pages  3  à  ao  du  même  Opuscule  sont  occupées  par  un  cu- 
rieux Mémoire  sur  ces  documents.  L'auteur  \  donne  un  Catalogue 
de  soixante-cinq  écrits  et  articles  de  journaux,  dictionnaires  el 
biographies,  etc.,  relatifs  à  Laplace,  dont  quinze  n'indiquent  |)<i^ 
le  jour  de  sa  naissance,  vingt-six  l'indiquent  exactement  ci  vingt- 
quatre  l'indiquent  erronément. 

De  ces  mêmes  soixante-cinq  écrits  ou  articles,  huit  n'indiquent 
pas  le  jour  de  La  mort  de  notre  grand  géomètre,  trente-huit  l'in- 
diquent exactement,  seize,  sans  compter  les  trois  publications 
indiquées  sous  les  n,,s  25,  40,  14,  l'indiquent  erronément.  [Voyez 
les  notes  (2)  de  la  page  17  et  (3)  de  la  page  20.] 

N'est-ce  pas  un  fait  digne  de  remarque  que  ce  singulier  désac- 
cord des  écrivains  et  biographes  dans  la  fixation  de  deux  dal 
si  voisines  de  notre  temps  et  si  mémorables  pour  l'histoire  des 
Sciences  mathématiques  et  astronomiques  ?  N'est-il  pas  au  moins 
surprenantque  les  contemporains  de  l'astronome  qui  régla  avec  tant 
de  précision  les  mouvements  des  astres  et  la  concordance  des  temps 
n'aient  pas  su  déterminer  d'une  façon  plus  exacte  la  date  de  sa 
naissance  et  la  date  de  sa  mort  ?  Détail  à  ajouter  à  ceux  donnés  par 
le  prince  Boncompagni  :  c'est  dans  la  salle  de  la  mairie  de  lieau- 
mont-en-Auge  qu'est  conservé  le  registre  dans  lequel  est  inscrit 
l'acte  de  baptême  de  Laplace,  fixant  au  23  mars  1749  'a  date  de  sa 
naissance;  et  sur  la  façade  de  cette  même  mairie,  sur  une  plaque 
de  marbre  blanc  incrustée  dans  la  muraille,  on  avait  gravé  la  date 
erronée  du  22  mars  ij/\gl  11  n'y  a  pas  longtemps  que,  par  mes 
soins  et  sur  l'invitation  qui  m'en  a  été  faite  par  le  prince  Boncom- 
pagni, M.  Laplace,  maire  de  la  commune,  M.  le  préfet  du  Calvados 
et  M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  ont  été  avisés  de  cette 
erreur  de  date.  On  doit  savoir  gré  à  l'illustre  éditeur  <Iu  Bulle ttino 
d'avoir  signalé  toutes  ces  inexactitudes  et  d'avoir  fixé  dune  ma- 
nière désormais  indubitable  deux  dates  qui  intéressent  à  la  fois 
l'histoire  de  notre  pays  et  l'histoire  des  sciences. 

Vmstide  Marre. 
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MÉLANGES. 

LES   ZODIAQUES    ET   LE    CALENDRIER    ÉGYPTIEN  ('); 
Par  M.  J.  BERTRAND. 

Les  Mathématiques  ne  trompent  jamais,  mais  elles  refusent  sou- 
vent de  répondre.  C'est  en  vain  qu'on  insisterait  alors  ;  les  for- 
mules ne  peuvent  rendre  que  ce  qu'on  leur  confie 5  elles  dévelop- 
pent la  vérité  ou  transforment  l'erreur  sans  en  altérer  le  caractère. 

La  publication  des  œuvres  de  Letronne  remet  en  lumière  de 
vives  discussions,  dans  lesquelles  la  méthode  historique,  opposée 
aux  conséquences  prétendues  de  la  Mécanique  céleste,  semble 
lutter  avec  elle  de  rigueur  et  triompher  sur  tous  les  points. 

Les  assertions  que  Letronne  combat  au  nom  de  l'histoire  res- 
Lent,  il  est  vrai,  rarement  défendables;  faut-il  croire,  pour  cela, 
que  la  méthode  de  l'historien  puisse  démentir  celle  de  l'astronome 
<-t  prévaloir  toujours  contre  les  démonstrations  d'un  autre  ordre? 
La  conclusion  serait  injuste.  Deux  esprits  droits,  s'ils  raisonnent 
avec  prudence,  doivent  s'éclairer  mutuellement  sans  rien  affirmer 
qui  soit  contraire  :  où  l'un  se  croit  certain,  l'autre  peut  conserver 
des  doutes,  jamais  une  certitude  opposée.  Qu'un  raisonnement  soit 
historique,  philologique  ou  astronomique,  il  prouve  ou  ne  prouve 
pas;  c'esl  la  distinction  qu'il  faut  faire.  La  Trigonométrie  et  la  Mé- 
canique céleste  apportent  sans  contredit  des  pré\  entions  favorables; 
mais,  si  leurs  conclusions  sont  démontrées  fausses  ou  demeurent 
douteuses,  c'est  que  la  Science  est  mal  consultée.  L'artillerie  ac- 
croil  la  force  d'une  armée,  mais  à  la  condition  que  l'on  tirera  à 
bonne  distance  sans  se  tromper  de  direction. 

\iieiin  monumenl  de  la  vieille  Egypte  n'a  donné  plus  de  peine 
;m\  astronomes  el  aux  érudits  que  les  zodiaques  de  Denderah  et 
d  Es  né.  (  )n  a   vivement  discuté  leur  signification  el  Leur  âge.  Les 


(')  Œuvres  choisies  de  ./.  I.  Letronne,  assemblées,  mises  en  ordre  et  aug- 
mentas d'un  index  /></>•  !..  Fagnan.  r  série  :  Géographie  et  Cosmographie. 
t.  I  «:i  II.       Paris,  Ernest  Leroux,  i883. 
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doutés  aujourd'hui  ont  cessé,  grâce  surtout  aux  savantes  recherches 
de  Letronne,  complétées  quelquefois,  mais  jamais  démenties,  par 
le  progrès  continuel  de  La  Science.  Le  plafond  de  l'une  des  salles 
du  temple  de  Dériderai),  situé  à  10  lieues  environ  <l<-  l'ancienne 
Thèbes,  étail  orné  de  figures  sculptées  ou  peintes  parmi  lesquelles, 
au  premier  examen,  on  apercevait  les  douze  signes  du  zodiaque, 
tels  que  les  Grecs  nous  les  ont  transmis.  Ils  sonl  distribués  sur 
une  ligne  spirale  et  le  dernier  signe,  le  Cancer,  situé  sur  le  mèm<- 
rayon  que  le  Lion,  est  plus  rapproché  du  centre.  A  ces  signes 
étaient  mêlées  et  adjointes  d'autres  figures,  qui,  malgré  l'étoile 
sculptée  à  la  fin  de  l'indication  hiéroglyphique  qui  accompagne 
chacune  d'elles,  ne  rappellent,  à  première  vue,  aucun  souvenir  as- 
tronomique. 

Fourier,  sans  entrer  au  détail  des  preuves,  avait  assigné  d'abord 
à  ce  tableau  une  antiquité  de  cent  cinquante  siècles,  réduits,  après 
réflexion,  à  deux  mille  cinq  cents  ans  avant  notre  ère.  La  curiosité 
de  deux  ingénieurs,  Jollois  et  Devilliers,  tous  deux  membres  de 
l'Institut  d'Egypte,  s'était  exercée  déjà  sur  le  mystérieux  tableau; 
ils  s'inclinèrent  devant  la  décision  de  leur  illustre  confrère  et  re- 
noncèrent à  traiter  une  matière  qu'il  possédait  si  bien.  Les  figures 
peintes  et  sculptées  à  côté  des  signes  du  zodiaque  et  au  milieu  de 
ces  signes  étaient,  suivant  Fourier,  de  simples  emblèmes  reli- 
gieux; leur  explication  hiéroglyphique,  alors  indéchiffrable,  laissait 
l'assertion  sans  contrôle  et  sans  preuve.  Les  regards  des  savante 
n'en  restaient  pas  moins  attachés  à  cette  œuvre  mystérieuse,  dans 
laquelle  les  disciples  d'Hermès  semblaient  confirmer  les  assertions 
doctorales  de  Dupuis,  l'oracle,  dit  Letronne,  de  ceux  qui  voulaient, 
au  commencement  de  ce  siècle,  passer  pour  érudits  et  pour  philo- 
sophes sans  avoir  ni  philosophie  ni  érudition.  Le  gouvernement 
de  Louis  XVIII,  en  acquérant  ce  tableau,  que  tant  de  siècles 
n'avaient  pu  détruire,  crut  fournir  à  Biot  l'occasion  vivement  dé- 
sirée d'approfondir  l'étude  du  plus  intéressant  et  du  plus  complet 
des  documents  astronomiques  de  l'Egypte.  Le  savant  physicien 
n'y  trouva  rien  d'obscur;  il  crut  y  lire  très  clairement  l'état  du  ciel 
sept  cent  seize  ans  avant  notre  ère,  sans  que  l'erreur  possible  dé- 
passât cinquante  ans. 

La  discordance  avec  Fourier  étail  de  dix-huit  siècles! 

La  recherche  de  l'âge  d'une  figure  astronomique  esl  facile,  dil- 
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ficile  ou  impossible,  suivant  les  indications  qu'on  peut  y  lire;  il 
faut,  avant  tout,  deviner  les  noms  des  astres  représentés,  le  mode 
de  projection  et  l'orientation  de  la  figure.  C'est  là  recueil;  quand 
il  est  franchi,  l'astronome  raisonne  et  calcule  sans  introduire  au- 
cune erreur  nouvelle,  mais  sans  en  corriger  aucune. 

Fourier,  à  première  vue,  avait  désigné  les  points  équinoxiaux, 
et,  par  une  règle  fort  simple,  il  en  déduisait  le  temps  écoulé.  En 
déployant  plus  d'art  et  mettant  en  jeu  plus  de  science,  Biot  pré- 
tendit atteindre  la  rigueur  géométrique.  Il  voulut  d'abord  rétablir 
la  position  du  pôle,  dont  la  place  sur  le  tableau  était  vide.  L'étude 
seule  des  signes  du  zodiaque,  sans  rien  emprunter  aux  autres 
ligures,  suffisait,  suivant  lui,  pour  retrouver  ce  point  dont  tout 
dépend.  Après  avoir  provisoirement  excepté  la  figure  du  Cancer 
de  l'anneau  zodiacal,  sculpté  sur  le  médaillon,  il  traça,  à  travers 
l'ensemble  de  tous  les  autres,  une  courbe  movenne  destinée  à  re- 
présenter le  cercle  écliptique.  Cette  définition  bien  imparfaite  était 
la  seule  possible,  et  les  conditions  du  problème  laissaient  à  Biot 
un  champ  très  vaste,  très  dangereux,  mais  très  commode. 

En  réunissant  par  des  lignes  droites  les  points  qui,  sur  la  courbe 
écliptique  présumée,  correspondaient  à  un  intervalle  d'une  demi- 
année,  Biot  constata  la  rencontre  de  ces  diamètres  en  un  même 
point  et  l'égalité  de  leurs  longueurs.  Cependant  la  courbe  n'est 
pas  un  cercle,  les  rayons  sont  variables  :  c'est  leur  somme,  deux  à 
deux,  qui  est  constante.  En  déduisant  de  cette  seule  propriété  la 
nature  de  la  courbe  et  la  loi  de  la  projection,  Biot,  il  faut  bien  le 
dire,  commet  une  erreur  mathématique.  Le  savant  auteur  aurait 
pu,  sans  mettre  en  œuvre  aucune  théorie  difficile,  trouver  de* 
solutions  en  nombre  infini  ;  il  aperçoit  la  plus  simple  et  la  déclare 
unique.  La  loi  de  projection  ainsi  déterminée  réduit  tout  à  un 
<l< issin  régulier,  qui  permet  de  nombreuses  vérifications,  subor- 
données chacune  à  la  divination  de  L'une  des  étoiles  du  tableau. 
Biol  signale  Fomalhaut,  Elégulus  et  Antarès,  dont  toutes  les 
épreuves  confirmeraient  le  choix,  si  la  lecture,  aujourd'hui  cer- 
taine, des  signes  qui  les  accompagnent,  n'étail  venue  le  démentir, 
uitarès,  par  exemple,  doit  être  remplacée  par  la  planète  Saturne. 
La  position  du  pôle  esl  cependant  déclarée  certaine,  et  le  point 
indiqué  par  le  monument  même  est  à  peine  (tous  ces  mots  sont 
de  Biol  )  à   2°  de  distance  de  la   position  qu'avait   réellement   le 
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jxMc  de  L'équateur  sept  cenl  seize  ans  avant  noire  ère;  deux  degrés 
parcourus  sur  la  sphère  céleste  par  le  pôle  de  L'équateur  repi 
sentent,  le  calcul  esl  facile,  trois  cenl  soixante  années.  Sur  !<•> 
sept  centseize  nu-,  dictés  par  tanl  de  recherches,  de  raisonnements 
cl  de  conjectures^  l'erreur  commise,  c'esl  la  déclaration  même  de 
Biot,  est  donc  à  peine  de  i  rois  cent  soixante  '. 

La  démonstration  historique  de  Letronneesl  décisive.  Le  temple 
de  Denderali  est  postérieur  à  l'ère  chrétienne,  les  inscriptions 
grecques,  le  caractère  esthétique  des  ornements,  la  Lecture  enfin 
des  signes  hiéroglyphiques  obtenue  par  Champollion,  ne  Laissent 
subsister  aucun  doute;  mais  ces  preuves  réunies  et  concordantes, 
on  nous  pardonnera  d'insister  sur  ce  point,  n'ont  rien  renversé 
qu'une  science  sévère  eût  intérêt  à  défendre. 

En  revenant,  dans  trois  Mémoires  différents,  sur  le  problème 
des  zodiaques,  Letronne  ne  s'est  pas  borné  à  fixer  une  date  et  à 
rectifier  une  erreur;  il  a  trouvé  et  rendu  vraisemblable  la  significa- 
tion de  ces  figures,  toutes  postérieures,  en  Egypte,  à  la  domination 
grecque.  L'étude  d'une  momie  et  d'un  sarcophage  couvert  d'in- 
scriptions qui  la  contenait  a  transformé  les  conjectures  en  certi- 
tude. Letronne  a  su  retrouver  le  nom  du  mort,  la  date  de  sa 
naissance,  la  durée  et  les  circonstances  principales  de  sa  vie.  11  a 
interprété  toutes  les  figures  occultes,  fort  analogues  à  celles  du 
petit  temple  d'Esné,  et  qui  toutes  se  rapportent  à  la  religion 
égyptienne;  l'une  d'elles,  entourée  par  un  zodiaque,  rappelait  par 
son  style  les  peintures  de  Denderali.  Le  signe  du  Capricorne,  dans 
le  nouveau  zodiaque,  était  séparé  des  autres  comme  le  Cancer  à 
Denderali.  Les  dates,  connues  cette  fois  avec  précision,  en  révèlenl 
le  motif.  L'intention  est  astrologique  :  Pétémenon,  c'est  le  nom  de 
la  momie,  était  né  en  effel  le  i  •>.  janvier  de  fan  ip,  sous  l'influence 
du  Capricorne,  et  la  figure  représente  son  thème  natal.  L'explica- 
tion s'étend  sans  difficulté  aux  monuments  publics,  et  les  zodiaques 
y  sont,  sans  aucun  doute,  la  marque  commémorative  d'un  événe- 
ment, comme  l'érection  d'un  temple  ou  la  fondation  d'une  ville. 
Aucun  lait,  jusqu'ici,  n'est  venu  démentir  cette  théorie  et  le  grand 
nombre  des  zodiaques,  presque  tous  postérieurs  à  l'ère  chrétienne, 
s'explique  par  le  développement  de  L'astrologie  qui,  née  chez  les 
Orientaux,  a  pris,  vers  cette  époque,  chez  les  Crées  et  les  Romains, 
un  développement  bien  connu.  Letronne,  sans  se  borner  à  ces  vues 
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générales  et  sans  se  départir  de  sa  prudence  accoutumée,  présume, 
sans  l'affirmer,  qu'à  Denderah  le  planisphère  concerne  Auguste, 
et  le  zodiaque  du  Pronaos  Tibère.  A  Esné,  celui  du  grand  lemple 
lui   paraît  relatif  à  Claude,  et  celui  du  petit,  à  Antonin. 

Letronne,  dans  plusieurs  Mémoires,  a  étudié  le  calendrier 
égyptien,  et,  sur  ce  point  encore,  il  aime  à  faire  ressortir  la  supé- 
riorité des  arguments  historiques  qu'il  veut  invoquer  seuls  et  qui 
doivent  lui  suffire.  La  connaissance  de  la  Mécanique  céleste  ne 
donne  en  effet  aucun  avantage  dans  cette  discussion  habilement 
poursuivie  depuis  deux,  siècles. 

L'année  égyptienne  se  composait  de  365  jours,  sans  intercala- 
tion  ;  chaque  année,  à  une  même  date  correspondait  une  position 
nouvelle  du  soleil,  qui  rétrogradait  tous  les  quatre  ans  du  chemin 
parcouru  pendant  le  jour  complémentaire  que  nous  ajoutons  au- 
jourd'hui. Les  fêtes  célébrées  à  date  fixe  se  transportaient  de  l'été 
dans  le  printemps,  puis  dans  l'hiver  et  dans  l'automne,  sanctifiant 
tour  à  tour,  dans  une  période  de  1460  ans,  toutes  les  saisons  de 
l 'année.  Les  Egvptiens  savaient  par  quel  artifice  on  aurait  pu 
éviter  ce  désordre.  Démocrite,  Platon  et  Eudoxe,  l'ont  appris 
d'eux  et  leur  en  font  honneur.  Mais  leurs  prêtres  avaient-ils  trahi 
pour  ces  illustres  visiteurs  un  secret  commis  à  leur  garde?  L'année 
fixe,  au  contraire,  était-elle  une  institution  réalisée  dans  la  vie 
civile  et  dans  les  actes  officiels?  La  question  a  été  débattue. 

Letronne,  cette  fois  encore,  par  des  textes  décisifs,  fait  triom- 
pher la  méthode  historique;  mais  était-il  possible  d'en  emplover 
une  autre  ? 

Diodorc  de  Sicile,  soixante  ans  avant  notre  ère,  écrivait  :  Les 
prêtres  thébains  ajoutent  cinq  jours  et  un  quart  aux  douze  mois 
de  trente  jours,  et  de  cette  manière  ils  complètent  le  cercle  an- 
nuel. 

Strabon  attribue  le  même  usage  aux  préires  thébains.  Aux  douze 
mois  de  trente  jouis  ils  ajoutent  cinq  jours  tous  les  ans,  dit-il.  cl, 
pour  compléter  Tannée  exacte,  ils  composent  une  période  de  jours 
entiers  et  d  années  entières  autant  qu'il  en  faut  pour  que  les  parties 
excédantes  forment  un  jour.  Ils  attribuent  à  Hermès  toute  celle 
science. 

G  est  à  ce  même  artifice  que  fait  allusion  Dion  Cassais,  quand  il 
dit  :  César,  lui  aussi,  Introduisit  l'usage  de  compter  tous  les  quatre 
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ans  un  jour  composé  de  quatre  quarts.  Sosigène,  que  César  appela 
d'Egypte,  en  a  rapporté  l'année  julienne. 

L'époque  de  l'institution  de  l'année  vague  n'esl  indiquée  sui 
aucun  monument.  Avec  chaque  règne,  en  effet,  commence  une  ère 
nouvelle,  el  sur  les  inscriptions  connues  on  lil  seulement  le  temps 
écoule  depuis  l'avènement  <ln  roi  régnant.  \  défaut  d'une  certi- 
tude démontrée,  plusieurs  hypothèses  ont  partagé  les  érudits. 
Isaac  Newton  a  cherché  à  quelle  époque  le  premier  jour  de  Thot, 
premier  mois  de  l'année  égyptienne,  a  coïncidé  avec  l'équinoxe  de 
printemps,  son  origine  naturelle:  entre  les  dates  884,  23  14-  3,v>(,4- 
qui  amènent  un  tel  accord,  il  adopte,  sans  motifs  bien  puissants, 
la  plus  rapprochée  de  l'ère  chrétienne.  Dans  un  opuscule  très  re- 
marquable, intitulé  Canicularia,que  New  ion  a  connu,  Bainbridge 
avait  admis  la  coïncidence  initiale  du  premier  jour  de  Thot,  non 
avec  l'équinoxe  de  printemps,  mais  avec  le  lever  héliaque  deSirius, 
et  appuyé  sur  des  textes  précis  sa  théorie  très  complète  el  très 
simple. 

Le  peuple  égyptien,  depuis  la  plus  haute  antiquité,  associe  le 
lever  héliaque  de  Sirius  au  phénomène,  presque  vital  pour  lui,  de 
la  crue  du  Nil.  Il  ne  faut  ni  instruments  ni  mesures  pour  observer 
l'apparition  de  la  brillante  étoile,  ni  science  raffinée  pour  la  pré- 
voir. Sirius  est  invisible  pendant  cinq  ou  six.  semaines  chaque 
année;  il  se  lève  alors  et  se  couche  pendant  le  jour.  Bientôt  cepen- 
dant on  le  voit  précéder  le  crépuscule  et  briller  à  l'orient  avant  la 
fin  de  la  nuit  et  chaque  jour  ensuite  s'élever  de  plus  en  plus  sur 
l'horizon.  On  saluait  Sirius  par  des  (êtes  solennelles.  La  prédic- 
tion était  facile,  car  l'intervalle  entre  deux  levers  héliaques  est 
constant  et  égal  à  trois  cent  soixante-cinq  jours  un  quart,  sans 
que,  pendant  une  période  de  quatre  mille  ans,  celte  régularité  se 
soit  démentie.  Le  phénomène,  dans  Tannée  vague,  correspond 
successivement  à  toutes  les  dates;  mais,  si  on  le  rapporte  au 
calendrier  julien,  h\  pothéliquement  prolongé  avant  son  origine, 
Sirius  reparaît,  àMemphis,  le  20  juillet,  à  moins  qu'un  nuage  for- 
tuit n'en  intercepte  les  rayons. 

Si  la  date  julienne  du  lever  héliaque  est  invariable,  celle  de  la 
crue  annelle  du  Nil  ne  Test  pas.  La  coïncidence  des  deux  phéno- 
mènes ne  peut  donc  se  maintenir.  Le  début  des  inondations,  lié 
au  solstice  d'été,  avance  sur  le  lever  héliaque  de  trois  jours  en 
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quatre  siècles.  La  tradition  n'en  persista  pas  moins  à  l'aire  de 
l'étoile  caniculaire  le  régulateur  de  Tannée,  le  principe  excitateur 
du  débordement  et  l'attribut  de  Sothis,  déesse  de  la  fécondité. 
Au  temps  du  scoliaste  d'Aratus,  Sirius  se  levait  héliaquement, 
pour  le  centre  de  l'Egypte,  vingt-sept  jours  après  le  solstice,  et 
son  apparition,  toujours  en  concordance  avec  la  crue  du  Nil,  qui 
dure  cent  jours,  avait  cessé  d'en  être  le  présage. 

Bainbridge,  en  alléguant  un  texte  de  Gensorinus,  souvent  cité 
dans  cette  discussion,  fixait  à  l'année  i322  l'origine  de  la  période 
dite  sothiaque,  qui,  aux  mêmes  dates  de  Tannée  vague,  ramène  le 
soleil  aux  mêmes  points  de  son  orbite.  L'accord  du  premier  jour 
de  Thot  avec  le  lever  héliaque  de  Sirius  a  eu  lieu  en  Tan  189.  D'au- 
tres,  interprétant  différemment  le  texte  de  Gensorinus,  disent  1 38  ; 
c'est  en  retranchant  quatorze  cent  soixante  ans  que  Bainbridge  est 
conduit  à  la  date  i322,  adoptée  par  Fréret  et  par  Letronne,  pour 
v  placer  l'origine  de  Tannée  vague.  Le  principe  adopté  autorise  à 
reculer  de  nouveau  cette  origine  d'une  période  sothiaque  I  on 
trouve  ainsi  Tannée  2-82,  et  la  découverte  faite  par  Lepsius  d'in- 
scriptions mentionnant  les  jours  complémentaires  de  Tannée,  à 
l'époque  de  la  douzième  dynastie,  la  rend  aujourd'hui  plus  vrai- 
semblable. 

Biot  a  proposé  une  troisième  hvpothèse.  Ghampollion  avait 
donné  une  interprétation  des  hiéroglyphes  représentant  les  douze 
mois  de  Tannée  et  des  trois  divisions,  chacune  de  quatre  mois, 
nommées  tétraménies  delà  végétation,  des  récoltes  et  de  l'inonda- 
tion. Le  premier  jour  du  mois,  nommé  Pachon,  ouvrait  la  période 
dite  de  L'inondation;  ce  qui  ne  l'empêchait  pas,  puisqu'il  conser- 
vait sa  place  dans  l'année  vague>  de  parcourir  en  mille  quatre  cent 
soixante  ans  le  cycle  complet  des  saisons.  Ge  premier  jour  de 
Pachon  ;i  coïncidé  avec  le  solstice  d'été  dans  les  années  juliennes 
'71.  1  j(So.  3285,  et  cette  concordance  des  phénomènes  avec  les 
divisions  de  L'année  qui  portaient  leurs  noms  devait,  suivant  Biot, 
être  annoncée  et  attendue  longtemps  à  Tavance  et  laisser  d'ineffa- 
çables souvenirs.  Elle  a,  s'il  faut  L'en  croire,  marqué  l'origine  de 
L  année  vague,  qui  doit,  d'après  cette  supposition,  remonter  à 
1-80  ouà  3a85j  m  Ton  renonce,  dit-il.  aux  périodes  plus  distantes. 

L  année 3^85  présente,  d'après  les  calculs  de  Biot,  un  caractère 
unique  dans  la  série  des  siècles  :  à   L'accord  calculé  du  premier 
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jour  de  Pachon  avec  le  solstice  d'été,  se  trouve  fortuitement  asso- 
ciée la  coïncidence  du  lever  héliaque  de  Sirius  avec  ces  deux  épo- 
ques réunies. 

On  doit  remarquer  cependant  que,  si  l'accord  rigoureux  des 
trois  époques  n'a  lien  qu'une  seule  fois  dans  un  nombre  immense 
de  siècles,  l'année  1780  présente  pratiquement,  sinon  rigoureuse- 
ment, le  môme  caractère,  avec  une  différence  trop  petite  pour 
qu'on  pût  alors  l'apercevoir;  «d'où  il  suit  »,  ditM.Biot,  «  que  l'an- 
cienne tradition  a  pu  s'appliquer  à  l'une  de  ces  années  sans  qu'on 
puisse  aujourd'hui   décider  l'alternative  ». 

On  doit  remarquer  que  chacune  des  années  2-f>,  1-80  et  3280 
est  séparée  de  la  précédente  par  mille  cinq  cent  cinq  ans  et  non 
pas  par  mille  quatre  cent  soixante,  intervalle  qui  sans  don  le  aurait 
été  adopté  par  un  érudit  moins  versé  que  Biot  dans  les  calculs 
astronomiques,  s'il  avait  eu  à  appliquer  le  même  principe.  Le 
savant  membre  de  l'Académie  des  Sciences  attache  à  cette  exacti- 
tude assez  d'importance  pour  la  faire  expressément  remarquer;  il 
calcule  les  écarts  du  solstice  par  les  formules  de  la  Mécanique 
céleste,  en  tenant  compte  des  inégalités  séculaires.  On  comprend 
que  ses  adversaires  ne  l'aient  pas  suivi  sur  ce  terrain.  La  question 
pour  eux  était  de  savoir  si  l'origine  de  l'année  vague  avait  été  mar- 
quée par  la  coïncidence  des  premiers  jours  de  Thot  avec  le  lever 
héliaque  de  Sirius,  ou  par  celle  du  premier  jour  de  Pachon  avec 
le  solstice,  et  s'il  faut  faire  remonter  l'année  vague  au  xivc  siècle 
avant  notre  ère  ou  au  xvme.  Dans  la  solution  d'un  tel  problème, 
beaucoup  d'érudits  jugeront  superflu  de  tenir  compte  de  quelques 
heures  par  siècle  dans  les  positions  du  solstice. 

L'ingénieux  auteur  est  allé  plus  loin,  en  déduisant  des  mêmes 
principes  l'histoire  vraisemblable  du  changement  qui  a  porté  Tannée 
à  trois  cent  soixante-cinq  jours.  Lorsque  l'on  comptait  dans  l'an- 
née douze  mois  seulement  de  trente  jours,  l'accord  du  mois  de 
Pachon  avec  le  solstice  d'été  revenait  tous  les  soixante-dix  ans; 
il  est  probable,  suivant  Biot,  que  l'addition  des  cinq  jours  sup- 
plémentaires a  été  faite  à  l'époque  de  lune  de  ces  coïncidences 
et  dans  l'espoir  de  la  conserver. 

Letronne  n'accepte  pas  de  telles  allégations  et  refuse  de  les  dis- 
cuter. Il  s'agit  de  savoir,  a-t-il  souvenl  répété,  «  ce  qu'un  peuple 
a  fait  réellement  «  et  non  ce  qu'il  a  pu  et  dû  faire  ».  On  ne  saurait 
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marquer  plus  nettement  lu  différence  des  deux  méthodes.  Letronne 

avait,  aussi  bien  que  Biot,  accepté  de  Champollion  les  signes  hié- 
roglyphiques  des  saisons.  L'un  y  puisait  des  arguments,  l'autre  des 
conjectures.  Un  savant  égyptologue,  M.  Brugsch,  a  élevé  contre 
plusieurs  de  ces  interprétations  des  doutes  jugés  sérieux,  puis  pro- 
posé des  preuves  reconnues  décisives.  Letronne,  heureusement, 
prenait  ses  précautions  contre  l'erreur.  L'illustre  et  consciencieux 
érudit  avait  retardé  treize  ans  la  publication  de  son  premier  Mé- 
moiresurle  calendrier  égyptien,  par  suite,  disait-il,  de  sarépugnance 
à  publier  des  travaux  qui  ne  le  satisfaisaient  pas  sur  tous  les  points  ; 
ses  dernières  publications,  retardées  par  les  mêmes  scrupules, 
n'ont  pas  été  faites  de  son  vivant.  Le  dernier  Mémoire  était  ina- 
chevé :  la  plume,  ditl'éditeur,  s'était  arrêtée  au  milieu  d'une  phrase. 
Embarrassé  par  des  contradictions  qu'il  ne  cache  pas,  Letronne 
espérait  sans  doute  de  la  science  des  hiéroglyphes,  dont  il  faisait 
son  plus  solide  appui,  la  lumière  qui  lui  manquait  encore.  Son 
attente,  s'il  eût  vécu,  n'aurait  pas  été  trompée. 

M.  de  Rougé  a  écrit  :  a  Le  talent  de  Letronne  pour  signaler  et 
détruire  une  erreur  n'a  jamais  été  surpassé.  »  La  louange  est 
méritée,  mais  incomplète.  En  pressant  fortement  ses  adversaires, 
Letronne,  à  leurs  erreurs,  sait  substituer  souvent  la  vérité.  La  ri- 
gueur cependant  est  impossible  dans  certains  problèmes  ;  les  géo- 
mètres s'en  éloignent  alors;  mais  l'historien,  sans  sortir  de  son 
rôle,  peut  s'appliquer  à  rendre  probables  des  conjectures  qu'il 
donne  pour  telles,  et  que  l'avenir  démentira  peut-être  sans  affaiblir 
son  autorité. 

I);ms  un  Mémoire  sur  une  table  horaire  du  temple  de  Taphis  en 
Nubie,  apparaissent  d'une  manière  bien  remarquable  l'attention 
ingénieuse  de  Letronne  à  glaner  la  lumière  dans  les  moindres 
détails,  son  habileté  à  la  concentrer  sur  un  point  décisif,  sa  pru- 
dence à  n'exagérer  aucune  conclusion. 

Un  tableau  en  six  colonnes,  couvertes  de  chiffres  presque  effacés 
par  le  temps,  fut  retrouvé  sous  le  portique  d'un  temple  de  Nubie. 
Quelle  en  était  la  destination?  Gomment  rétablir  les  chiffres  effacés 
en  en  pénétrant  le  principe?  Letronne  résout  le  problème.  Son 
érudition  lui  fournit  deux  exemples,  l'un  en  Grèce,  l'autre  en 
Italie,  qui  confirment  ses  conjectures  ;  la  table  contient,  pour  >i\ 
des  mois  de  L'année,  au  quinzième  jour  de  chacun,  la  longueur  de 


MÉLANGES.  17 

l'ombre  sur  un  cadran  solaire.  I<i  s'arrête  la  divination.  La  con- 
struction du  cadran  reste  un  problème  que  Letronne  laisse  au* 
astronomes.  L'illustre  archéologue  avait  rattaché  d'abord  la  table 
de  Taphis  à  une  méthode  dont  se  servaient,  pour  savoir  l'heure, 
les  habitants  des  campagnes,  <•!  dont  plusieurs  auteurs  fonl  men- 
tion. L'observateur  se  plaçait  à  un  point  marqué,  il  examinait  en 
quel  endroit  se  terminait  l'ombre  de  sa  tête  et  il  mesurait  avec  s 
pieds  la  longueur  de  son  ombre.   Les  longueurs  du  pied  humain 
(''faut  avec  le  reste  du  corps  dans  une   proportion  qui    varie  peu, 
une  même  table  pouvait  servir   à   tous   avec   une   approximation 
suffisante.  La  table  de  Taphis,  copiée  par  les  laboureurs,  leur  aurait 
fourni,  dans  cette  hypothèse,  un  moven  facile  de  connaître  l'heure 
pendant  les  différents  mois  de  l'année.  Les  chiffres,  malheureuse- 
ment, contredisent  cette  explication,  (pie  Letronne  se  hâte  d'aban- 
donner. Un  problème  subsiste,  dont  voici  l'énoncé  :   Définir  un 
cadran  solaire  tel  que  les  différences  dans  les  longueurs  des  ombres, 
aux  diverses  heures  du  jour,  demeurent  constantes,  savoir  de  dix 
unités  entre  la  première  et  la  seconde,  de  quatre  entre  la  dexième 
et  la  troisième,  de  trois  entre  la  troisième  et  la  quatrième,  de  deux 
entre  la  quatrième  et  la  cinquième,  et  d'une  entre  la  cinquième  et 
la  sixième,  et  cela  pour  tous  les  jours  de  l'année. 

Le  savant  jésuite  Petau,  qui  a  rencontré  les  mêmes  indications 
dans  Palladius,  auteur  d'un  traité  De  re  rustica,  les  déclare  in- 
conciliables :  Falsa  est  itaque  Palladii  tota  Ma  descriptio,  dit 
Petau.  Letronne  se  refuse  à  croire  qu'on  ait  inscrit  sous  le  péri- 
style du  temple  des  chiffres  inutiles  ou  trompeurs.  La  table,  conve- 
nablement consultée,  devait  donner  au  moins  une  approximation. 
Les  nombres  étant  tous  entiers,  on  a  évidemment  négligé  les 
fractions;  le  problème  en  devient  moins  élégant,  niais  c'est  à  cette 
condition  sans  doute  qu'il  devient  possible. 

Dans  un  Mémoire  écrit  en  181  7,  Letronne  a  recherché  quelles 
ont  été  les  mesures  des  dimensions  de  la  Terre  essayées  par  l'école 
d'Alexandrie.  L'entreprise  est  difficile;  la  source  principale, 
unique  souvent,  des  renseignements,  est  un  auteur  appelé  Cléo- 
mède,  dont  le  savoir  est  médiocre,  l'intelligence  bornée  et  les 
récits  contradictoires.  Letronne  ne  se  décourage  pas  :  il  ('carie  les 
assertions  ahsurdes,  corrige  les  autres  el  s'efforce  de  les  compléter. 
Son  premier  soin  est  de  chercher  à  quelle  époque  a  écrit  Cléo- 
Ihdl.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  VIII.  (Janvier  i88j.) 
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mède  :  on  l'avait  cru  contemporain  d'Auguste,  et  il  semblait  certain 
tout  au  moins  qu'il  avait  précédé  l'astronome  Ptolémée,  dont  il 
ne  cite  le  nom  ni  ne  connaît  les  méthodes.  Letronne  n'accepte  pas 
cette  preuve;  avant  l'invention  de  l'imprimerie,  les  meilleurs 
ouvrages  pouvaient,  pendant  des  siècles,  rester  ignorés  des  savants 
éloignés.  Gléomède,  malgré  son  silence,  a  pu  vivre  plusieurs 
siècles  après  l'auteur  de  Y  Aima  geste.  La  date  des  écrits  de  Gléo- 
mède est  révélée  à  Letronne  par  deux  lignes  de  son  livre.  En  vou- 
lant démontrer  que  la  Terre  est  comme  un  point  par  rapport  à 
l'immensité  de  la  voûte  étoilée,  Gléomède  a  écrit  :  «  Il  v  a  deux 
astres  semblables  par  la  grandeur  et  la  couleur,  diamétralement 
opposés  l'un  à  l'autre  ;  ils  occupent  le  i5e  degré,  l'un  du  Scorpion, 
l'autre  du  Taureau.  »  L'un  de  ces  astres  est  Antarès,  l'autre  Aldé- 
baran;  Ptolémée,  dans  son  Catalogue,  place  l'un  à  120  du  Scorpion, 
l'autre  à  i2u5o'  du  Taureau.  Pourquoi  Gléomède  change-t-il  ces 
chiffres?  La  raison  pour  Letronne  est  évidente.  L'auteur  qu'il  a 
copié,  car  Gléomède  est  incapable  d'observer  ou  de  calculer,  a 
tenu  compte  de  la  précession  des  équinoxes,  et  le  changement  des 
longitudes  est  la  mesure  du  temps  écoulé  depuis  Ptolémée.  L'ex- 
plication est  plausible,  mais,  pour  qu'il  fût  permis  de  l'ériger  en 
preuve,  il  faudrait  qu'aucune  autre  ne  fût  acceptable.  La  sub- 
stitution de  i5°  à  un  chiffre  qui  en  diffère  peu  est,  au  contraire, 
aisée  à  expliquer.  Si  l'on  se  rappelle  que  les  signes  ont  précisé- 
ment 3o",  quoi  de  plus  naturel  à  un  auteur  qui  veut  désigner  un 
astre  placé  à  i2"5o'  de  l'origine  d'un  signe  et  dont  le  raisonnement 
ne  demande  aucune  précision,  que  de  placer  cet  astre  au  milieu  du 
signe?  L'erreur  est  à  peine  de  20,  et,  dans  ce  cas,  c'est  fort  peu  de 
chose.  Gléomède  copiant  ensuite,  puisqu'il  est  convenu  qu'il  ne 
savait  pas  faire  autre  chose,  avait  assez  de  science,  cependant, 
pour  écrire,  au  lieu  de  «  milieu  du  signe  »,  la  mesure  correspon- 
dante, qui  est   i5°. 

M.  Lelronne  se  demande  enfin  dans  quel  pays  florissait  ce  Gléo- 
mède, dont  le  livre,  sans  critique  et  sans  choix,  met  à  contribu- 
tion les  auteurs  de  tous  les  temps  el  de  Ions  les  pays.  Un  seul  fait 
est  certain,  dit-il,  c'est  que  Gléomède  n'écrivait  pas  à  Alexandrie 
et  qu'il  n'a  jamais  visité  cette  ville;  s'il  v  avait  vécu,  il  n'aurait 
pas  ignoré  le  nom  de  Ptolémée  el  aurait  mieux  connu  Erato- 
sthène  et  Hipparque.   La  conclusion  es!  que  Gléomède  a  vécu  soit 
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à  Constantinople,  soit  dans  quelque  lieu  obscur  de  J.i  Grèce  ou 
de  l'Asie. 

Ce  savant,  médiocre,  j'en  conviens,  mais  assez  bien  renseigné 
pour  qu'en  l<-  rectifia  ni  on  puisse  le  consulter  avec  profit,  ci  qui, 
cent  ans  après  Ptolémée,  écrivait  sur  I'  astronomie  sans  connaître, 
même  de  nom,  le  guide  commun  de  tons  1rs  astronomes,  me 
semble  un  personnage  difficile  à  accepter;  si  de  l'ignorance  1  > i < - 1 1 
constatée  d'un  auteur  on  concluait  aujourd'hui  qu'il  n'a  jamais 
habité  ni  visité  Paris,  on  serait  plus  d'une  lois  convaincu  d'erreur. 

Personne  ne  se  méprendra  sur  le  sens  de  ces  très  légères  cri- 
tiques. J'ai  voulu  rappeler  seulement  qu'aucune  méthode  n'esl 
infaillible,  etque  l'esprit  le  plus  ingénieux,  historien  ou  géomètre. 
en  présence  d'un  problème  insoluble,  restera  toujours  désarmé. 


POUR  L'HISTOIRE  DES  LIGNES  ET  SURFACES  COURBES  DANS  L'ANTIQUITÉ 

Par  M.  Paul  TANNERY  ('). 


SURFACES  ET  COURBES  S  PI  RI  QUE  S. 

V. 

Le  concept  des  trois  corps  ronds,  cylindre,  cône  et  sphère, 
semble,  comme  celui  de  la  droite  et  du  cercle,  antérieur  aux  débuts 
de  la  Science.  Les  autres  surfaces  courbes,  dont  l'étude  par  les 
anciens  est  historiquement  constatée,  sont  : 

Le  cylindre  et  le  cône  circulaires  obliques  qui  doivent  avoir  été 
considérés  dès  avant  Arcbimède; 

Les  quatre  surfaces  de  révolution  du  second  degré  inventées 
par  le  géomètre  de  Syracuse  (conoïdes  et  sp/ir/-oïdes)  (2); 

Les  surlaces  cylindroïdes  (nos  cylindriques  quelconques)  et 
plcctoïdes  (nos  conoïdes),  dont  nous  avons  vu  Pappus  parler  in- 
cidemment; 


(')  Seconde  Note,  voirie  numéro  d'octobre. 

('-')  Il  n'a  pas  considéré  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 
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Enfin  les  tores  ou  surfaces  engendrées  par  la  révolution  d'un 
cercle  autour  d'un  axe  avec  lequel  il  reste  toujours  dans  un  même 
plan. 

L'invention  de  ces  dernières  surfaces  était  des  plus  natu- 
relles, une  fois  la  génération  analogue  constatée  pour  les  trois 
corps  ronds.  De  fait,  cette  invention  semble  avoir  été  la  plus  an- 
cienne, et  si  celle  de  la  première  courbe  différente  du  cercle,  la 
r/uadrat/'ice,  remonte  à  la  fin  du  ve  siècle  avant  J.-C,  dès  le 
commencement  du  ive  au  plus  lard,  Archylas  de  Tarente  (Euto- 
cius  sur  Archimède,  éd.  ïorelli,  p.  i43)  résolvaitle  problème  des 
deux  moyennes  proportionnelles  par  l'intersection  de  trois  sur- 
faces : 

!*e  cylindre .r2 -:    v2  —  a.r, 

a2 

Le  cône a:2  -+-  r2  -h  z-       =  y-  x-, 

o'À 

Et  le  tore (#2-i-72-+-  *2)2  =  a2(a?2+72) 

engendré  par  la  révolution  d'un  cercle  autour  de  l'une  de  ses  tan- 
gentes, t 

Dans  les  De [fini lio ries  du  pseudo-Héron  (éd.  Hultsch,  Berlin, 
1864),  les  surfaces  de  ce  genre  suivent  immédiatement  les  trois 
corps  ronds;  elles  sont  connues  sous  le  nom  de  spires  ((rrrstpa)  ou 
anneaux  (xpi;:oç).  Archytas  ne  semble  pas  avoir  dénommé  la 
sienne. 

(P.  27)98  :  «  La  spire  est  engendrée  par  la  révolution  complète 
d'un  cercle  avant  son  centre  sur  un  autre  cercle  et  son  plan  per- 
pendiculaire à  celui  de  ce  second  cercle.  On  l'appelle  aussi  an- 
neau. La  spire  est  ouverte  (Siev^c)  quand  elle  présente  un  vide; 
fermée  (cuve/viç)  quand  il  v  a  contact  intérieurement  en  un  point 
unique  (M,  rentrante  (TuaXXaxTouTa )  lorsque  le  cercle  générateur 
se  coupe  lui-même.  Ces  corps  ont  pour  sections  certaines  lignes 
qui  les  caractérisent.  » 

Comparons  l'essai  de  classification  des  surfaces  par  le  même 
compilateur  (p.  23-a4). 

7J  :  <(  Les  surfaces  des  figures  solides  sont  soit  non  composées, 
soil  composées;  non  composées  quand,  en  les  prolongeant,  on  re- 


('  )  Comme  dans  le  turc  ,r  \r,  h\  ta< 
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tombe  sur  la  surface  elle-même,  comme  pour  la  sphère;  corn," 
posées  Lorsque,  en  les  prolongeant,  elles  se  coupcnl  réciproque- 
ment. 

»  Les  surfaces  composées  le-  sonl  de  parties  qui  sonl  ou  ne  sont 
pas  du  même  genre;  !<•  genre  esl  différent  pour  les  cônes,  les  cy- 
lindres (  '  ),  les  hémisphères  h  autres  volumes  semblables)  il  est 
le  même  pour  les  solides  rectilignes  1  -'  |. 

»  On  peut  diviser  autrement  les  surfaces  des  figures  solides  en 
simples  et  milles.  Les  surfaces  simples  sont,  dans  l;i  théorie  des 
solides,  les  planes  el  la  sphérique ;  1rs  mi. /les  sont  la  conique,  la 
cylindrique  et  autres  semblables.' La  conique  et  la  cylindrique 
sont  mixtes  de  plan  et  de  circonférence,  les  spiriques  mi. ri  es  de 
deux  circonférences.  H  y  a  une  infinité  d'autres  mixtes,  aussi 
bien  que  de  composées.  » 

76  :  «  Les  lignes  des  figures  solides  sont  également  simples  ou 
mixtes.  Les  simples  sont  les  droites  et  les  circulaires;  les  mixtes 
sont  les  coniques  et  les  spiriques.  Ce  sont  là  les  lignes  classées , 
(TSTayasvat).  11  y  en  a  une  multitude  infinie  de  non  classées  (araxTot), 
aussi  bien  que  de  composées  (;f).  » 

Pappus  ne  parle  ni  des  spires  (tores)  ni  de  leurs  sections,  les 
lignes  spiriques.  Mais  Proclus  (Geminus)  nous  fournit  des  ren- 
seignements tout  à  fait  identiques  à  ceux  des  Dejiniliones  et  les 
complète  par  d'autres  plus  précis. 

A.vant  d'aborder  la  détermination  des  spiriques  étudiées  parles 
anciens,  je  vais  insister  sur  l'identité  des  classifications  essayées 
par  Geminus  et  par  le  compilateur  des  Definitiones.  L'intérêt  de 
la  question  consiste  dans  ce  fait  que,  si  Geminus  est  reconnu, 
d'après  le  témoignage  de  Proclus,  comme  l'auteur  de  ces  classifi- 
cations, dont  on  n'a  pas  de  trace  avant  lui  et  que  Pappus  n'emploie 
ni   n'admet,    il   sera  impossible   de    nier  que   le   compilateur  des 


(')  En  tant  que  solides  limités  par  «les  bases  planes. 

( 2)  Polyèdres. 

(3)  A  la  suile  du  fragment  précédent  (98),  se  trouve  l'addition  suivante,  qui 
semble  plus  récente  que  le  texte  : 

«  Les  anneaux  tétragones  sont  des  tranches  (sxTrptTU.axa)  de  cylindres.  Il  y  a 
divers  autres  prismes  variés,  engendrés  par  des  spbère>  ou  des  surfaces  mixtes.  » 

Ces  anneaux  tétragones  sont  évidemment  les  solides  engendrés  par  la  révolu- 
tion d'un  carré  autour  d'un  axe  parallèle  à  l'un  des  côtés. 


'X'I 
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Definitiones  n'ait  utilisé  Geminus  :  par  conséquent,  il  ne  peut 
être  qu'à  peine  antérieur  à  l'ère  chrétienne. 

Remarquons  que  la  double  division  des  surfaces  d'une  part  en 
non  composées  et  composées,  de  l'autre  en  simples  et  mixtes,  en 
suppose  une  semblable  pour  les  lignes.  Les  Definitiones  semblent 
ne  donner  que  la  seconde  pour  les  lignes  et  encore  en  limiter  l'em- 
ploi à  la  théorie  des  solides.  Mais  cette  limitation  est  évidemment 
inacceptable  ('),  et,  d'autre  part,  la  fin  du  passage  cité  reconnaît 
implicitement  les  lignes  composées.  La  division  correspondante 
est  d'ailleurs  donnée  dans  les  Definitiones,  sinon  pour  les  lignes, 
au  moins  pour  les  figures. 

(P.  i5)  28  :  «  Les  figures  sur  les  surfaces  sont  soit  non  compo- 
sées, soit  composées  :  non  composées  quand  elles  ne  sont  pas 
formées  par  plusieurs  lignes,  composées  quand  elles  le  sont.  Les 
figures  composées  sur  les  surfaces  sont  formées,  soit  de  lignes  de 
même  nature,  soit  de  lignes  de  nature  différente,  comme  les  sec- 
teurs de  cercles,  les  demi-cercles,  les  apsides  [segments  plus  pe- 
tits que  le  demi-cercle]  et  les  segments  plus  grands  que  le  demi- 
cercle.  Comme  formées  de  lignes  homogènes  (2),  on  peut  citer 
les  lunules,  les  couronnes  [espace  compris  entre  deux  cercles  con- 
centriques] et  autres  figures  semblables.  » 

Gomme  on  le  voit,  le  parallélisme  avec  la  classification  des  sur- 
faces est  complet. 

Or  nous  retrouvons  dans  Geminus  cette  double  division  des 
lignes,  et  si  pour  les  surfaces  la  distinction  des  simples  et  mixtes 
ost  seule  indiquée  par  Proclus,  c'est  que,  sur  ce  point,  les  extraits 
sont  beaucoup  moins  complets. 

Proclus,  p.  1 1 1 ,  1.  1-9  :  «  Geminus  divise  tout  d'abord  la  ligne 
en  non  composée  et  en  composée  (il  appelle  composée  celle  qui 
est  brisée  et  forme  angle)  (3),  puis  il  subdivise  la  non  composée 


(')  P.  ().  1.  10.  Les  lignes  circulaires  sont  dites  être  des  lignes  simples  (àu).cov), 
seules  à  luire  des  figures  (à  limiter  un  espace).  La  leçon  de  Hultsch  :  à).),tov  (au- 
tres), ;m  lieu  d'&itXûv,  est  insoutenable.  La  remarque,  assez  singulière  au  reste, 
puisque  la  ligne  droite  est  la  seule  simple  avec  la  circonférence,  se  retrouve  dans 
Proclus  (éd.  Friedlein,  p.  107,  I.  l'i). 

(')  Ces  mois  en  italique  manquenl  dans  le  texte. 

Proclus  passe  sous  silence  la  subdivision  des  lignes  composées,  de  même  que 
les  Definitiones  ont  omis  celle  des  non  composée-. 
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(lire  àcTovOfitov,  I.  4,  au  lieu  de  cfuv8eTov)  en  formani  figure  el  en  pro- 
longée à  L'infini;  formant  figure,  comme  La  ligne  circulaire,  celle 
du  bouclier  ('),  la  cissoïde  (2);  n'en  formant  pas,  comme  la  sec- 
tion du  cône  orthogone  ou  amblygone  |  parabole  ou  hyperbole),  La 
conchoïçle,  la  droite  et  autres  semblables,  o 

Le   passage  suivant   est  plus  complet   (p.  176,   I.   26,    p.    177. 

1-9): 

«  Geminus  a  justement  distingué,  dans  le  principe,  Les  Lignes 

en  Limitées  et  formant  ligure,  comme  le  cercle,  la  ligne  de  l'el- 
lipse, la  cissoïde  et  autres  semblables,  et  en  lignes  indéfinies  se 
prolongeant  sans  limite,  comme  la  droite,  la  section  du  cône  ortho- 
gone el  amblygône,  et  la  conchoïde.  V  leur  tour,  les  Lignes  qui 
se  prolongent  indéfiniment  peuvent  ne  former  aucune  figure, 
comme  la  droite  et  les  sections  coniques  précitées,  ou  bien  leurs 
branches  se  rencontrent,  forment  une  ligure,  puis  s'en  vont  à 
l'infini.  » 

Ce  dernier  passage  est  précieux  en  ce  que,  la  conchoïde  n'étant 
pas  classée  dans  la  première  subdivision,  on  peut  en  conclure  que 
les  anciens  avaient  considéré  le  cas  où  elle  forme  boucle. 

Reprenons  la  suite  du  passage  précédent  : 

Proclus,  p.  1 11,  1.  9,  p.  112,  1.  i5  :  «  D'une  autre  façon,  il  dit 
que  la  ligne  non  composée  est  simple  ou  mixte  ;  que  la  simple 
forme  une  figure  comme  la  circulaire,  ou  bien  est  indéfinie  comme 
la  droite;  que  la  mixte  se  considère  soit  sur  les  plans,  soit  sur  les 
solides;  que  sur  les  plans  elle  peut  soit  retomber  sur  elle-même, 
comme  la  cissoïde,  soit  se  prolonger  à  l'infini;  que  sur  les  solides 
elle  peut  être  imaginée  suivant  une  section  du  solide,  ou  bien 
comme  engendrée  autour  du  solide.  Ainsi  l'hélice  sur  la  sphère  ou 
le  cône  est  engendrée  autour  du  solide,  tandis  que  les  sections 
coniques  ou  spiriques  s'engendrent  par  telle  ou  telle  section  i\c> 
solides.  Ces  sections  ont  été  imaginées,  les  coniques  par  Mé- 
nechme,  comme  le  témoigne  Eratosthène,  lorsqu'il  dit  : 

l\i  les  triades  de  Ménechme,  ses  sections  du  cône; 


(')  0upe6;.  Comme  Heiberg  l'a  remarqué,  ce  <  1  - > i  1  être  là  le  premier  nom  porté 
par  l'ellipse.  Il  se  rencontre  dans  les  Phénomènes  d'Euclide. 

(2)  Les  anciens  ne  considéraient  donc  la  cissoïde  qu'à  l'intérieur  du  cercle  géné- 
rateur et  en  fermant  la  ligure  par  deux  branches  symétriques. 
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les  autres  par  Persée  qui  a  fait  cet  épigramme  sur  sa  découverte  : 

Avant  trouvé  par  des  sections  cinq  et  trois  lignes  (!), 
Persée  en  a  remercié  les  divinités. 

»  Les  trois  sections  coniques  sontla  parabole,  l'hyperbole  et  l'el- 
lipse; quant  aux  spiriques,  l'une  est  entrelacée  comme  Ventrave 
du  cheval  (2),  l'autre  s'élargit  au  milieu  en  diminuant  de  côté  et 
d'autre;  l'autre,  au  contraire,  est  allongée,  resserrée  vers  son  mi- 
lieu et  s'élargissant  ensuite  de  côté  et  d'autre. 

»  Il  y  a  une  multitude  indéfinie  d'autres  lignes  mixtes,  car  le 
nombre  des  figures  solides  est  illimité  et  elles  donnent  lieu  à  di- 
verses sections.  Si  une  droite,  par  une  révolution  circulaire,  en- 
gendre une  surface,  il  en  est  de  même  des  sections  coniques,  des 
conchoïdes  tout  aussi  bien  que  des  circonférences,  et  en  coupant  ces 
solides  de  toutes  les  façons,  on  obtient  des  lignes  de  la  plus  grande 
variété...  » 

(P.  i  1 3 ,  1.  3-6)  :  «  Les  curieux  de  laScience  doivent  aller  recher- 
cher ces  démonstrations  dans  Geminus,  comme  aussi  la  généra- 
tion des  lignes  spiriques,  conchoïdes,  cissoïdes.  » 

VI. 

Le  long  extrait  de  Geminus,  qui  précède,  et  où  l'on  a  pu  remar- 
quer la  conception  générale  des  surfaces  de  révolution,  nous  a 
donné  incidemmentd'importants  détails  surles  sections  spiriques. 
Réunissons  les  autres  données  que  Proclus  a  empruntées  au  même 
auteur;  nous  pourrons  essayer  ensuite  de  préciser  les  sections  dis- 
tinguées par  les  anciens. 

(P.  i  ig,  1.  7,  p.  120,  1.  6)  :  «  Après  avoir  établi  que  le  caractère 
du  mixte  est  différent  pour  les  lignes  et  pour  les  surfaces,  Gemi- 
nus remarque  que  la  ligne  circulaire  seule,  quoique  simple,  peut 
engendrer  des  surfaces  mixtes. 


(  '  )  Tpetç  Ypa|X|ià;  èVi  7T£vt£  tojxoù;  eupwv.... 

Le  vers  a  été  complété  par  l'éditeur  au  moyen  du  mot  êXixtiÔEiç,  qui  est  au  moins 
(loiiicux  ;  on  peut  supposer  èvi  o-rceipa,  «  sur  la  spire  ».  Pour  le  sens  de  rpet;  èVi 
7t£VTe,  voir  plus  loin. 

(2)  liciconé&T),  nom  d'une  figure  de  manège  représentant  le  tracé  d'un  8,  et  dont 
parle  XLénophon,  De  Véquitation,  chap.  VII. 
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«  Ce  que  je  dis  se  présente  pour  la  surface  spirique,  qui  esl 
conçue  comme  engendrée  par  1  < *  révolution  d'un  cercle  normal 
autour  d'un  point  qui  n'esl  pas  son  centre.  De  la  sorte,  il  y  a  trois 
espèces  de  spires,  carie  centre  <le  rotation  peut  être  sur  la  cir- 
conférence, il  peut  être  intérieur  ou  extérieur.  S'il  <•*>!  >ur  la  cir- 
conférence, on  a  la  spire  fermée;  s'il  est  ;'i  l'intérieur,  la  spire 
entrelacée  (*)  (èjxTreTrXeYjxévYi);  s'il  esl  à  l'extérieur,  la  spire  ouverte. 
//  r  <i  trois  scellons  spiriques  suivant  ers  trois  différences.  En 
tout  cas,  la  spire,  quoique  provenant  du  seul  mouvement  circu- 
laire, est  mixte.  » 

(P.  127,  1.  i-3):  «  Lorsque  Yhippopède,  qui  est  une  des  spiriques, 
se  coupe  elle-même  en  formant  un  angle,  cet  angle  est  compris 
sous  des  lignes  mixtes.  »  Comp.,  p.  1^8,  1.  i-5,  suiv. 

(P.  356,  1.  12)  :  «  Pcrsée,  pour  les  spiriques,  a  montré  quel 
était  le  symptôme  ».  (Caractère  correspondant  à  l'équation  des 
modernes.) 

Ces  passages  ont  servi  à  M.  Schiaparelli,  dans  son  célèbre  Mé- 
moire :  Le  sfere  omocentriche  di  Eudosso,  di  Callippo  e  di 
Aristotele ,  pour  restituer  Yhippopède  d'Eudoxe,  intersection 
dune  sphère  par  un  cylindre  tangent  intérieurement.  Le  nom  de 
celte  courbe  fut  naturellement  adopté  par  suite  de  l'analogie  des 
formes  pour  Yhippopède  spirique  de  Persée,  qui  représente  évi- 
demment la  section  d'un  tore  ouvert  par  un  plan  parallèle  à  Taxe 
et  tangent  intérieurement. 

M.  Schiaparelli  a  également  reconnu,  dans  les  deux  autres 
spiriques  décrites  par  Proclus,  celles  qu'on  obtient  en  coupant 
le  tore  ouvert  par  un  plan  parallèle  à  Taxe  et  passant  par  une 
corde  du  cercle  générateur,  suivant  d'ailleurs  que  ce  plan  est  plus 
ou  moins  éloigné  de  l'axe  que  le  centre  dudit  cercle  générateur. 
Quant  à  la  donnée  qui  fait  varier  les  sections  spiriques  suivant 
l'espèce  de  la  spire,  ouverte,  fermée  ou  rentrante,  le  savant  astro- 
nome l'a  rejetée  comme  improbable  après  discussion;  enfin  il  a 
négligé  celle  que  fournit  le  distique  de  Persée,  xpslç  yp<x<j.uÀ<;  fat 
7T£Vts  Toaaïç. 

L'importance  de  celte  dernière  donnée  est  cependant  majeure, 


(')  tei  une  différence  de  terminologie  avec  les  Dcfinitioncs. 
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et  elle  va  nous  permettre  de  compléter  la  restitution  des  courbes 
de  Persée. 

A\ant  tout,  il  faut  déterminer  le  sens  de  ces  mots;  car  littérale- 
ment, on  peut  entendre  que  Persée  a  trouvé  trois  courbes  en  fai- 
sant cinq  sections  différentes;  c'est  ainsi  que  la  traduction  a  été 
faite  jusqu'à  présent,  et  c'est  également  le  sens  que  paraît  suppo- 
ser la  triple  distinction  de  Proclus. 

Mais,  après  avoir  épuisé  toutes  les  hypothèses  possibles,  je  crois 
pouvoir  affirmer  que  cette  traduction  est  insoutenable  et  qu'il  faut 
en  chercher  une  autre.  Or  il  y  en  a  une  au  moins  également  légi- 
time au  point  de  vue  grammatical  ;  c'est  celle  que  j'ai  adoptée  plus 
haut.  Persée  a  trouvé  par  des  sections  trois  lignes  en  outre  de 
cinq,  c'est-à-dire  huit  lignes  en  tout. 

Si  l'on  remarque  que  la  forme  versifiée  de  la  donnée  justifie 
suffisamment  la  singularité  de  l'expression,  que  Persée  a  pu  d'ail- 
leurs vouloir  distinguer  deux  groupes  de  courbes,  si  notamment 
trois  d'entre  elles  ont  été  obtenues  en  faisant  varier  l'espèce  de  la 
spire,  qu'enfin  Proclus  ne  dit  point  formellement  qu'il  n'y  a  que 
trois  spiriques,  mais  ne  fait  évidemment  que  commencer  une  énu- 
mération  incomplète,  notre  interprétation  paraîtra  sans  doute  sa- 
tisfaisante à  tous  les  points  de  vue. 

Soient,  en  effet,  R  le  rayon  du  cercle  générateur,  A  la  distance 
de  son  centre  à  l'axe,  enfin  cl  la  distance  à  ce  même  axe  du  plan 
sécant  que  nous  lui  supposerons  parallèle;  dans  l'hypothèse  où  le 
tore  est  ouvert,  c'est-à-dire  où  A  >*  R,  Persée  devait  naturelle- 
ment distinguer  cinq  sections  différentes  en  faisant  varier  d  de- 
puis A  -f-  R  jusqu'à  o. 

t  i  l  A -f- R  >c?>  A,  ovale  rende  au  milieu,  'ic  spirique  de  Proclus; 

<  2)  d  —  A,  courbe  formant  transition  entre  (i)et  (3); 

(3)  \      t/>  A  —  R,     courbe  fermée,  rétrécie  au  milieu,  3e  spirique  de 

Proclus; 

<  4  >  rf  =  A —  R,     hippopède  ou  i™  spirique  de  Proclus; 

(  >)  ^  —  R*  •  d",    «».  deux  courbes  fermées  symétriques  et  isolées 


(')  Il  est  ii  peine  utile  de  remarquer  que  la  lemniscate  ordinaire 

p2=  a  A-  cos 
est  un  cas  particulier  de  l'kippopcde,  lorsqu'on  suppose  A  =  a  K. 
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Si  Ton  suppose  le  tore  fermé,  A  =  R.,  !<••>  formes  (4  I  el  (5  l  dis- 
paraissent, les  trois  premières  subsistent  et  il  n'j  en  ;i  [>;is  de  qou- 
\  elles. 

Si  l'on  suppose  enfin  le  loir  rentrant,  A  <  R,  on  peut  au  con- 
traire trouver  trois  formes  nouvelles  correspondant  ans  courbes 
I  i  i,  (•>'),  (3),  avec  \\\\  ovale  à  leur  intérieur.  Il  suffit  'le  suppose] 
</  <  H  —  A,  ce  qui  entraîne  d'ailleurs  pour  les  courbes  (i)  et  {  ■ 

\\w  pothèse  A  <  —  • 

On  trouve  donc  bien  ainsi  huit  espèces  de  sections,  naturelle- 
ment partagées  en  deux  groupes  :  l'un  de  cinq,  l'autre  de  trois, 
et  la  concordance  entre  les  diverses  données  de  Proclus  se  tromr 
rétablie.  A  la  vérité,  celle  qui  indique  trois  sections  spiriques  sui- 
vant les  trois  différentes  espèces  du  tore  n'est  point  satisfaite  en 
réalité.  Mais  M.  Schiaparelli  a  très  bien  montré  que  cette  donnée, 
prise  à  la  lettre,  est  insoutenable,  et  l'on  peut  parfaitement  croire 
(pie  Proclus,  en  faisant  trop  rapidement  son  extrait,  s'est  trompé 
sur  le  sens  exact  des  paroles  de  Geminus. 

Resterait  maintenant  à  déterminer  l'époque  où  vivait  l'inventeur 
des  courbes  spiriques. 

Bretschneider  (  '  )  qui,  d'ailleurs,  tout  en  réunissant  les  textes, 
n'est  pas  parvenu  à  les  expliquer  convenablement,  a  remarqué  que 
Montucla  avait  identifié  à  tort  le  géomètre  dont  parlait  Geminus 
(ïlepreuç)  avec  le  philosophe  (Ilspaatoç)  Persseos  de  Cittium,  com- 
patriote et  disciple  de  Zenon  le  stoïcien  (fin  du  ive  et  commence- 
ment du  ine  siècle  avant  J.-C.).  Aucune  autre  identification  ne 
semble  davantage  possible  ;  on  se  trouve  donc  exclusivement  ré- 
duit aux  données  de  Proclus. 

L'invention  des  sections  spiriques  est  nécessairement  posté- 
rieure à  celle  des  coniques;  au  plus  haut,  Persée  pourrait  donc 
être  contemporain  d'Euclide,  tout  le  monde  est  d'accord  à  cet 
égard . 

Comme  limite  inférieure,  on  doit  admettre  non  pas  l'époque  où 
vivait  Héron  d'Alexandrie,  comme  l'ont  fait  Bretschneider  el 
M.  Cantor,  mais  bien  l'époque  de  Geminus,  puisque  les  Défini- 
tiones  ne  sont  pas  de  Héron,   mais  postérieures  non  seulement  à 

(')  Die  Geometer  and  die  Géométrie  cor  Euklides,  Leipzig:  187». 
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Posidonius,  comme  nous  l'avons  déjà  établi  ailleurs,  mais  encore 
au  garant  de  Proclus,  si  nos  remarques  précédentes  suffisent  à  le 
démontrer.  On  a  donc,  pour  placer  Persée,  un  intervalle  de  plus 
deux  siècles,  de  3oo  à  yj  avant  J. -G.  environ. 

Bretschneider  le  rapproche  autant  que  possible  de  la  limite  in- 
férieure qu'il  admet,  en  le  faisant  contemporain  de  Héron.  Les 
courbes  spiriques  ont  été  évidemment,  dit-il,  si  peu  considérées 
dans  l'antiquité,  elles  ont  fourni  si  peu  de  matière  à  la  Géométrie, 
qu'elles  ont  été  vite  oubliées,  et  que  le  souvenir  n'en  a  été  gardé 
que  par  les  auteurs  les  plus  voisins  de  leur  invention. 

Ces  observations  ne  me  paraissent  nullement  convaincantes.  Si 
Pappus  ne  trouve  pas  l'occasion  de  faire  allusion  aux  spiriques, 
on  peut  bien  admettre  à  la  vérité  que  leur  théorie,  telle  que  Persée 
l'avait  constituée,  n'offrait  à  ses  yeux  rien  de  particulièrement 
intéressant.  Pappus  ne  cherche  nullement  à  faire  un  recueil  com- 
plet de  tous  les  travaux  antérieurs  ;  il  choisit  ce  qui  lui  plaît  en 
dehors  des  ouvrages  classiques  de  son  temps,  et  il  est  certes  per- 
mis de  croire  que  les  travaux  de  Persée  ne  lui  ont  pas  semblé  mé- 
riter une  attention  spéciale. 

Mais  Geminus  s'était  proposé  un  but  différent,  l'exposé  métho- 
dique de  l'ensemble  de  la  mathématique;  c'est  lui  qui  a  dressé  le 
bilan,  malheureusement  perdu  en  grande  partie  pour  nous,  de 
tout  ce  qu'avait  produit  le  génie  des  alexandrins  de  l'âge  hellène; 
à  ce  point  de  vue,  il  devait  nécessairement  parler  des  spiriques, 
que  leur  invention  ait  été,  pour  lui,  récente  ou  déjà  ancienne. 

Je  serais,  pour  ma  part,  plutôt  porté  à  rapprocher  Persée  d  Eu- 
clide,  à  le  mettre  avant  Apollonius  plutôt  qu'après.  Il  est  bien 
certain  aujourd'hui  qu'avant  la  composition  des  coniques  par  le 
grand  géomètre  de  Perge,  la  matière  était  déjà  assez  approfondie, 
avait  procuré  assez  de  gloire  aux  travailleurs,  pour  qu'un  mathé- 
maticien, jaloux  de  s'illustrer  à  son  tour,  imaginât  des  sections 
d'un  corps  différent  du  cône  et  du  cylindre,  mais  déjà  connu, 
puisque  Arclrytas  l'avait  emphné  dès  longtemps.  Que  le  travailde 
Persée  dût  rester  infécond  en  réalité,  nous  le  comprenons  suffi- 
samment aujourd'hui;  mais  il  marchait  sans  doute  plein  d'espoir 
dans  la  voie  nouvelle  qu'il  essayait  de  se  frayer. 

\|)iès   Apollonius,    une  tentative  semblable  aurait   été,   ce  me 
semble,  plus  ru  dehors  fin  courant   scientifique.   Les  questions  à 
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l'ordre  du  jour  avaient  changé  de  nature  e1  l'on  devail  avoir  un  peu 
j)lus  nettement  conscience  de  !;■  chance  des  récherches  dans  telle 
ou  telle  direction.  L'espoir  de  trouver,  dans  des  courbes  particu- 
lières telles  que  les  spiriques,  un  sujet  d'études  aussi  fécond  que 
les  coniques,  ne  pouvait  plus  guère  être  conçu  par  un  géomètre 
ayant  vraiment  approfondi  sa  science.  C'est  d'ailleurs  l'époque 
où  l'on  essaya  plutôt  de  s'élever  à  des  conceptions  un  peu  géné- 
rales, comme  celle  des  classes  de  surface  (de  révolution,  cylin- 
droïdes,  plectoïdes).  Enfin  la  solution  désormais  complète  des  pro- 
blèmes solides  (du  troisième  et  du  quatrième  degré)  au  moyen  de 
lieux  coniques  entraînait  la  position  des  problèmes  de  degré  plus 
élevé,  et  l'invention  de  nouvelles  courbes  aurait  dû  être  liée  à  la 
tentative  de  résoudre  de  pareils  problèmes  et  d'en  constituer  une 
classe  supérieure  à  celle  des  solides.  Si  Persée  avait  t'ait  quelque 
essai  de  ce  genre,  Pappus  en  aurait  nécessairement  parlé;  maison 
sait  pertinemment  par  lui  que  les  anciens  s'étaient  arrêtés  au  pro- 
blème à  quatre  lignes  ('),  et  qu'il  a  fallu  attendre  Descartes  pour 
dépasser  la  limite  où  se  sont  arrêtés  les  efforts  des  alexandrins. 

J'insisterai  aussi  particulièrement  sur  la  qualification  de  xeiayasvai 
(lignes classées)  donnée  par  les  Definltiones  aux  coniques  et  aux 
spiriques,  par  opposition  aux  autres  lignes  considérées  comme 
à'taxToi  (non  classées).  C'est  exactement  l'opposition  des  irration- 
nelles non  classées  d'Apollonius  et  de  celles,  dites  classées,  que 
Euclide  avait  étudiées  au  livre  X  des  Eléments.  Ou  plutôt,  le 
classement  des  coniques  et  des  spiriques  est  encore  plus  arbi- 
traire; si  Geminus,  qui  montre  généralement  un  sens  critique 
exact,  avait  adopté,  comme  il  semble,  ce  prétendu  classement, 
c'est  sans  doute  qu'il  avait  à  ses  yeux  une  valeur  bistorique  en 
tant  qu'établi,  comme  je  le  présume,  peu  après  la  constitution 
même  de  la  science,  en  tous  cas  avant  Apollonius. 

Puisque  tout  à  l'heure  je  parlais  de  Descartes,  je  crois  devoir 
signaler  une  singulière  erreur  historique  où  il  a  été  entraîné  par  la 


(')  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux 
droites  données  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  produit  de  leurs  distances  à 
deux  autres  droites  données. —  En  thèse  générale,  le  problème  à  in  lignes  corres- 
pond à  une  équation  du  degré  n.  C'est,  comme  on  sait,  l'examen  de  ce  problème 
qui  constitue  l'objet  principal,  en  apparence,  de  la  Géométrie  de  Descartes. 
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traduction  de  Pappus  duc  à  Commandin.  Des  lieu\  à  plus  de 
quatre  lignes,  qui  ne  sont  plus,  d'après  Pappus,  des  lignes  connues, 
mais  qui  sont  simplement  appelées  lignes  (ypay.uai),  les  anciens 
en  auraient  imaginé  une  dont  ils  auraient  démontré  l'utilité  et  qui, 
d'ailleurs,  se  présenterait  très  facilement,  mais  cependant  n'aurait 
pas  été  la  première.  Là-dessus  Descartes,  après  avoir  montré  à 
quoi  revient  en  général  la  recherche  du  lieu  pour  un  nombre 
quelconque  de  lignes,  s'ingénie  à  rechercher  quelle  pouvait  être 
celte  courbe  dont  parle  Pappus,  et  il  en  fait  une  très  heureuse  res- 
titution. 

Or,  en  réalité,  Pappus  dit  tout  le  contraire  (1)  :  5v  juav  oùoé  xiva 
a'ja'j/avsaxàTrjV  sivca  ooxovicrav  cuvTîOsixaaiv  àvacEtçavTSÇ  y  or^'vj.ry  oucav ,  ce 
qui  doit  se  traduire  ainsi  :  «  dont  on  n'a  ni  construit  ni  employé 
(pour  la  solution  du  problème  à  plus  de  quatre  lignes)  une  seule, 
pas  même  celle  qui  pourrait  sembler  la  plus  clairement  indiquée.  » 
C'est  évidemment  par  inadvertance  qu'en  restituant  le  texte  cor- 
rect M.  Tlultsch  a  conservé,  dans  sa  traduction  latine,  le  sens  gé- 
néral de  la  version  de  Commandin. 

{A  suii-re.) 


DISCOURS    PRONONCÉ    PAR    M.   CAYLEY    DEVANT    LES    MEMBRES 
DE    L'ASSOCIATION   BRITANNIQUE. 

Traduit  par  M.  RAFFY,  Docteur  es  sciences. 

Les  Mathématiques  se  rattachent,  d'une  part,  à  la  vie  commune 
cl  aux  sciences  physiques,  d'autre  part,  à  la  Philosophie  par  les 
notions  d'espace  et  de  temps  et  les  questions  qui  touchent  à  l'uni- 
versalité et  à  la  nécessité  des  vérités  mathématiques,  ainsi  qu'au 
fondement  de  la  connaissance  que  nous  en  avons.  Remarquons  en 
passant  que  le  lien  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  avec  la  notion 
de  temps  est  beaucoup  moins  visible,  si  même  il  existe,  que  celui 
de  la  Géométrie  avec  la  notion  d'espace. 

.le  n'ai  pas  à  l'aire  devant  vous  un  plaidoyer  pour  les  Mathéma- 
tiques, cl,  si  j'avais  à  le  faire,  je  voudrais  que  ce  fût  comme  Socrate, 


(')  Éd.  Hultsch,  p.  678,  l.  28  680,  a.  Commandin,  au  lieu  de  oOos  xiva.  avait  lu 
oOSè  Tr,v  ~o(.)Tr,v  xai,   ■  pas  même  celle  qui  <,st  la  première  ». 
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sommé  dans  la  République  de  Platon  de  défendre  la  justice  sans 
invoquer  les  avantages  pratiques  de  la  vertu  et  de  L'équité,  el 
montrant  qu'absolu menl  et  en  elle-même  la  justice  est  un  bien  :  el 
je  ne  vous  parlerais  pas  de  L'utilité  des  Mathématiques  dans  les 
usages  de  la  vie  ou  les  problèmes  de  La  Ph)  sique.  Je  m'en  garderais 
d'aillant  plus  que  mes  auditeurs  prennent  ou  sont,  portés  à  prendre 
plus  d'intérêt  aux  Mathématiques  cultivées  pour  elles-mêmes.  Je 
montrerais  que  les  théories  mathématiques  doivent  leur  origine  ;'i 
ces  besoins  de  la  vie  et  à  ces  problèmes  de  la  Physique,  bien 
qu'aujourd'hui  elles  se  développent  dans  un  autre  domaine  de  la 
pensée  (comme  la  Géométrie  issue  de  l'arpentage,  la  Théorie  des 
nombres  née  de  l'Arithmétique),  de  même  qu'une  rivière  à  son 
embouchure  s'est  éloignée  de  sa  source. 

Philosophiquement,  l'opinion  la  plus  répandue  est  que  nous 
arrivons  sans  doute  par  l'expérience  aux  vérités  mathématiques, 
mais  que  l'expérience  ne  suffit  pas  à  nous  les  donner  :  l'esprit  v 
contribue  pour  sa  part.  C'est  au  fond  la  théorie  platonicienne  de 
la  réminiscence  :  en  voyant  deux  objets,  arbres,  pierres  ou  autres, 
qui  nous  semblent  plus  ou  moins  égaux,  nous  arrivons  à  l'idée 
d'égalité;  mais  il  faut  bien  que  nous  ayons  l'idée  d'égalité  au 
moment  où,  voyant  les  deux  objets,  nous  sommes  conduits  à 
les  regarder  comme  réalisant  plus  ou  moins  complètement  cette 
idée  d'égalité.  Il  en  est  de  même  pour  l'idée  du  beau,  et  bien 
d'autres. 

La  même  idée  est  exprimée  par  ce  correctif,  nisi  intellect  us  ipse, 
que  Leibnitz  ajouta  à  l'aphorisme  scolastique  nihil  in  intellectu 
</uod  non  prius  in  sensu,  c'est-à-dire  il  n'y  a  rien  dans  l'esprit 
qui  n'ait  été  auparavant  dans  les  sens,  excepté,  dit  Leibnitz, 
l'esprit  lui-même.  C'est  aussi  l'avis  de  Kant,  dans  la  Critique  de 
la  raison  pure  :  suivant  lui,  toutes  nos  connaissances  commencent 
par  L'expérience,  mais  nous  avons  en  possession  des  idées  a  priori 
indépendantes  non  de  telle  ou  telle  expérience,  mais  de  toute 
expérience  absolument,  en  particulier  les  axiomes  mathématiques. 
Kant  ajoute  que  l'espace  n'est  pas  une  conception  acquise  par 
l'expérience  externe,  mais  que,  pour  rapporter  nos  sensations  à 
quelque  chose  d'extérieur,  il  faut  déjà  que  nous  avons  l'idée 
d'espace,  et  que  l'expérience  externe  n'est  elle-même  possible  que 
grâce  à  cette  idée.  De   même  le  temps  n'est  pas  non  [dus  une  eon- 
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ception  empirique,  mais  une  idée  qui  est  la  condition  nécessaire 
de  toute  intuition. 

De  son  côté,  Sir  W.-R.  Hamilton  dit,  dans  une  première  Leçon 
d'Astronomie  (i836)  :  «  L'Algèbre  et  la  Géométrie,  ces  sciences 
exclusivement  mathématiques,  sont  des  sciences  de  pure  raison  : 
elles  n'empruntent  à  l'expérience  ni  secours  ni  autorité;  elles  sont 
ou  du  moins  peuvent  être  entièrement  isolées  des  phénomènes 
contingents  du  monde  extérieur.  Nous  ne  dirons  pas  que  l'idée 
d'ordre  et  les  idées  dérivées  de  nombre  et  de  figure  soient  des  idées 
innées,  si  l'on  entend  par  là  que  tous  les  hommes  les  possèdent 
avec  la  même  clarté  et  la  même  plénitude;  malgré  cela,  ce  sont 
des  idées  qui  semblent  tellement  être  nées  avec  nous  que  la  pos- 
session que  nous  en  avons,  à  quelque  degré  que  ce  soit,  n'est  que 
le  développement  de  nos  puissances  originelles,  l'évolution  de 
notre  intelligence  humaine.  » 

La  question  générale  des  idées  d'espace  et  de  temps,  les  axiomes 
et  définitions  de  la  Géométrie  et  de  l'Arithmétique,  ainsi  que  le 
raisonnement  mathématique,  ont  été  soumis  à  une  discussion 
complète  et  approfondie  par  Whewell,  dans  sa  Philosophie  des 
sciences  inductives  (1840),  ouvrage  qu'on  peut  considérer  comme 
contenant  toute  l'exposition  de  cette  théorie. 

Mais  John  Stuart  Mi  11  a  soutenu  que  les  vérités  mathéma- 
tiques et  spécialement  les  vérités  géométriques  reposent  sur  l'ex- 
périence, et  le  mathématicien  Riemann  a  soutenu  la  même  thèse 
à  l'égard  de  la  Géométrie,  en  l'appuyant  sur  des  raisons  toutes 
différentes. 

Il  est  moins  facile  qu'on  ne  le  croirait  au  premier  abord  de 
montrer  combien  les  vues  adoptées  par  Mill  dans  son  Système  de 
logique  déductive  et  inductive  (9e  édition,  1879)  sont  en  oppo- 
sition avec  celles  que  nous  venons  de  rapporter.  Exposons-les 
d'abord.  Mill  procède  le  plus  souvent  par  affirmations  catégoriques 
qu'il  justifie  ensuite,  par  exemple  (p.  2Ô3)  :  «  Il  reste  à  rechercher 
quelles  sont  les  raisons  de  notre  loi  aux  axiomes,  et  quelle  sorte 
d'évidence  leur  sert  de  fondement.  Je  répondrai  que  les  axiomes 
sont  des  vérités  empiriques,  des  résultats  d'expérience  généralisés. 
Cette  proposition,  deux  droites  ne  peuvent  enclore  un  espace, 
en  d'autres  termes,  deux  droites  qui  se  coupent  en  un  point  ne  se 
rejoignent  nulle  autre  part,  estime  induction  fondée  sur  l'évidence 
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de  nos  sensations.  »  Mais  je  in*  puis  m'em pêcher  de  trouver  qu'un 
argument  donné  par  Mill  quelques  pages  auparavant  (p.  239)  modifie 
profondémenl  !<■  caractère  absolu  <!<•  cette  contradiction.  En  effet, 
Mill  se  demande  «  pourquoi  la  plupart  des  philosophes  attri- 
buent  «aux.  Mathématiques  une  évidence  propre,  indépendante 
de  l'expérience  et  de  L'observation,  el  les  caractérisent  comme  un 
ensemble  <le  vérités  nécessaires  »;  puis  il  écrit  ce  passage,  que 
nous  citerons  en  entier  :  «  Je  répondrai  que  le  caractère  de  nécessité 
et  même  (sauf  quelques  réserves  à  venir)  la  certitude  particu- 
lière qu'on  attribue  aux  vérités  mathématiques  ne  sont  qu'une 
illusion,  et  que,  pour  accréditer  cette  illusion,  il  est  nécessaire  <\<- 
supposer  que  ces  vérités  ne  concernent  et  ne  l'ont  connaître  que 
des  objets  purement  fictifs.  On  sait  que  les  conclusions  de  la 
Géométrie  résultent  en  partie  au  moins  des  définitions,  et  que  ces 
définitions  sont  considérées  comme  représentant  aussi  exactement 
que  possible  les  objets  dont  s'occupe  la  Géométrie.  Mais  nous 
avons  établi  qu'une  définition  ne  donne  rien,  sinon  des  propo- 
sitions concernant  ce  qu'on  fait  signifier  aux  mots,  et  que  les  con- 
clusions effectives  qui  semblent  résulter  d'une  définition  dérivent 
en  réalité  de  l'hypothèse  sous-entendue  qu'il  existe  un  objet  réel 
conforme  à  cette  définition.  Cette  hypothèse  n'est  pas  rigoureuse- 
ment vraie  dans  le  cas  des  définitions  géométriques  :  car  il  n'existe 
aucun  objet  réel  entièrement  conforme  à  ces  définitions.  11  n'existe 
pas  de  point  sans  dimension,  pas  de  ligne  sans  épaisseur  et  parfai- 
tement droite,  pas  de  cercleayant  tous  sesrayous  absolument  égaux, 
pas  de  carré  avant  ses  angles  rigoureusement  droits.  On  me  dira 
qu'on  suppose  non  l'existence  effective,  mais  seulement  la  possi- 
bilité de  tels  objets.  Je  répondrai  que,  suivant  tout  ce  que  nous 
savons  des  possibilités,  ces  objets  ne  sont  pas  même  possibles. 
Autant  qu'on  puisse  affirmer  quoi  que  ce  soit,  leur  existence  serait 
incompatible  avec  la  constitution  physique  de  notre  planète  tout 
au  moins,  sinon  de  l'univers  (sic).  Pour  s'affranchir  de  cet  le 
difficulté,  et  du  même  coup  sauver  le  crédit  des  prétendues  vérités 
nécessaires,  on  a  l'habitude  de  dire  que  les  points,  droites,  cercles 
et  carrés,  qui  font  l'objet  de  la  Géométrie,  existent  d'une  manière 
absolue  dans  nos  conceptions  et  font  partie  de  notre  esprit;  et  (nie 
l'esprit,  employant  ses  propres  matériaux,  construit  une  science  a 
priori,  dont  l'évidence  est  purement  intellectuelle  et  n'a  rien  à 
Bull,  des  Scic/ices  mathém.,  1*  scric,  t.  VIII.  (Janvier  iSS'(.)  ; 
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voir  avec  l'expérience  externe.  Malgré  toutes  les  autorités  dont 
cette  théorie  se  recommande,  je  la  trouve  psychologiquement 
incorrecte.  Les  points,  les  droites  et  les  carrés  que  chacun  a  dans 
l'esprit  ne  sont,  suivant  moi,  que  les  copies  des  points,  droites  et 
carrés  que  l'expérience  lui  a  fait  connaître.  Notre  idée  du  point 
me  paraît  être  tout  simplement  l'idée  du  minimum  visibile  ou  de 
la  plus  petite  portion  de  surface  que  nous  pouvons  voir.  On  peut 
raisonner  sur  une  ligne  comme  si  elle  n'avait  pas  d'épaisseur, 
parce  que  nous  avons  la  faculté,  mise  en  jeu  quand  une  percep- 
tion occupe  nos  sens  ou  une  conception  notre  esprit,  de  ne 
faire  attention  qu'à  un  seul  des  éléments  de  la  perception  ou  de 
la  conception  au  lieu  de  les  embrasser  tous.  Mais  nous  ne  pouvons 
pas  concevoir  une  ligne  sans  épaisseur  :  nous  ne  pouvons  former 
dans  notre  esprit  l'image  d'une  telle  ligne;  toutes  celles  que  nous 
avons  dans  l'esprit  sont  douées  d'épaisseur.  Si  quelqu'un  en  pouvait 
douter,  nous  le  renverrions  à  son  expérience  personnelle.  Je  doute 
fort  qu'il  existe  quelqu'un  s'imaginant  pouvoir  se  faire  l'idée  d'une 
ligne  mathématique,  rien  que  par  l'évidence  de  son  sens  intime. 
Mais  je  le  soupçonnerais  plutôt  de  se  figurer  que,  si  cette  percep- 
tion n'était  pas  possible,  les  Mathématiques  n'existeraient  pas  en 
tant  que  science  :  or  c'est  là  une  supposition  dont  nous  montre- 
rons sans  peine  le  peu  de  fondement.  » 

J'estime  qu'on  peut  accorder  tout  de  suite  que  les  vérités  géo- 
métriques sont  des  vérités,  précisément  parce  qu'elles  concernent 
et  font  connaître  ce  que  Mill  appelle  des  objets  purement  fictifs; 
que  ces  objets  n'existent  pas  au  sens  de  Mill,  c'est-à-dire  qu'ils  ne 
se  rencontrent  pas  dans  la  nature;  qu'ils  ne  soient  pas  même  pos- 
sibles, si  cela  veut  dire  impossibles  dans  runivers  qui  existe,  cela 
peut  encore  se  concéder.  Mais  que  nous  ne  puissions  concevoir  de 
tels  objets,  cela  dépend  de  ce  que  l'on  entend  par  le  mot  concevoir. 
J'ose  dire  que  les  objets  purement  fictifs  sont  les  seuls  réels, 
ovtox;  ovtoc ;  que  les  objets  matériels  qui  les  rappellent  ne  sont 
auprès  d'eux  que  les  fantômes  delà  caverne  de  Platon,  et  que  c'est 
grâce  à  eux  seulement  que  nous  sommes  en  mesure  d'affirmer  que 
leurs  pareils  n'existent  pas  dans  la  nature  :  si  nous  n'avions  pas  la 
notion  de  la  ligne  droite,  nous  ne  pourrions  point  affirmer  qu'il 
n'existe  aucune  ligne  parfaitement  droite. 

Mais  les  objets  de  la  Géométrie  sont  bien,  en  quelque  mesure, 
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les  objets  purement  fictifs  de  Mill;  el  les  vérités  géométriques  ne 
sont  vraies,  el  <i  fortiori  nécessaires,  qu'en  tant  qu'elles  con- 
cernent ces  objets  purement   fictifs;  et.  ces  objets,  point-,  droit 

cercles,  entendus  comme  des  figures  mathématiques,  ont  des 
analogues,  et  sont,  représentés  j > 1 1 1 ^  ou  moins  Imparfaitement 
(mais  il  n'importe  pour  le  géomètre)  par  les  points.  les  droites  et 
les  cercles  matériels.  J'aurai  à  revenir  sur  la  (  îéomélrie  el  je  parlerai 
alors  de  Riemann,  mais  je  vais  auparavant  discuter  un  autre  pas- 
sage de  Mill. 

Parlant  des  vérités  arithmétiques,  Mill  dit  (p.  297)  qu'elles 
contiennent  toujours  un  élément  hypothétique  :  «  Dans  toutes 
les  propositions  sur  les  nombres  est  impliquée  une  condition  sans 
laquelle  aucune  d'elles  ne  serait  vraie,  et  celte  condition  est  une 
hypothèse  qui  pourrait  élre  fausse  :  c'est  la  condition  que  1  =  1, 
ou  que  tous  les  nombres  sont  formés  des  mêmes  unités  égales 
entre  elles.  »  Ici  au  moins  l'hypothèse  peut  être  absolument  vraie  : 
un  shilling-  égale  un  shilling  quant  à  la  valeur  vénale,  même  s'ils 
n'ont  pas  tous  deux  absolument  le  même  poids  et  le  même  titre, 
mais  cela  est  fort  peu  nécessaire.  Une  pièce  plus  une  pièce 
égalent  deux  pièces,  même  si  l'une  est  un  shilling  et  l'autre  une 
demi-couronne.  En  fait,  quelques  difficultés  qu'on  puisse  élever  à 
propos  de  la  Géométrie,  il  me  semble  qu'il  n'y  en  a  point  d'ana- 
logues en  Arithmétique  :  chacun  de  nous,  qu'il  soit  ou  qu'il  ne 
soit  pas  mathématicien,  possède,  dans  sa  forme  la  plus  abstraite, 
l'idée  de  nombre.  Chacun  peut  apprécier  la  justesse  d'une  propo- 
sition relative  aux  nombres;  et  nous  sommes  bien  forcés  de  voir 
qu'une  vérité  relative  aux  nombres  diffère  par  sa  nature  d'une 
vérité  empirique,  généralisation  de  l'expérience.  Comparons,  par 
exemple,  cette  proposition  que  le  soleil,  s'étant  déjà  levé  tant  de 
fois,  se  lèvera  demain,  et  le  jour  d'après  et  ainsi  de  suite,  et  cette 
proposition  que  les  nombres  pairs  et  les  nombres  impairs  se  suc- 
cèdent indéfiniment  les  uns  aux  autres  :  cette  dernière  semble 
présenter  les  caractères  de  l'universalité  et  de  la  nécessité.  Autre 
exemple  :  soit  une  proposition  qui  se  vérifie  sur  une  longue  suite 
de  nombres,  sur  mille,  deux  mille  nombres  si  l'on  veut  :  non  seu- 
lement cela  ne  prouve  pas,  mais  il  n'est  nullement  évident  que 
la  proposition  subsiste  pour  tous  les  nombres.  ïl  v  a,  dans  la 
théorie  des  nombres,  des  exemples   très   remarquables  de    propo- 
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sitions  qui  se  vérifient  sur  une   longue  suite  de  nombres  et  qui 
néanmoins  sont  fausses. 

Je  passe  en  revue  quelques  théories  mathématiques. 

En  Arithmétique  et  en  Algèbre  ou,  comme  on  dit,  en  Analyse, 
nous  trouvons  d'abord  les  nombres  et  les  quantités  ordinaires, 
c'est-à-dire  positifs.  Nous  rencontrons  aussi  en  Analyse  et  en  Géo- 
métrie analytique  les  quantités  négatives.  Celles-ci  ont  fourni 
ample  matière  aux  discussions  philosophiques,  et  je  pourrais  ren- 
voyer à  l'opuscule  de  Kant,  Ueber  die  riègativen  Grossen  in  die 
Weltweisheit  (1763);  mais  la  notion  de  quantité  négative  est 
devenue  tout  à  fait  usuelle,  et  elle  est  entrée  dans  le  langage  ordi- 
naire. Je  me  contenterai  de  signaler  qu'on  en  a  fait  une  applica- 
tion fort  ingénieuse  à  la  tenue  des  livres  en  partie  double. 

11  en  est  tout  autrement  d'une  idée  essentielle  dont  on  ne  peut 
assez  affirmer  l'importance  :  cette  idée,  qui  embrasse  et  pénètre 
toute  l'Analyse  et  toute  la  Géométrie  modernes,  est  l'idée  de  quan- 
tité  imaginaire  en  Analyse  et  d'espace  imaginaire  (lieu  de  points 
et  de  ligures  imaginaires)  en  Géométrie  :  l'imaginaire  comprend 
ici  le  réel.  Cette  notion  n'a  été,  que  je  sache,  l'objet  d'aucune 
étude  ou  discussion  philosophique.  En  ce  qui  concerne  les  méta- 
physiciens d'autrefois,  il  me  suffira  de  dire  qu'ils  ne  la  soupçon- 
naient pas  et  n'étaient  pas  tenus  de  la  soupçonner.  Mais  aujour- 
d'hui qu'on  voit  quel  rôle  capital  cette  idée  joue  dans  la  Science, 
il  ne  faut  pas  venir  nous  dire  qu'elle  n'intéresse  que  les  Mathéma- 
tiques et  qu'elle  rentre  dans  la  catégorie  de  ces  chimères  qui  ne 
sont  pas  un  objet  de  science;  je  trouve  qu'une  pareille  ignorance 
n'est  pas  permise,  et  qu'on  devrait  au  moins  donner  les  raisons  de 
ce  parti  pris. 

En  bonne  logique,  je  devrais  peut-être  parler  maintenant  de 
L'idée  qui  nous  occupe;  mais  il  convient  de  dire  d'abord  un  mot 
de  certaines  conceptions  à  côté  de  la  Géométrie,  savoir  l'espace  à 
plusieurs  dimensions,  l'espace  non  euclidien  à  deux  et  à  trois 
dimensions  et  enfin  la  notion  généralisée  de  distance.  Ce  sont  ces 
idées  qui  amenèrent  Ricmann  à  tenir  pour  empirique  notre  con- 
ception  de  l'espace  ou,  pour  mieux  dire,  à  penser  que  l'expérience 
seule  nous  révèle  L'identité  de  notre  espace  avec  l'espace  euclidien. 

On   siiii   que  le  onzième  axiome  d'Euclide,  même  sous  la  forme 


MÉLANGES.  > 

que  lui  a  donnée  Playfair,  a  été  considéré  comme  ayanl  besoin  d<* 
démonstration,  et  qu'on  doit  à  Lobatchefsky  une  théorie  parfai- 
tement coordonnée,  où  l'auteur  suppose  que  cet  axiome  n  esl  pas 
vrai;  c'esl  un  système  non  euclidien  de  Géométrie  du  plan.  Il 
existe  un  système  non  euclidien  correspondant  <!<•  Géométrie  de 
L'espace.  A  mon  avis,  le  onzième  axiome  d'Euclide,  sous  la  forme 
<[ue  lui  a  donnée  Playfair,  n'a  pas  besoin  de  démonstration  :  il  est 
impliqué  dans  notre  conception  de  L'espace,  de  ce!  espace  réel 
sur  lequel  porte  notre  expérience,  dont  nous  prenons  connaissance 
par  l'expérience,  mais  dont  L'idée  est  à  la  hase  de  toute  expérience 
externe.  On  peut  exprimer  la  pensée  de  Eliemann  en  disant  que 
nous  avons  dans  l'esprit  l'idée  d'un  espace  plus  général  que  L'espace 
réel,  c'est-à-dire  l'idée  d'un  espace  non  euclidien;  et  l'expérience 
nous  apprend  que  l'espace  réel  diffère  à  peine  de  l'espace  eucli- 
dien, si  même  il  ne  lui  est  pas  identique. 

Mais  supposez  que  l'espace  réel  ne  soit  qu'approximativemenl 
euclidien  :  qu'en  résultera-t-il  ?  11  en  résultera,  non  pas  que  les 
propositions  de  la  Géométrie  sont  vraies  approximativement,  mais 
qu'elles  restent  vraies  absolument  par  rapport  à  cet  espace  eucli- 
dien que  nous  regardions  comme  identique  à  l'espace  réel. 

Il  est  intéressant  de  poursuivre  deux  ordres  de  considérations, 
qui,  sans  rien  changer  à  notre  idée  d'espace,  nous  conduiront  par 
deux  voies  différentes  à  un  système  de  Géométrie  non  euclidienne 
à  deux  dimensions  :  par  là  nous  jetterons,  je  l'espère,  quelque 
clarté  sur  notre  objet. 

Supposons  d'abord  que  la  Terre  soit  une  sphère  parfaite.  Nous 
appellerons/?/*?/*  la  surface  de  la  Terre,  droite  la  ligne  en  apparence 
droite,  mais  en  réalité  formée  par  un  arc  de  grand  cercle,  qu'on 
peut  tracer  sur  la  surface;  les  premières  données  de  l'expérience 
seraient  d'accord  avec  la  Géométrie  euclidienne  :  deux  droites  qui 
se  coupent,  prolongées  seulement  pendant  quelques  milles,  sem- 
bleraient aller  en  divergeant;  il  y  aurait  des  lignes  parallèles  en 
apparence  qui  n'accuseraient  aucune  tendance  à  se  rapprocher 
l'une  de  l'autre;  et  les  hommes  pourraient  très  bien  repu  ter  éta- 
bli par  l'expérience  cet  axiome  que  deux  droites  ne  peuvent 
enclore  un  espace,  ainsi  que  l'axiome  des  lignes  parallèles.  L  ne 
expérience  plus  étendue  et  des  mesures  plus  précises  leur  appren- 
draient (pie    l'un  de   ces  axiomes   esl  faux,    et   que   deux    droites 
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quelconques,  suffisamment  prolongées  dans  les  deux  sens,  uni 
deux  points  d'intersection;  ils  s'élèveraient  ainsi  à  une  Géométrie 
sphérique,  qui  représenterait  exactement  les  propriétés  de  l'espace 
à  deux  dimensions,  soumis  à  leur  expérience.  Mais  la  Géométrie 
euclidienne,  qu'ils  pratiquaient  à  l'origine,  n'en  serait  pas  moins 
vraie;  seulement  elle  s'appliquerait  à  un  espace  idéal,  différent  de 
l'espace  soumis  à  leur  expérience. 

Considérons  en  second  lieu  un  plan  ordinaire,  indéfiniment  pro- 
longé dans  tous  les  sens,  et  modifions  seulement  la  notion  de  dis- 
tance. Nous  mesurerons  les  distances  au  moyen  du  yard  ou  du 
pied  ou  de  toute  autre  unité  assez  petite  pour  que  les  fractions  en 
soient  négligeables  (en  langage  mathématique,  une  unité  infini- 
ment petite).  Imaginons  alors  que  la  règle  employée  varie  con- 
stamment de  longueur,  comme  elle  pourrait  le  faire  sous  l'in- 
fluence d'une  température  variable,  mais  de  telle  façon  que  sa 
longueur  actuelle  dépende  uniquement  de  sa  position  et  de  sa 
direction  dans  le  plan  :  j'entends  par  là  que  si,  pour  une  position 
et  une  direction  données,  la  règle  a  une  certaine  longueur,  elle 
reprendra  la  même  longueur  chaque  lois  qu'elle  reprendra  la  même 
position  et  la  même  direction.  Le  segment  de  droite  ou  l'arc  de 
courbe  compris  entre  deux  points  pourrait  se  mesurer  de  la  ma- 
nière habituelle  au  moyen  de  cette  règle  :  il  aurait  une  longueur 
parfaitement  déterminée;  la  mesure,  recommencée  autant  de  fois 
qu'on  le  voudrait,  donnerait  toujours  le  même  résultat  ;  mais  la  dis- 
tance ainsi  obtenue  ne  serait  plus  du  tout  ce  que  nous  appelons  une 
distance.  Autre  exemple  :  supposons  qu'un  mobile  parte  d'un  point 
donné,  dans  une  direction  donnée  :  si  sa  vitesse  dépend  unique- 
ment de  la  configuration  du  terrain,  et  si  la  distance  de  deux  points, 
estimée  suivant  une  trajectoire  donnée,  se  mesure  parla  durée  du 
parcours,  cette  distance  aura  une  valeur  bien  déterminée,  niais  ce 
ne  sera  plus  ce  que  nous  appelons  une  distance.  A  cette  nouvelle 
conception  de  la  dislance  correspondra  un  nouveau  système  géomé- 
trique, une  Géométrie  non  euclidienne  à  deux  dimensions  :  tous 
les  théorèmes  impliquant  la  notion  de  distance  devront  être 
modifiés. 

Nous  pouvons  aller  plus  loin  :  à  mesure  que  la  règle  s'éloigne  de 
l'origine  fixe  choisie  dans  le  plan,  supposons  qu'elle  devienne  de 
plus  en  plus  courte;  si  le  raccourcissement  s'opère  suffisamment 
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vite,  il  peut  arriver  qu'une  distance,  lime  au  sens  ordinaire  «lu 
mot,  devienne  infinie.  On  aura  beau  ajoutera  elle-même  la  règle 
toujours  plus  courte,  on  ne  viendra  jamais  à  bout  de  la  dislance 
en  question.  Autour  de  l'origine  s'étendra  une  zone  linie  dont  le 
contour  sera  (dans  la  nouvelle  acception  du  mot  distance)  à  une 
distance  infinie  de  l'origine  :  nous  ne  pourrons  jamais  atteindre 
avec  notre  règle  les  points  situés  en  dehors  de  cette  zone;  leur 
ensemble  constitue  une  terra  incognito,  ou  mieux  une  terre  impos- 
sible à  connaître,  au  point  de  vue  mathématique  un  espace  imagi- 
naire ou  impossible;  et  l'analogue  de  l'espace  plan  sera  celui  de 
la  zone  considérée  :  il  sera  fini  au  lieu  d'être  infini. 

En  particularisant  la  loi  de  raccourcissement,  nous  retrouvons 
la  Géométrie  non  euclidienne  de  Lobatchefsky.  Mais  ce  mode 
de  génération  du  système  ne  met  pas  en  évidence  ses  rapports  avec 
la  Géométrie  sphérique  :  la  Géométrie  sphérique,  celle  d'Euclide 
et  celle  de  Lobatchefsky  doivent  être  considérées  comme  les  trois 
Chapitres  d'une  même  doctrine,  savoir  la  théorie  d'un  espace 
de  courbure  constante,  positive,  nulle  ou  négative;  en  d'autres 
termes,  ce  sont  les  géométries  planes  correspondant  à  trois  con- 
ceptions différentes  de  la  distance;  d'où  les  trois  géométries  ellip- 
tique, parabolique  et  hyperbolique  de  Klein. 

Passons  maintenant  à  la  Géométrie  de  l'espace;  nous  pouvons, 
par  une  modification  de  l'idée  de  distance,  analogue  à  celle  qui  nous 
a  conduits  au  système  de  Lobatchefsky,  passer  de  notre  système 
actuel  à  un  système  non  euclidien.  L'autre  mode  de  génération 
d'un  système  non  euclidien  nous  obligerait  à  considérer  notre 
espace  comme  un  espace  plan  à  trois  dimensions,  situé  dans  un 
espace  à  quatre  dimensions,  et  qui  serait  à  ce  dernier  ce  que  le 
plan  est  à  l'espace  ordinaire  :  il  faudrait  alors  substituer  à  cet  espace 
plan  un  espace  courbe  à  trois  dimensions,  de  courbure  constante 
positive  ou  négative.  En  regardant  l'espace  réel  sur  lequel  porte 
notre  expérience  comme  pouvant  être  non  euclidien,  Riemann 
semble  avoir  eu  en  vue  plutôt  de  modifier  l'idée  de  distance  que 
de  traiter  cet  espace  comme  un  lieu  situé  dans  l'espace  à  quatre 
dimensions. 

Je  viens  de  prononcer  le  mot  d'espace  à  quatre  dimensions. 
Quelle  signification  donner  à  ce  mot?  Peut-il  même  en  avoir  une? 
On  peut  admettre  d'emblée  qu'il  nous  est  impossible  de  concevoir 
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une  quatrième  dimension  de  l'espace;  l'espace  que  nous  concevons 
et  l'espace  réel  sur  lequel  porte  notre  expérience  n'ont  l'un  et 
l'autre  que  trois  dimensions.  Mais  nous  pouvons,  ce  me  semble, 
concevoir  un  espace  qui  n'ait  que  deux  dimensions  ou  même  n'en 
ait  qu'une.  Imaginons  des  êtres  raisonnables,  vivant  dans  un  espace 
à  une  dimension  (une  ligne)  ou  dans  un  espace  à  deux  dimensions 
(une  surface),  et  ayant  de  l'espace  une  idée  appropriée  à  leur  mode 
d'existence  :  pour  eux  l'espace  à  deux  ou  à  trois  dimensions  serait 
aussi  inconcevable  que  l'est  pour  nous  un  espace  à  quatre  dimen- 
sions. Et  ici  se  présente  une  question  bien  curieuse  au  point  de 
vue  théorique.  Admettons  que  l'espace  à  une  dimension  soit  une 
ligne  droite,  qui  se  transforme  ensuite  en  ligne  courbe  :  y  aurait-il 
pour  les  habitants  de  cet  espace  un  indice  quelconque  du  change- 
ment survenu?  ou,  si  la  ligne  était  primitivement  courbe,  existe- 
rait-il quelque  phénomène  propre  à  leur  suggérer  l'idée  de  cette 
courbure?  Il  est  probable  que  non,  car  c'est  à  peine  s'il  existe  une 
géométrie  à  une  dimension.  Mais  supposons  qu'il  s'agisse  d'un 
espace  à  deux  dimensions,  que  cet  espace  soit  primitivement 
un  plan,  et  que  ce  plan  soit  ensuite  transformé  en  une  surface 
courbe,  ou  bien  que  l'espace  en  question  soit  primitivement  une 
surface  courbe.  Dans  le  premier  cas,  le  changement  opéré  serait 
perceptible  aux  habitants,  parce  que  la  géométrie  applicable  à  leur 
espace  primitif  (notre  Géométrie  euclidienne)  cesserait  de  s'appli- 
quer; mais  ce  changement  ne  serait  pas  conçu  par  eux  comme  une 
déformation  du  plan,  car  cette  conception  impliquerait  l'idée  d'un 
espace  à  trois  dimensions.  Dans  le  second  cas,  leur  géométrie  dé- 
riverait des  propriétés  de  la  surface  courbe  qui  constituerait  leur 
espace;  ce  serait  leur  Géométrie  euclidienne.  Mais  arriveraient-ils 
jamais  à  notre  système  plus  simple?  Revenons  au  cas  où  l'espace  à 
deux  dimensions  est  un  plan,  et  imaginons  que  les  êtres  qui  vivent 
dans  cet  espace  soient  familiers  avec  notre  Géométrie  euclidienne 
du  plan  :  quand  même  ils  ne  pourraient  concevoir  une  troisième 
dimension,  rien  ne  les  empêcherait,  s'ils  étaient  conduits  à  celte 
notion  nouvelle  par  leur  géométrie  ou  par  une  autre  voie  quel- 
conque, de  créer  une  science  analogue  à  notre  géométrie  de  l'es- 
pace. 

Il  est  clair  que  toutes  ces  questions  se  posent  à  nous,  à  propos 
de  L'espace  à  trois  dimensions  tel  que  nous  le  concevons  et  tel  que 
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l'expérience  nous  le  fait  connaître.  Et  j'ai  à  peine  besoin  de  dire 
cj ut;  toute  la  difficulté  réside  dans  le  premier  pas  à  franchir,  et  que, 
si  Ton  admet  quatre  dimensions,  on  peut  <mi  supposer  autant  qu'on 
voudra.  Mais,  quelle  que  soit  la  réponse  à  ces  questions,  une  bran- 
che spéciale  des  Mathématiques  existe, qui  est  virtuellement, sinon 
réalisée  en  fait,  une  Géométrie  analytique  à  n  dimensions.  J'aurai 
à  revenir  là-dessus. 

Arrivons  maintenant  à  la  notion  fondamentale  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  celle  de  quantité  imaginaire  en  Algèbre  et  d'espace  ima- 
ginaire en  Géométrie.  Je  la  rattacherai  à  deux  grandes  découvertes 
mathématiques,  faites  dans  la  première  moitié  du  xvii'"  siècle  : 
d'une  part,  la  représentation,  due  à  Harriot  (i56o-i62i),  d'une 
équation  de  la  forme  f{x)  =  o,  et  conséquemment  la  notion  des 
racines  d'une  équation  algébrique  déduite  de  la  décomposition  de 
f{x)  en  facteurs  linéaires  (Y Algèbre  d'Harriot,  publiée  après  sa 
mort,  date  de  i (33 1  );  d'autre  part,  la  méthode  des  coordonnées,  due 
à  Descartes  et  exposée  dans  sa  Géométrie  sous  forme  de  supplé- 
ment au  Discours  de  la  Méthode  (Leyde,   1 6*3-  ). 

Il  résulte  immédiatement  de  la  forme  donnée  par  Harriot  à  toute 
équation  algébrique  qu'une  équation  d'ordre  n  à  coeflicients  réels 
doit  avoir  n  racines.  Mais  ces  n  racines  ne  sont  pas  nécessairement 
réelles.  En  particulier,  une  équation  du  second  degré  peut  n'avoir 
aucune  racine  réelle;  mais,  si  l'on  convient  que  l'équation 
X2  -+-  i  =  o  admet  la  racine  i,  elle  admet  aussi  la  racine  —  i,  et  l'on 
reconnaît  aisément  que  toute  équation  du  second  degré  à  coefli- 
cients réels  admet  deux  racines  de  la  forme  a  zb  bi,  a  et  b  étant  des 
quantités  réelles.  Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  conception  d'une 
quantité  imaginaire  de  la  forme  a  -+-  bi,  a  et  b  étant  des  quantités 
réelles,  qui  peuvent  prendre  toutes  les  valeurs,  positives  et  néga- 
tives, sans  exclure  zéro.  Dans  le  cas  général  où  les  coefficients  sont 
eux-mêmes  imaginaires,  on  a  ce  théorème  :  i  ne  équation  d'ordre  n 
a  toujours  n  racines;  ce  sont  alors  des  imaginaires,  et  l'on  voit 
cpie  la  forme  a  -+-  bi  est  la  seule  sous  laquelle  se  présentent  les 
quantités  imaginaires.  Si  l'on  ajoute,  si  Ton  multiplie  ou  si  Ton 
combine  d'une  manière  quelconque  des  quantités  imaginaires  de 
cette  forme,  on  obtient  comme  résultat  une  imaginaire  de  la  même 
forme.  Ce  sont  là  les  quantités  que  Ton  considère  en  Analyse,  cl 
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l'Analyse  est  précisément  la  science  de  ces  quantités.  Remarquons 
que  le  caractère  principal  d'une  imaginaire  a  -{- bi  réside  dans  la 
réalité  des  deux  coefficients  a  et  b  (le  symbole  se  réduit,  quand  b 
est  nul,  à  sa  partie  réelle  a,  et,  quand  a  est  nul,  à  sa  partie  pure- 
ment imaginaire  bi).  L'idée  maîtresse  de  l'Analyse  est  de  substi- 
tuer aux  quantités  réelles  ces  quantités  imaginaires  ou  complexes 
de  la  forme  a  -f-  bi. 

Dans  la  géométrie  cartésienne,  une  ligne  est  représentée  par  une 
équation  entre  les  coordonnées  (x,  y)  d'un  quelconque  de  ses 
points.  Pour  la  ligne  droite,  cette  équation  est  du  premier  degré; 
le  cercle  et  plus  généralement  les  coniques  ont  des  équations  du 
second  degré  ;  en  général,  lorsque  l'équation  est  d'ordre  n,  la  courbe 
qu'elle  représente  est  dite  d'ordre  n.  Etant  données  deux  courbes, 
les  équations  qui  leur  correspondent  sont  vérifiées  par  les  coor- 
données (x,  y)  de  leurs  points  d'intersection;  on  en  déduit  une 
équation  d'un  certain  ordre  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des  coor- 
données d'un  point  d'intersection.  Dans  le  cas  d'une  droite  ou 
d'un  cercle,  cette  équation  est  du  second  ordre;  elle  a  deux  racines 
réelles  ou  imaginaires,  à  chacune  desquelles  correspond  une  seule 
valeur  de  l'autre  coordonnée  :  il  y  a  par  suite  deux  points  d'inter- 
section, c'est-à-dire  qu'une  droite  et  un  cercle  se  coupent  toujours 
en  deux  points,  réels  ou  imaginaires.  C'est  ainsi  que  nous  sommes 
conduits  par  l'Analyse  à  la  notion  géométrique  de  points  ima- 
ginaires. Notre  conclusion,  relative  à  l'existence  de  deux  points 
d'intersection,  ne  peut  être  contredite  par  l'expérience  ;  vous  n'avez 
qu'à  prendre  une  feuille  de  papier,  à  y  tracer  une  droite  et  un 
cercle,  et  à  faire  l'essai.  Mais  vous  pourriez  objecter  ou  du  moins 
être  fortement  tentés  d'objecter  que  cette  conclusion  n'a  pas  de 
sens.  Alors  se  pose  cette  question  :  qu'est-ce  qu'un  point  imagi- 
naire? et  cette  autre  question  :  comment  peut-on  arriver  à  cette 
notion  par  la  Géométrie? 

Il  existe  en  Perspective  une  construction  bien  connue,  pour  faire 
passer  une  droite  par  l'intersection  de  deux  autres  qui  ne  se  cou- 
pent pas  dans  les  limites  de  l'épure.  On  peut  vérifier  que  la  troi- 
sième droite  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières  ; 
on  n'a  qu'à  les  prolonger  toutes  trois  suffisamment;  si,  au  lieu  de 
deux  droites,  on  donne  deux  arcs  de  cercle  qui  ne  se  coupent  pas, 
on  sail  construire  la  corde  commune  aux  deux  cercles  dont  ces  arcs 
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font  partie,  si  ers  deux  cercles  se  coupent  ;  dans  ce  cas,  en  achevant 
les  cercles,  on  vérifiera  <j m*  la  droite  tracée  passe  par  leurs  points 
d'intersection:  si  les  cercles  ne  se  coupent  pas,  on  verra  qu'elle  ne 
les  coupe  ni  l'un  ni  l'autre.  Mais  la  construction  géométrique  étant 
la  même  dans  les  deux  cas,  nous  (lirons  (pie  dans  le  second  la  droite 
passe  encore  par  les  deux  points  d'intersection  des  cercles  considérés. 

On  peut  donc  répondre  à  l'objection  que  cette  conclusion  esl 
parfaitement  naturelle,  pourvu  qu'on  admette  l'existence  de  points 
imaginaires,  tandis  que,  si  Ton  ne  veut  pas  l'admettre,  il  est  absurde 
de  dire,  quand  les  cercles  ne  se  coupent  pas,  que  la  droite  pas 
par  leurs  points  d'intersection.  La  difficulté  n'est  pas  levée  par  la 
méthode  analytique,  qui  ne  fait  que  la  déplacer  en  provoquant  cette 
question  :  existe-t-il  dans  un  plan  un  point  dont  les  coordonnées 
ont  des  valeurs  imaginaires?  Quoi  qu'il  en  soit,  on  considère  en 
géométrie  analytique  des  points  imaginaires  qui  s'introduisent  dans 
la  théorie  par  voie  analytique  ou  par  voie  géométrique,  ainsi  que 
nous  l'avons  expliqué. 

Les  mêmes  considérations  s'étendent  à  la  géométrie  de  l'espace, 
et  nous  amènent  à  la  conception  d'un  espace  imaginaire,  lieu  de 
points  et  de  figures  imaginaires. 

J'ai  employé  le  mot  imaginaire  de  préférence  au  mot  complexe, 
et  je  répète  que,  dans  tout  ce  qui  précède,  l'imaginaire  comprend 
le  réel  comme  cas  particulier.  Mais,  cela  étant  dit  une  fois  pour 
toutes,  l'emploi  du  mot  imaginaire  devient  inutile  dans  un  grand 
nombre  de  cas;  il  pourrait  parfois  même  donner  lieu  à  des  malen- 
tendus. Quand  on  dit  par  exemple  qu'un  problème  a  n  solutions, 
on  entend  parler  de  solutions  imaginaires  dans  l'acception  géné- 
rale du  mot;  mais,  si  l'on  disait  que  le  problème  a  n  solutions  imagi- 
naires, le  mot  imaginaire  prendrait  un  sens  opposé  au  mot  réel. 
Je  donne  cette  explication,  parce  qu'elle  me  paraît  montrer  mieux 
que  toute  autre  quelle  place  tient  dans  la  Science  la  notion  d'ima- 
ginaire :  elle  est  impliquée  et  présupposée  (sauf  quand  on  spécifie 
précisément  le  contraire)  dans  toutes  les  conclusions  de  l'Analyse 
et  de  la  Géométrie  modernes.  C'est,  comme  je  l'ai  dit,  la  notion 
essentielle  qui  embrasse  et  pénètre  toutes  les  parties  de  l'édifice 
mathématique. 

Je  parlerai  plus  loin  de  l'extension  considérable  que  celte  notion 
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a  fait  prendre  à  Ja  Géométrie;  mais  je  veux  pour  le  moment  m'oc- 
cuper  de  ses  rapports  avec  la  théorie  des  fonctions.  Dans  le  prin- 
cipe, une  fonction  algébrique  ou  transcendante  \\/x,  sin.r,  log^r) 
élait  regardée  comme  entièrement  connue  lorsqu'on  en  connaissait 
la  valeur  pour  toutes  les  valeurs  réelles,  positives  ou  négatives  de 
la  variable.  Et,  lorsque  certaines  de  ces  valeurs  rendaient  la  fonction 
imaginaire,  on  se  bornait  à  dire  qu'à  ces  valeurs  de  la  variable  ne 
correspondait  aucune  valeur  réelle  de  la  fonction.  Mais  à  présent 
on  ne  s'en  tient  plus  là  :  une  fonction  n'est  réputée  connue  que  si 
l'on  connaît  sa  valeur  (généralement  imaginaire  et  de  la  forme 
X  -f-^'Y)  pour  toute  valeur  imaginaire  x  -f-  iy  de  la  variable. 

Cette  conception  nouvelle  conduit  naturellement  au  problème 
de  la  représentation  géométrique  d'une  variable  imaginaire.  On 
représente  la  variable  imaginaire  par  un  point  du  plan  dont  les  coor- 
données sont  x  et  r.  Cette  idée,  due  à  Gauss,  date  de  l'année  i  83  i 
environ.  Nous  figurons  ainsi  Ja  succession  des  valeurs  de  la  variable 
imaginaire  x  -h  iy  par  le  mouvement  du  point  représentatif  qui 
décrira  par  exemple  une  courbe  fermée.  De  même  la  valeur  X  -f-  i Y 
de  la  fonction  peut  être  représentée  par  un  point  (pris  pour  plus 
de  clarté  dans  un  autre  plan)  dont  les  coordonnées  sont  X  et  \. 

Nous  pouvons  envisager  deux  points  se  mouvant  chacun  dans  son 
plan,  de  façon  que  les  positions  successives  de  l'un  déterminent 
celles  de  l'autre  :  ces  deux  points  seront,  par  exemple,  la  pointe  et 
le  crayon  d'un  pantographe.  On  peut  faire  décrire  au  premier 
point  telle  figure  qu'on  voudra,  on  obtiendra  une  figure  correspon- 
dante décrite  par  le  second  :  si  le  pantographe  est  bon,  la  copie 
sera  semblable  au  modèle;  avec  un  mauvais  pantographe  on  aura 
une  copie  déformée;  mais  la  seconde  figure  sera  toujours  une  copie 
plus  ou  moins  réussie  de  la  première,  telle  qu'à  tout  point  de  l'une 
corresponde  un  point  de  l'autre. 

Il  existe  une  relation  remarquable  entre  les  deux  ligures  qui  re- 
présentent la  marche  de  la  variable  imaginaire  et  celle  de  la  fonc- 
tion. C'est  la  relation  propre  à  la  projection  orlhom orphique,  celle 
qui  existe  entre  une  portion  de  la  surface  de  Ja  terre  et  la  repré- 
sentation de  cette  surface  sur  une  carte  faite  à  l'aide  de  la  projec- 
tion stéréographique  ou  de  la  projection  de  Mercator  :  une  aire 
infiniment  petite,  prise  dans  une  figure,  esl  représentée  dans  L'autre 
figure  par  une  aire  infiniment  petite  semblable  à  la  première.  11 
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pourra  se  présenter  <lr  grandes  variations  d'échelle  entre  le^  di- 
verses  parties  de  la  figure,  mais  la  similitude  subsistera:  si  une 
aire  a  pour  contour  une  circonférence,  l'autre  aire  aura  aussi  pour 
contour  une  circonférence;  si  une  aire  esl  terminée  par  nu  tri- 
angle équilatéral,  il  en  sera  de  même  «le  L'autre. 

J'ai  supposé,  pour  simplifier,  qu'à  tout  point  d'une  des  figures 
correspondait  dans  l'autre  figure  un  poinl  et  un  seul.  Mais,  dans 
le  eas  général,  à  chaque  point  d'une  des  figures  correspondent  dans 
L'autre  un  certain  nombre  de  points.  Delà  de  nouvelles  relations 
très  compliquées  dont  je  dois  dire  un  mot.  Supposons  qu'à  chaque 
point  de  la  première  figure  correspondent  dans  la  seconde  deux 
points,  L'un  marqué  en  rouge,  si  l'on  veut,  l'autre  en  bleu.  La 
seeonde  figure  se  compose  de  deux  images  de  la  première,  une 
image  rouge  et  une  image  bleue,  tracées  toutes  les  deux  sur  la  même 
feuille.  La  difficulté  provient  de  ce  cpie  les  deux  images  ne  sont 
pas  indépendantes  l'une  de  l'autre.  Considérons,  parexemple,  dans 
la  première  figure  une  courbe  fermée  quelconque  —  disons  un 
ovale  pour  abréger —  :  cet  ovale  sera  représenté  dans  la  seconde 
figure  tantôt  par  un  ovale  ronge  et  un  ovale  bleu,  tantôt  par  un 
ovale  ayant  une  moitié  rouge  et  une  moitié  bleue.  Autrement  dit, 
si  l'on  considère  un  point  qui  se  meuve  d'une  manière  continue, 
mais  quelconque  dans  la  première  figure  pour  revenir  à  son  point 
de  départ,  et  qu'on  suive  le  mouvement  des  points  correspondants 
de  la  seconde  figure,  il  pourra  très  bien  arriver  qu'un  point  d'une 
certaine  couleur  cliange  brusquement  de  position  et  fasse  un  saut 
d'un  endroit  à  un  autre;  en  sorte  que,  si  l'on  veut  obtenir  dans  la 
seconde  figure  une  trajectoire  continue,  on  devra,  par  intervalles, 
quitter  le  point  rouge  pour  suivre  le  bleu  ou  le  bleu  pour  le  rouge. 
C'est  qu'alors  la  première  figure  présente  certains  points  critiques, 
appelés  points  de  ramification  (  Verzweigungspunkte)  et  qu'on  y 
trace  des  lignes  reliant  ces  points  critiques  :  la  nature  de  ces  points 
et  la  forme  de  ces  lignes  déterminent  la  distribution  et  la  succession 
des  contours  dans  la  seconde  figure.  Mais  je  ne  puis  m'engager  plus 
avant  dans  cette  tbéorie.  Je  n'ai  parlé  de  couleur  que  pour  simpli- 
fier le  langage.  J'ajoute  qu'en  ce  qui  concerne  les  deux  figures  j'ai 
suivi  MM.  Briot  et  Bouquet  plutôt  que  Kiemann,  qui  a  indiqué 
pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire  un  autre  mode  de 
représentation. 
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Nous  avons  parlé  (l'une  variable  x  -\-  0'  et  d'une  fonction  de 
celte  variable  v{x  -\-  iy)  =  X -+-  iY.  Mais  on  peut  aussi  bien  pré- 
senter cette  théorie  en  faisant  usage  d'une  courbe  plane.  En  effet, 
x  _|_  îy  et  X+  iY  sont  deux  variables  imaginaires  liées  par  une 
équation  :  soient  u  et  v  leurs  valeurs,  F  (m,  v)  =  o  l'équation  qui 
les  lie.  Si  l'on  regarde  u  et  v  comme  les  coordonnées  d'un  point 
du  plan,  ce  point  appartiendra  à  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion précédente.  Cette  courbe,  en  prenant  le  mot  dans  son 
sens  le  plus  étendu,  est  formée  par  la  série  entière  des  points 
réels  ou  imaginaires  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation 
Y (u} p)  =  o,  et  ces  points  sont  fournis  par  les  deux  ligures  cor- 
respondantes, que  nous  considérions  précédemment  dans  leurs 
deux  plans.  Mais,  au  sens  habituel,  une  courbe  est  la  suite  des 
points  réels  dont  les  coordonnées  u  et  v  vérifient  une  équation. 

En    Géométrie,  c'est  la  courbe    qui   nous  occupe  et  que  nous 
étudions,    qu'elle  soit    définie   par  son    équation    ou  qu'elle  soit 
donnée   de  quelque   autre  manière.   Mais   on  peut  aussi  se  servir 
d'une  courbe  pour  représenter  son  équation,  c'est  à-dire  pour  re- 
présenter la  relation  qui  existe  entre  deux  variables  x  ely  prises 
pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Tout  le  monde  sait 
qu'on  emploie  ainsi  des  courbes  dans  une  foule  de  cas,  pour  les  fluc- 
tuations du  baromètre,  pour  les  courses  nautiques  de  Cambridge, 
pour  les  fonds  publics.  Pareillement,  il  est  avantageux  dans  l'Ana- 
lyse, pour  représenter  les  relations  entre  trois  variables  quelcon- 
ques xfy,Z)  de  les  considérer  comme  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'espace.  Parla  même  raison,  il  est  au  moins  désirable  déconsi- 
dérer quatre  et  en  général  n  variables  comme  les  coordonnées  d'un 
point  dans  un  espace  à  n  dimensions.  En  partant  de  l'hypothèse  d'un 
tel  espace  et  de  points  déterminés  dans  cet  espace  par  leurs  coor- 
données, on  a  pu  établir  un  système  de  géométrie  à  n  dimensions, 
analogue   à   tous  les   points  de  vue  à  notre  .géométrie  à  deux  et  à 
trois  dimensions.  C'est  là  une  généralisation  considérable,  propre 
à  représenter  les  relations  entre  plusieurs  variables.  Voici  ce  que 
je  disais  dans  mon  Mémoire  Sur  la  géométrie  abstraite (1869)  : 
«   Cette    science    se  présente    sous    deux    aspects  :   comme    une 
extension    légitime  de    la  géométrie  ordinaire   à  deux  et   à  trois 
dimensions,  ei  comme  une  nécessité  manifeste  de  notre  Géométrie 


MÉLANGES.  (7 

et  de  l'Analyse  générale.  En  effet,  quand  on  a  affaire  à  des  quan- 
tités liées  entre  .elles  par  des  relations  quelconques  et  pouvant 

d'ailleurs  varier  ou  être  déterminées,  on  pend  souvent  plus  sensible 
la  nature  de  leur  liaison  en  regardant  ces  quantités,  s'il  n'y  on  a 
pas  plus  de  trois,  comme  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  ou 
de  l'espace;  s'il  y  a  plus  de  trois  variables,  la  complication  augmente 
et  rend  par  là-méme  plus  grande  la  nécessité  d'une  représentation 
analogue.  Mais  on  n'obtient  cette  représentation  qu'en  introdui- 
sant la  notion  d'un  espace  du  nombre  de  dimensions  voulu,  et 
en  instituant  une  géométrie  correspondante  La  Géométrie  plane 
a  déjà  fourni  un  exemple  de  cette  nécessité,  à  propos  du  nombre 
des  courbes  d'espèce  donnée  qui  satisfont  à  certaines  conditions; 
pour  mieux  saisir  ces  relations,  il  a  été  avantageux  de  considérer 
les  paramètres  dont  ces  courbes  dépendent  comme  les  coordonnées 
d'un  point  situé  dans  un  espace  à  plusieurs  dimensions.  » 

Il  faut  avoir  présent  à  l'esprit  que  l'espace,  quel  que  soit  le 
nombre  de  ses  dimensions,  doit  toujours  être  considéré  comme  un 
espace  imaginaire  ou  complexe,  tel  que  l'espace  à  deux  ou  à  trois 
dimensions  de  la  Géométrie  ordinaire  :  autrement,  les  avantages 
de  cette  représentation  seraient  complètement  perdus. 

J'ai  parlé  à  plusieurs  reprises  des  coordonnées  cartésiennes  :  on 
leur  substitue  fréquemment  en  Géométrie  plane  les  coordonnées 
trilinéaires  qui  peuvent  être  considérées  comme  absolument  indé- 
terminées quant  à  leur  valeur  même  :  ainsi,  en  les  appelant  x,yyz, 
ces  variables  ne  sont  pas  égales,  mais  proportionnelles  aux  dis- 
tances d'un  point  à  trois  droites  fixes,  et  le  point  sera  déterminé 
par  les  rapports  de  ses  coordonnées  {x,y,  z).  C'est  ainsi  que,  dans 
la  géométrie  à  une  seule  dimension,  on  peut  déterminer  un  point 
par  le  rapport  de  ses  deux  coordonnées  x  et  y,  ces  coordonnées 
étant  proportionnelles  aux  distances  du  point  considéré  à  deux 
points  fixes.  En  général,  dans  la  géométrie  à  n  dimensions,  un 
point  sera  déterminé  par  les  rapports  de  n  -h  i  coordonnées 
{x,y,z, ...).  Cela  revient,  au  point  de  vue  analytique,  à  remplacer 
les  variables  primitives  par  des  fractions  de  même  dénominateur: 
par  suite,  à  la  place  de  fonctions  rationnelles  et  entières,  mais  non 
homogènes,  des  n  variables  primitives,  s'introduisent  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  et  de  plus  homogènes  de  n  -f-  i  variables. 
C'est  ce  qu'on  appelle  des  formes    (quantics).  Ainsi   les  formes 
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binaires  correspondent  à  la  géométrie  à  une  dimension,  les  formes 
ternaires  à  la  géométrie  à  deux  dimensions,  et  ainsi  de  suite. 

Je  vais  faire  une  digression,  mais  je  tiens  à  vous  parler  de  la 
représentation  sur  un  plan  des  points  et  des  figures  de  l'espace. 
En  Perspective,  on  représente  un  point  de  l'espace  par  la  trace 
sur  le  plan  du  tableau  (supposé  transparent)  de  la  droite  qui  joint 
ce  point  à  l'œil.  En  répétant  cette  construction  pour  chaque  point 
d'un  objet,  on  représente  cet  objet  par  une  sorte  de  dessin.  Mais 
une  telle  représentation  est  imparfaite,  car  elle  ne  détermine  pas 
l'objet.  On  ne  peut  pas  sur  un  seul  dessin  apprécier  la  forme  d'un 
objet  :  en  effet,  le  point  qui  correspond  dans  l'objet  à  un  point  du 
tableau  n'est  pas  déterminé;  il  est  n'importe  où  sur  la  droite  qui 
joint  l'œil  au  point  du  tableau.  Pour  déterminer  les  objets,  il  faut 
deux  perspectives,  par  exemple  un  plan  et  une  élévation,  dont 
l'ensemble  forme  une  épure  dans  le  système  de  Géométrie 
descriptive  de  Monge.  Mais  il  est  théoriquement  plus  simple  d'em- 
ployer deux  perspectives  faites  sur  le  même  plan,  en  plaçant  l'œil 
en  deux  points  de  vue  différents.  Alors  un  point  de  l'espace  est 
représenté  sur  le  plan  de  projection  par  l'ensemble  de  deux  points  : 
ces  points  sont  tels  que  la  droite  qui  les  joint  passe  par  un  point 
fixe  du  plan  (la  trace  sur  le  plan  de  projection  de  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  de  vue).  Dans  ce  système,  une  figure  de  l'es- 
pace est  représentée  dans  le  plan  par  deux  figures,  telles  que  leurs 
points  correspondants  sont  tous  en  ligne  droite  avec  le  point  fixe. 
Réciproquement,  deux  figures  de  cette  espèce  remplacent  com- 
plètement la  figure  de  l'espace  :  elles  permettent  d'effectuer  dans 
le  plan  toutes  les  constructions  à  faire  dans  les  figures  de  l'espace, 
et  servent  à  démontrer  les  propriétés  de  ces  figures.  Ces  prin- 
cipes ont  reçu  récemment  une  extension  curieuse.  Le  géomètre 
italien  Véronèse  a  considéré  deux  figures  de  l'espace,  telles  que 
leurs  points  correspondants  soient  en  ligne  droite  avec  un  point 
fixe,  comme  représentant  une  figure  dans  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions, et    en    a  fait  usage    pour   démontrer  les  propriétés  de  ces 
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II.  RESAL,  .Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytechnique  m  i  l'École 
supérieure  des   Mines.—   Physique   mathématique:   Électrodtnamiqui 
Capillarité,  Cuali<:lr,  Électricité,  Magnétisme,  Élasticité. 


Faire  une  exposition  analytique  simple  de  la  pin-  grande  partie 
de  nos  connaissances  actuelles  en  Physique  mathématique,  tel  es! 
le  but  que  s'est  proposé  l'auteur  en  publiant  cet  Ouvrage. 

Il  ne  s'est  occupé  ni  de  la  Thermodynamique  qui  est  entrée 
dans  le  domaine  de  l'enseignement,  ni  de  la  théorie  de  la  lumière 
qui,  par  l'extension  qu'elle  a  prise,  a  formé  un  chapitre  à  part  de 
la  Physique  mathématique. 

Il  n'a  pas  cru  devoir  non  plus  s'occuper  de  l'électricité  consi- 
dérée comme  source  de  production  de  travail  moteur,  question  i 
l'ordre  du  jour,  mais  sur  laquelle  on  n'a  pas  encore  de  documents 
suffisamment  précis. 

L'auteur  débute  par  une  théorie  de  l'Electrodynamique  à  laquelle 
il  était  arrivé  en  1849,  lorsqu'il  était  encore  sur  les  bancs  de  l'École 
Polytechnique,  simplification  importante  des  travaux  d'Ampère 
admise  en  partie  en  1800  par  Bravais  dans  ses  Leçons  de  Physique 
à  l'Ecole  précitée.  Nous  croyons  savoir  que  la  théorie  de  M.  Resal 
a  été  introduite  dans  l'enseignement  de  l'Ecole  d'application  de- 
lignes  télégraphiques. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  de  la  théorie  de  la  capillarité  et  donne, 
en  débutant,  des  démonstrations  simples  et  précises  des  formules 
fondamentales  de  cette  théorie.  Il  étudie  ensuite  tous  les  cas  prévu- 
parles  physiciens;  mais,  par  un  choix  convenable  de  variables,  il 
arrive  adonner  à  ses  intégrales  une  forme  relativement  simple.  En 
faisant  l'application  d'une  méthode  qui  lui  est  propre,  il  donne  les 
solutions  approchées  de  diverses  questions  qui  se  rapportent  aux 
cas  où  la  forme  de  la  surface  capillaire  diffère  peu  d'un  cylindre 
circulaire  (lames  verticales  parallèles  très  rapprochées),  dune  sphère 
(tubes  d'un  très  petit  diamètre,  goutte  très  petite  ne  mouillant  pas 
le  plan  horizontal  qui  la  supporte), d'un  tore  (expériences  de  Pla- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  1.  \  1 1 .  (Février  1884.)  i 
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teau).  Il  termine  par  une  Note  sur  le  mouvement  et  la  déformation 
d'une  bulle  liquide  qui  s'élève  dans  une  masse  liquide  d'une  den- 
sité plus  grande,  problème  dont  Maupertuis  s'était  occupé,  mais  en 
supposant  que  la  bulle  reste  sphérique,  ce  qui  est  inexact. 

Dans  son  troisième  article,  l'Auteur  reprend  la  théorie  analytique 
de  la  chaleur  de  Fourier,  dont  il  simplifie  les  solutions.  On  remar- 
quera notamment  dans  cet  article  une  démonstration  directe  de 
l'expression  du  flux  de  chaleur,  un  théorème  nouveau  sur  les  pro- 
priétés du  flux  de  chaleur,  relatif  à  un  élément  plan  que  l'on  fait 
tourner  autour  d'un  même  point. 

L'article  ci-dessus  est  suivi  de  développements  sur  quelques 
ejuestions  qui  se  rattachent  à  la  théorie  de  la  chaleur,  séries  de 
questions  se  rapportant  à  la  haute  analyse,  et  dont  la  discussion 
serait  trop  longue  pour  trouver  place  ici.  Nous  nous  bornerons,  en 
ce  qui  concerne  ce  sujet,  à  renvoyer  le  lecteur  à  l'extrait  de  la 
Table  des  matières  reproduite  ci-après,  en  attirant  notamment 
son  attention  sur  le  problème  relatif  à  la  chaleur  centrale  du 
globe. 

Dans  sa  théorie  de  l'Electrostatique,  l'auteur  donne  plusieurs 
nouvelles  démonstrations  de  théorèmes  connus  et,  de  plus,  l'expres- 
sion du  niveau  potentiel  de  l'ellipsoïde. 

Nous  attirerons  principalement  l'attention  du  lecteur,  en  ce  qui 
concerne  la  Théorie  des  courants  électriques,  sur  une  démon- 
stration complète  et  relativement  simple  de  la  formule  de  Weber. 

Le  magnétisme  statique,  à  quelques  additions  près,  n'est  autre 
chose  qu'une  simplification  de  la  théorie  de  Poisson. 

Nous  nous  bornerons  à  mentionner  le  Chapitre  relatif  aux  mou- 
vements des  aimants  et  des  courants  déterminés  /;<-//•  leurs  ac- 
tions mutuelles. 

Dans  sa  théorie  de  l'Elasticité,  l'auteur  ne  considère  que  le  cas 
de  l'isotropie.  Les  questions  les  plus  intéressantes  qui  ont  été  trai- 
tées sont  les  suivantes  : 

La  communication  du  mouvement  vibratoire  dans  un  milieu 
i  n  dé /in  i  en  tous  sens. 

l.a  torsion  d'un  cylindre  elliptiqueet  d'unprisme  rectangle. 
La  flexion  des  prismes. 
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Les  vibrations  longitudinales  et  transversales  des  prismes  et 

cylindres. 

L'équilibre  d'élasticité  d'une  membrane  tourbe  ou  plane, 
les  vibrations  d'une  membrane  plane  rectangulaire  et  carrée. 

Le  problème  d1  une  virole  serrée  à  chaud  sur  une  nuire  ci  rôle 
ou  sur  un  cylindre. 

Enfin  les  vibrations  radiales  dune  enveloppe  sphèrique. 

On  voit,  par  cet  exposé  sommaire,  que  l'Auteur  a  traité  La  presque 
totalité  des  questions  de  Physique  mathématique  soulevées  jus- 
qu'à nos  jours,  en  y  joignant  un  certain  nombre  d'autres  qui  ont 
essentiellement  un  caractère  de  nouveauté,  et  qui  assurent  à  son 
Ouvrage  le  plus  haut  degré  d'intérêt. 

EXTRAIT  DE  LA  TABLE  DES  MATIÈRES. 
Électrodynamique. 
Exposé  simple  des  formules  d'Ampère. 

Capillarité. 

§  I.  Formules  fondamentales.  —  §  II.  Phénomènes  capillaires  relatifs 
aux  liquides  pesants. —  §  III.  Des  liquides  uniquement  soumis  à  leurs  actions 
mutuelles.  —  Note  sur  le  mouvement  et  la  déformation  d'une  bulle  liquide 
qui   s'élève  dans  une  masse  liquide  d'une  densité  plus  grande. 

Chaleur. 

§  I.  Généralités.  (Expression  du  flux  de  chaleur.  —  Propriété  du  flux 
de  chaleur  en  un  même  point.  Equations  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
de  la  chaleur  en  coordonnées  rectilignes,  cylindriques  et  sphériques.  — 
Conditions  relatives  à  la  surface.) —  §  II.  Mouvement  de  la  chaleur  dans  un 
solide  dont  les  dimensions  transversales  sont  très  petites  et  dans  un  solide 
indéfini  dans  lequel  la  direction  du  mouvement  de  la  chaleur  est  constante. 
—  §  III.  Mouvement  de  la  chaleur  dans  une  sphère.  — §  IV.  Mouvement 
varié  delà  chaleur  dans  un  cylindre  circulaire  indéfini.  §  V.  Mouvement 
de  la  chaleur  dans  un  prisme  carré  indéfini  dans  un  sens.  —  §  VI.  Mouve- 
ment varié  de  la  chaleur  dans  un  cube.  —  §  VII.  Mouvement  varié  de  la 
chaleur  dans  un  solide  indéfini  en  tous  sens. 

Développements  sur  quelques  questions  qui  se  rattachent  à  la  Théorie 
analytique  de  la  chaleur. 

§  I.  Intégration  de  l'équation  de  Bessel.  (Expressions  de  l'intégrale  au 
moyen  des  séries  et  d'intégrales  définies).  §  11.  Expression  d'une  fonc- 
tion, entre  des  limites  données  de  la  variable,  en  série  trigonométrique.  — 
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Applications  diverses.  —  §  III.  Expression  d'une   fonction  arbitraire  au 
moyen  d'intégrales  définies.  Formule  de  Fourier.  —  Applications  diverses. 

S  IV.  Propriétés  des  fonctions  sphériques.  Formules  de  Green.  —  §  V.  Du 

mouvement  varié  de  la  chaleur  dans  une  sphère  dans  le  cas  le  plus  général. 
Application  à  la  chaleur  centrale  du  globe. 

Électrostatique. 

§  I.  Généralités.  (Hypothèses.  Propriétés  du  potentiel  et  de  la  fonction 
potentielle.) —  §11.  Equilibre  électrique  d'un  conducteur.  (Questions  di- 
verses. Distribution  de  l'électricité  sur  un  ellipsoïde.  Expression  du  niveau 
potentiel.) —  §  III.  Des  systèmes  de  conducteurs.  (  Questions  diverses.  Théo- 
rèmes de  Glausius  et  de  Riemann.)  —  §  IV.  Du  travail  des  forces  électri- 
ques. Décharges. 

Théorie  des  courants  électriques. 

§  I.  Courants  constants  (lois  de  Ohm  et  de  Joule).  —  §  II.  Courants 
thermo-électriques.  —  §  III.  Théorie  de  la  pile.  —  §  IV.  De  l'induction 
électrique.  (Différentes  formes  sous  lesquelles  on  peut  mettre  la  formule 
d'Ampère.)  Formules  de  Weber.  Potentiel  de  l'action  mutuelle  de  deux 
éléments  de  courant.  Potentiel  relatif  à  deux  courants  fermés  d'intensités 
constantes  agissant  l'une  sur  l'autre.  Force  électromotrice  d'un  courant 
induit  produit  dans  un  circuit  par  un  courant  extérieur. 

Du  magnétisme  statique. 

§  I.  Préliminaires.  —  §  II.  Equations  générales.  —  §  III.  Applications 
aux  corps  sphériques.  —  §  IV.  Application  des  formules  générales  à  l'el- 
lipsoïde. —  §  V.  Action  simultanée  de  plusieurs  sphères  aimantées  par 
l'inlluence  de  la  terre  sur  un  point  extérieur. 

Mouvement  des  aimants  et  des  courants  déterminés  par  leurs  actions 

mutuelles. 

Loi  de  Biot  et  de  Savart.  Principe  de  Laplace.  Applications. 

De  l'élasticité. 

§  I.  Généralités.  —  §  II.  De  l'équilibre  intérieur  d'un  corps,  quelle  que 
soit  sa  nature.  —  §  III.  Equations  générales  de  l'équilibre  intérieur  d'un 
corps  élastique  isotrope.  —  §  IV.  De  la  traction  et  de  la  compression  d'un 
prisme  ou  cylindre.  —  §  V.  De  la  torsion  des  prismes.  (Equations  géné- 
rales. Cylindre  elliptique.  Prisme  triangulaire.)  —  §  VI.  De  la  flexion  des 
prismes.  —  §  VII.  Des  vibrations  des  prismes  et  cylindres.  —  §  VIII.  Des 
membranes  élastiques  (équilibre,  vibrations).  —  §  IX.  Des  cylindres  cir- 
culaires. Équilibre.  Vibrations  tournantes.  —  §  X.  Des  sphères.  (Enve- 
loppes. Equilibre  d'une  croûte  planétaire.  Vibrations  radiales  d'une  enve- 
loppe.  >       Note.  Sur  l'équilibre  intérieur  d'un  demi-fluide. 
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J.  PETERSEN.  —  Lehrbuch  deb  Statu  festeb  Kôbpeb.  Deutsche  Ausgabe. 

i  vol.  in-8°,  i65  p.  Kopenhagen;  i*8;.. 

Le  petit  Traité  de  Statique  de  M.  Petcrsen,  qui  ne  pouvait 
être  connu  que  d'un  public  restreint,  va  sans  doute  se  répandre 
dans  les  écoles  allemandes,  grâce  à  l'édition  nouvelle  qu'en  donne 
M.  von  Fischer-Benzon.  Il  ne  se  recommande  pas  seulement  par 

sa  clarté,  sa  concision  et  sa  précision;  on  reconnaît  facilement,  à 
la  façon  dont  il  a  su  introduire  les  résultats  de  quelques-unes  de 
ses  recherches  personnelles,  que  l'auteur  est  un  géomètre  plein 
d'originalité,  qui  ne  se  préoccupe  pas  seulement  de  la  perfection 
de  l'enseignement.  Nous  citerons,  en  particulier,  le  Chapitre  \  I. 
où  l'auteur  a  su  condenser  dans  un  petit  nombre  de  pages  la 
théorie  de  l'équilibre  astatique  ;  le  Chapitre  XIII,  où  il  a  développe 
entièrement  la  théorie  du  diagramme,  c'est-à-dire  d'une  figure 
relative  à  un  système  de  barres  rigides  articulées  en  équilibre, 
composée  avec  les  polygones  de  forces  fermés  que  l'on  peut  con- 
struire, pour  chaque  point  d'articulation,  tant  au  moyen  des  forces 
extérieures  que  des  tensions,  et  cela  de  telle  façon  que  chaque 
force  extérieure  et  chaque  tension  n'entre  qu'une  seule  fois  dans 
la  ligure.  L'ordre  adopté,  sauf  l'introduction  des  deux  Chapitres 
signalés  et  d'un  autre  (Chap.  XII)  relatif  à  la  Statique  graphique, 
diffère  peu  de  celui  qui  est  généralement  suivi  dans  l'enseigne- 
ment français.  De  nombreux  exercices,  bien  choisis,  sont  placés 
à  la  fin  de  chaque  Chapitre.  Nous  croyons  témoigner  de  notre 
estime  pour  l'auteur  et  pour  son  Livre  en  signalant  deux  de  ces 
exercices  dont  la  rédaction  laisse  quelque  chose  à  désirer.  Au 
n°  125,  on  demande  de  calculer  l'attraction  d'un  plan  indéfini 
homogène;  si  l'on  calcule  l'attraction  dune  aire  plane  contenue  à 
l'intérieur  d'un  contour  C  sur  un  point,  et  si  l'on  suppose  que  ce 
contour  s'élargisse  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  on  trouve  ai- 
sément que  la  composante  de  l'attraction  normale  au  plan  tend 
vers  une  limite,  mais  qu'il  n'en  est  point  de  même  pour  les  com- 
posantes parallèles  au  plan }  au  n°  127,  on  demande  de  calculer 
l'attraction  d'un  cylindre  homogène  indéfini  directement  et  au 
moyen  du  potentiel.  L'attraction  est,  en  effet,  déterminée,  et  il 
existe   une  fonction  de  forces;    mais   le  potentiel   newtonieu  n'a 
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plus  de  sens.  Les  exercices,  par  leur  nature  même,  s'adressent  à 
des  lecteurs  inexpérimentés,  et  il  aurait  été  préférable  de  les  pré- 
venir de  difficultés  qui  sont  réelles  et  où  ils  peuvent  s'égarer. 

J.  T. 


MELANGES 


DISCOURS    PRONONCÉ    PAR    M.   CAYLEY    DEVANT    LES    MEMBRES 
DE    L'ASSOCIATION    BRITANNIQUE; 

Traduit  par  M.  RAFFY,  Docteur  es  sciences  ('). 

J'ai  signalé  en  commençant  le  lien  qui  rattache  les  Mathéma- 
tiques aux  notions  d'espace  et  de  temps,  mais  je  n'ai  encore  presque 
rien  dit  du  temps.  On  admet,  je  crois,  généralement  que  la  notion 
de  nombre  dérive  de  celle  de  temps.  Ainsi  Whewell,  dans  l'Ou- 
vrage déjà  cité,  dit  (p.  20)  que  le  nombre  est  une  modification  de 
l'idée  de  répétition,  qui  elle-même  se  rattache  à  l'idée  de  temps. 
Je  ne  puis  me  rallier  à  cet  avis  :  il  me  semble  que  nous  avons 
(indépendamment,  dirai-je,  des  idées  de  temps  et  d'espace  et  dans 
des  circonstances  où  le  temps  n'intervient  pas  plus  que  l'espace) 
la  notion  de  pluralité.  Représentons-nous  des  lettres  a,b,c,, . . . 
Si  elles  forment  une  suite  limitée,  par  exemple  la  suite  #,  b,c^d,ey 
nous  arrivons  à  l'idée  de  nombre.  Faisons  correspondre  ces  lettres 
une  à  une  avec  les  objets  d'une  autre  suite  ou,  si  l'on  veut,  avec 
les  mots  premier,  second,  etc.  ;  nous  trouvons  que  la  dernière 
lettre  répond  au  mot  cinquième  et  nous  disons  que  le  nombre  des 
lettres  est  égal  à  cinq.  Ainsi  la  notion  de  nombre  cardinal  semble 
dériver  de  celle  de  nombre  ordinal. 

Les  questions  de  combinaisons  et  d'arrangements  se  présentent 
d'elles-mêmes,  et  il  serait  possible,  avec  la  seule  notion  de  plura- 
lité, de  développer  une  science  mathématique;  mais  cette  science 
n'aurait,  comme  on  le  voit,  qu'une  extension  très  limitée,  et  il  est 
difficile  de  n'y  pas  introduire  la  notion  de  nombre  ;  en  effet,  en 
présence  d'une  suite  limitée  d'objets,  on  ne  peut  éviter  cette 
question  :  combien  y  en  a-t-il?  En  se  restreignant  ainsi,  on  a  encore 

(  '  )  Suilc,  voir  p.  .'Jo. 


MÉLANG1  5. 

un  sujet  d'une  certaine  étendue,  qui  comprend   la   partition   des 
nombres  et  que  Sylvester  appelle  tactique. 

De  la  notion  ainsi  acquise  de  nombre  entier  on  arrive  â  celle  de 
nombre  fractionnaire,  el  l'on  reconnaît  qu'elle  permel  d'exprimer 
le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce,  sinon  avec  une 
exactitude  absolue,  du  moins  avec  une  exactitude  aussi  grande 
(|uc  l'on  veut.  Soit,  par  exemple,  à  mesurer  une  longueur  :  elle  con- 
tient tant  de  pieds,  de  dixièmes  de  pied,  de  centièmes,  d<-  mil- 
lièmes, etc.  Employez  des  unités  aussi  petites  <|ii<-  vous  voudrez, 
il  n'est  pas  prouvé  que  vous  puissiez  exprimer  exactement  cette 
longueur;  il  existe  effectivement  des  grandeurs  incommensura- 
bles. J'aurai  à  vous  parler  du  rôle  qu'elles  jouent  dans  la  théorie 
des  nombres.  Pour  le  moment  je  me  borne  à  les  mentionner,  en 
tant  que  prouvant  l'impossibilité  où  nous  sommes  de  passer  de  la 
notion  de  nombre  à  une  notion  indispensable  à  l'Analyse,  celle 
dune  grandeur  abstraite  (réelle  et  positive)  susceptible  de  varia- 
tion continue.  On  surmonte  cette  difficulté  en  recourant  à  un 
postulat.  On  conçoit  une  grandeur  abstraite,  réelle  et  positive,  et 
l'on  imagine  qu'elle  varie  d'une  manière  continue  sans  s'occuper 
aucunement  de  la  représenter  dans  ses  différents  états,  soit  par  un 
nombre  fractionnaire,  soit  autrement. 

On  doit  à  Sir  W.-R.  Hamilton  un  travail  intéressant  intitulé  : 
Theory  of  conjugate  Funclions,  or  algebrical  Couples,  with  a 
preliminary  and  elementary  Essay  on  Algebra  as  the  Science 
of  pure  Time,  i833-35  (T/rins.  IL  I.  Acad.,  t.  XVII).  L'auteur  se 
propose,  comme  l'indique  son  titre,  de  prouver  que  l'Algèbre  n'est 
que  la  science  du  temps;  il  établit  dans  ses  remarques  générales 
préliminaires  les  conclusions  suivantes  :  premièrement,  la  notion 
du  temps  est  en  relation  avec  notre  Algèbre  usuelle  ;  deuxièmement, 
la  notion  du  temps  peut  à  elle  seule  donner  lieu  à  une  science 
indépendante;  troisièmement,  cette  science  pure  du  temps  a  le 
même  objet  que  l'Algèbre  et  lui  est  identique,  en  tant  que  l'Algèbre 
est  elle-même  une  science.  Pour  soutenir  sa  première  conclusion, 
il  fait  observer  que  «  dans  l'histoire  de  l'Algèbre  les  découvertes  les 
plus  importantes  ont  été  dues  soit  à  la  considération  exclusive  du 
temps,  soit  a  l'idée  de  continuité  qui  est  étroitement  liée  et  coïn- 
cide presque  avec  l'idée  de  temps.  C'est»,  dit-il,  (d'esprit  même  de 
T  Mgèbre  de  considérer  les  grandeurs  à  VèldXfluent,  comme  l'esprit 
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de  la  Géométrie  est  de  considérer  les  objets  à  l'état  fixé,  et  la 
révolution  que  Newton  opéra  dans  les  parties  les  plus  élevées  de 
l'Algèbre  pure  comme  de  l'Algèbre  appliquée,  il  la  fît  en  s'appuyant 
principalement  sur  l'idée  de  fluxion,  qui  implique  la  notion  du 
temps.  »  Hamiiton  prend  le  mot  Algèbre  dans  un  sens  très  large, 
mais  avec  toute  l'extension  qu'il  lui  donne  il  lui  fait  comprendre 
tout  ce  qui  ne  rentre  pas  dans  le  Calcul  différentiel.  Restreignant 
le  mot  à  ce  sens,  je  ne  puis  concéder  que  l'Algèbre  soit  en  relation 
avec  l'idée  de  temps.  J'accorde  que  la  notion  de  continuité  s'im- 
pose et  qu'elle  a  une  grande  importance,  mais  je  ne  puis  absolu- 
ment voir  en  elle  l'idée  mère  de  la  Science.  Et  je  partage  encore 
moins  les  vues  d'Hamilton,  quand  il  prétend  rattacher  à  la  notion 
du  temps  son  couple  algébrique  ou  symbole  imaginaire  a  -f-  bi. 

Je  vais  plus  loin  :  la  notion  de  continuité  est  une  notion  fon- 
damentale; elle  sert  de  base  à  tout  le  calcul  des  fluxions  (et  à 
presque  tout  le  Calcul  différentiel);  elle  intervient  directement  ou 
indirectement  dans  toute  la  science  mathématique;  néanmoins,  il 
me  semble  que  les  variations  qu'on  étudie  en  Mathématiques  sont 
pour  la  plupart  considérées  indépendamment  du  temps. 

Il  me  parait  que  nous  n'avons  pas  en  Mathématiques  besoin  de 
cette  notion  tant  que  nous  ne  l'invoquons  pas  formellement,  et  que 
même  dans  la  Cinéma  tique,  qui  est  la  science  du  mouvement,  elle  joue 
un  rôle  très  effacé  :  on  ne  considère  que  des  mouvements  fictifs, 
et,  si  le  système  est  regardé  comme  actuellement  en  mouvement, 
la  vitesse  du  mouvement  n'est  pas  spécifiée  et  n'intervient  pas.  Les 
lois  des  mouvements  relatifs  des  divers  points  du  système  ne  sont 
autre  chose  que  des  relations  entre  des  grandeurs  purement  géo- 
métriques, savoir  les  éléments  de  trajectoire  qui  sont  ou  pourraient 
être  parcourus  simultanément  par  ces  différents  points.  Mais,  que 
la  notion  de  temps  s'introduise  plus  ou  moins  tôt  dans  les  Mathé- 
matiques pures,  elle  se  présente  de  toute  façon  en  Mécanique, 
concurremment  avec  certaines  autres  notions  nouvelles. 

Si  l'on  divise  la  Mécanique  en  Statique  et  Dynamique,  on  ren- 
contre en  Dynamique  la  notion  de  temps  et  la  notion  de  vitesse 
qui  s'\  rattache;  en  Statique  et  en  Dynamique,  la  notion  de  force  et 
aussi  une  notion  qui  est  la  notion  de  matière  prise  dans  sa  plus 
grande  généralité  :  j'entends  par  là  les  conceptions  de  point 
matériel,  de  fil  cl  de  surlace  inextensibles,  de  solide  invariable 
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en  Mécanique  rationnelle,  de  fluide  parfait  et  incompressible 
Hydrostatique  et  en  Hydrodynamique,  d'éthei  dans  Le*  théoi  iei  on- 
dulatoires, et  en  général  de  tous  Les  autres  corpa  possibles  :  par 
exemple,    une  figure    remarquable  qui  in  terrien  t  dans   tous  les 
Traités  généraux  de  Mécanique  est  la  développable  ou  rai  glée 

ayant  ses  génératrices  absolument  rigides,  mais  pouvant  être  pliée 
suivant  chacune  de  ces  droites,  de  façon  que  L'élément  de  BW 
compris  entre  deux  génératrices  successives  tourne  tout  d'une 
pièce  autour  de  l'une  d'elles.  Enfin  il  y  a  encore  une  autre  notion 
qui  est  indispensable  à  la  Dynamique  :  c'est  celle  de  masse  OU 
d'inertie. 

Je  quitte  maintenant,  semble-t-il,  le  domaine  des  Mathématiques 
pour  passer  dans  celui  delà  Physique.  Mais  il  est  difficile  de  tracer 
une  ligne  de  démarcation  entre  ces  deux  domaines.  On  ne  peut 
pas  dire  que  certains  passages  considérables  des  Principes  <l  de 
la  Mécanique  céleste,  ainsi  que  la  Mécanique  analytique  tout 
entière,  n'appartiennent  pas  aux  Mathématiques  pures;  car  on  peut 
soutenir  qu'on  n'entre  dans  la  Physique  que  quand  on  cherche  à 
découvrir  le  mode  d'existence  des  corps  de  la  nature.  Mais  je 
vais  laisser  de  côté  certaines  théories  physiques  qu'on  ne  peut 
rattacher  à  la  conception  précédente  de  la  Mécanique. 

Revenons  à  la  théorie  des  nombres.  L'idée  mère  de  cette  théorie 
est  l'idée  de  nombre  entier  :  d'abord  le  nombre  entier  est  essen- 
tiellement positif,  mais  cette  notion  peut  s'étendre  de  manière  à 
comprendre  des  entiers  négatifs  et  zéro.  Nous  avons  la  notion  du 
produit  et  celle  du  nombre  premier  qui  n'est  pas  un  produit 
d'autres  nombres,  et  nous  concevons  par  là  le  nombre  comme  un 
produit  de  certains  facteurs  premiers.  Ce  sont  là  les  éléments  d'une 
théorie  analogue  à  plusieurs  titres  à  celle  des  équations.  Pour 
résoudre  une  équation,  il  faut  trouver  (s'il  y  en  a)  les  valeurs 
entières  qui  la  vérifient,  et  ainsi  du  reste.  La  notion  de  congruence, 
bien  que  capitale,  ne  change  pas  le  caractère  de  la  théorie. 

Mais  il  y  a  aussi  les  incommensurables,  dont  nous  avons  déjà 
fait  mention,  et  qui  ont  donné  lieu  à  toute  une  théorie  nouvelle. 
On  peut  faire  acception  de  nombres  irrationnels,  tels  que  y  >.  el 
considérer  des  symboles  de  la  forme  a  -+-  b  y/ 2  (a  et  b  étant  îles 
entiers  positifs  ou  négatifs,  sans  exclure  /.éro).  On  les  appellera 
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nombres  entiers  et  l'on  aura  à  étudier,  relativement  à  ces  nouveaux 
entiers,  toutes  les  questions  qui  se  présentent  à  propos  des  nombres 
entiers  ordinaires.  Il  faudra  seulement  modifier  toutes  les  défini- 
tions d'une  manière  convenable  :  car  un  entier  ordinaire,  premier 
au  sens  habituel,  peut  fort  bien  être  le  produit  de  deux  entiers  de 
la  forme  a  -\-  b  \/ '  i\  d'où  la  nécessité  de  modifier  la  définition  de 
nombre  premier.  De  même  que  les  incommensurables,  et  avant 
même  les  incommensurables,  on  a  introduit  dans  la  théorie  des 
nombres  l'imaginaire  i  de  l'Algèbre.  On  peut  en  effet  considérer 
des  nombres  de  la  forme  a  -f-  bi  (a  et  b  étant  des  entiers  ordinaires 
positifs  ou  négatifs,  sans  exclure  zéro),  leur  donner  le  nom  d'entiers 
et  établir  une  théorie  de  ces  nombres  tout  à  fait  analogue  à  la 
théorie  ordinaire  des  nombres  entiers  réels.  Ce  que  je  veux  signaler, 
c'est  que  l'imaginaire  i  ne  joue  pas  dans  la  théorie  des  nombres 
entiers  un  rôle  unique,  comme  dans  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Ce 
symbole  n'est  ici  qu'un  des  termes  d'une  série  illimitée  de  nombres 
irrationnels. 

J'ai  dit  que  je  vous  parlerais,  non  des  services  que  les  Mathé- 
matiques rendent  parfois  dans  la  vie  commune  et  dans  les  re- 
cherches de  Physique,  mais  plutôt  de  ce  que  les  Mathématiques 
doivent  à  la  vie  commune  et  à  la  Physique.  Ceci  m'amène  à  faire 
en  quelque  sorte  l'historique  du  développement  des  différentes 
branches  des  Mathématiques,  dans  leurs  relations  avec  les  deux 
plus  anciennes  sciences  physiques,  l'Astronomie  et  la  Mécanique. 
Les  théories  de  Mathématiques  ont  dû  leur  origine  à  des  questions 
qui  s'offraient  soit  dans  la  vie  pratique,  soit  dans  lesx  Sciences 
physiques  :  on  les  a  poursuivies  et  développées  sans  plus  avoir 
égard  à  leur  origine;  après  des  siècles  elles  se  sont  rencontrées  de 
nouveau  avec  ce  qui  les  avait  fait  naître,  ou  ont  abordé  des  pro- 
blèmes tout  différents.  La  Géométrie  et  l'Algèbre  me  semblent 
devoir  être  considérées  comme  ayant  procédé  des  problèmes  et  des 
objets  de  la  vie  pratique.  La  Géométrie  est  issue  sans  doute  de 
L'arpentage;  mais,  malgré  son  nom,  elle  doit  plutôt  encore  son 
origine  à  la  considération  de  certaines  ligures,  telles  qu'une  barre, 
un  rond,  une  boule,  une  toupie  (ou  un  pain  de  sucre).  Les  Grecs 
oui  appliqué  aux  deux  ligures  géométriques  suggérées  par  la  forme 
de  ce-  derniers  corps  les  noms  de  sphère  et  de  cône,  qui  leur 
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sont  restés;  et  ils  ont  étendu  la  signification  du  mol  cône  poui  lui 
faire  désigner  les  deux  nappes  formées  par  le  prolongement  dans 
1rs  deux  sens  des  génératrices  de  la  surface.  I."  Ugèbre  semblerait 
être  sortie  de  faciles  jeux  de  patience  relatifs  aux  oombres,  que 
jadis  le  Bij a- Gani ta  proposait,  tJ.iu-  ses  formes  imagées,  sur  les 
jeunes  filles  aux  beaux  cheveux  ou  sur  les  essaims  d'abeilles  \ohi- 
geant  parmi  les  plantes  odorantes  et  la  reine  abeille  bourdonnant 
autour  de  la  Heur  du  lotus;  et  qu'aujourd'hui  le  commençant 
retrouve  dans  ses  livres  de  chose  sous  la  forme  plus  prosaïque  d'un 
énoncé  qui  le  conduit  à  une  équation  simple. 

On  peut  faire  commencer  la  (  Iréométrie  grecque  avec  Platon 
347  av.  J.-C).  On  lui  attribue  les  notions  d'analj  métrique 

et  de  lieux,  ainsi  que  la  découverte  des  section-  coniques.  Il  j  .1 
en  effet  dans  ses  dialogues  mainte  allusion  curieuse  à  des  questions 
mathématiques.  Ainsi,  dans  un  passage  <lu  Théétète,  Platon  affirme 
l'incommensurabilité  de  certaines  racines  carrées.  M;ii>  le>  pins 
anciens  écrits  techniques  sont  ceux  d'Euclide  (  280  av.  J.-C.  .  Il 
n'y  a  peut-être  rien  de  plus  beau  dans  toute  la  Science  mathéma- 
tique que  son  merveilleux  Livre  V.  Dans  les  Livres  "\  II,  \  III, 
IX  et  X,  Euclide  a  complètement  approfondi  et  développé  les 
premiers  principes  de  la  théorie  des  nombres,  avec  celle  des  incom- 
mensurables. Ensuite  viennentdeux  géomètresde  génie,  Apollonius 
(vers  247)  et  Archimède  (287-212  av.  J.-C).  Archimède  a  fondé 
la  Statique  (en  y  comprenant  l'Hydrostatique);  tout  le  monde 
connaît  son  mot  sur  le  levier,  son  eupYj/ca,  et  sa  défense  de  Syra- 
cuse. Après  ces  créateurs,  la  Géométrie  conserve  toute  une  série 
de  noms,  où  figurent  ceux  des  astronomes  Hipparque  (i5o  av. 
J.-C.)  et  Ptolémée  (120  ap.  J.-C),  et  qui  s'arrête  à  Pappus  1  4oo 
ap.  J.-C).  Mais  les  maîtres  grecs  furent  continués  par  leur-  com- 
mentateurs arabes,  puis  par  les  géomètres  italiens  et  autres  du 
xvie  siècle  et  des  temps  modernes. 

L'arithmétique  des  Grecs  manquait  d'une  notation  commode, 
ce  qui  la  rendait  singulièrement  compliquée  el  difficile.  Elle  tut 
remplacée,  dans  l'usage  des  astronomes,  parla  numération  sexagé- 
simale, qu'on  attribue  à  Ptolémée,  mais  qui  était  probablement 
connue  avant  lui.  L'usage  des  caractères  que  nous  appelons  ckiffi 
arabes  devint  général  dans  les  Traités  d1  bithmétique  el  d'Astro- 
nomie des  Arabes  dès  le  milieu  du  xe  siècle,  mais  ne  fui  introduit  en 
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Europe  qu'environ  deux  cents  ans  plus  tard.  Chezles  Grecs,  l'Algèbre 
n'est  guère  représentée  que  par  le  Traité  de  Diophante  (ioo  av. 
J.-C);  et  encore  n'est-ce  là  qu'une  théorie  des  nombres,  conte- 
nant quelques  questions  résolues  sur  les  carrés  et  les  cubes  parfaits, 
ainsi  que  d'autres  propriétés  des  nombres.  Mais  ces  essais  n'ont 
aucun  lien  historique  avec  l'Algèbre  moderne,  qui  fut  apportée 
d'Orient  en  Italie  par  Leonardo  Bonacci  de  Pise  (i  202-1  208),  et 
qui  fut  cultivée  avec  succès  au  xveetau  xvie  siècle  par  Lucas  Pacio- 
lus  ou  de  Burgo,  par  Tartaglia,  Cardan  et  Ferrari.  Plus  tard  vinrent 
Viète  (i54o-i6o3),  Harriot  déjà  cité,  Wallis  et  beaucoup  d'autres. 

L'Astronomie  a  un  lien  visible  avec  la  Géométrie.  Les  résultats 
les  plus  simples  de  l'observation  des  corps  célestes  ne  peuvent  être 
fixés  que  par  le  langage  de  la  Géométrie;  telles  sont  ces  lois,  que 
les  étoiles  décrivent  des  cercles  autour  de  l'étoile  polaire,  ou  que 
les  positions  que  le  Soleil  occupe  successivement  parmi  les  étoiles 
fixes  dans  le  cours  d'une  année  forment  un  cercle.  Les  calculs 
astronomiques  exigeaient  qu'on  sût  calculer  un  arc  de  cercle  con- 
naissant sa  corde.  Ce  problème  remonte  à  Hipparque,  qui  composa, 
dit-on,  un  Ouvrage  en  douze  Livres  sur  les  arcs  et  les  cordes  du 
cercle.  L'Almageste  de  Ptolémée  (i25  ap.  J.-C.)  est  le  premier 
Ouvrage  contenant  une  Table  d'arcs  et  de  cordes,  avec  la  manière 
de  la  construire;  on  y  trouve,  entre  autres,  la  proposition  relative 
au  produit  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit,  qui  fut  plus 
tard  intercalée  dans  le  Traité  d'Euclide  (Livre  VI,  proposition  D). 
Les  Arabes  firent  cette  innovation  de  considérer,  au  lieu  de  la 
corde  d'un  arc,  le  sinus,  ou  demi-corde  de  l'arc  double.  Ils  don- 
nèrent ainsi  à  cette  théorie  la  forme  que  conserve  la  Trigonométrie 
moderne.  Le  théorème  de  Ptolémée  qui  vient  d'être  rappelé,  ou 
plutôt  un  cas  particulier  de  ce  théorème,  exprimé  au  moyen  du 
symbole  sinus,  donne  le  sinus  de  la  somme  de  deux  arcs,  et  se 
trouve  être  ainsi  le  théorème  fondamental  de  la  Trigonométrie. 
Au  xve  et  au  xvie  siècle,  il  y  eut  toute  une  légion  de  mathématiciens 
qui  calculèrent  avec  une  ardeur  et  une  persévérance  admirables 
des  Tables  de  fonctions  circulaires  :  Purbach,  Mùller  (Regiomon- 
tanus),  Copernic,  Reinhold,  Maurolycus,  Viète  et  bien  d'autres. 
Les  Tables  de  tangentes  et  de  sécantes  sont  dues  respectivement  à 
Reinhold  et  à  Maurolycus. 

Les  logarithmes  furent  inventés,  non  pas  seulement  en  vue  du 
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calcul  des  Tables  tri gonomé triques,  mais   pour   faciliter  loua  les 
calculs  numériques  en  général.   Leur   invention   est  due  à  John 
Napicr  (Neper),  de  Merchiston,  qui  mourut   en   1618,   à  l'âge  de 
soixante-sept  ans.  Sa  conception  dérive  d'un  raisonnement  mathé- 
matique fort  subtil,  fait  on  vue  de  comparer  l<>  espaces  que  par- 
courent deux  points,  l'un  se  mouvant  d'un  mouvement  uniforme, 
l'autre  animé  d'une  vitesse  variable  suivanl  une  loi  donnée.  Il 
à  remarquer  que  les  logarithmes  de  Nepersont  approximativement, 
mais  non  exactement,  ceux  qu'on  appelle  aujourd'hui  logarithn 
népériens,  ou  plus  souvent  logarithmes  hyperboliques ,  et  qui  ont 
pour  base  e.  Le  passage  à  la  base  10,  qui  est  le  plus  grand  perf( 
tionnement  apporté  à  l'usage  des   logarithmes,   fut    indiqué  1 
Neper  lui-même,  mais  réalisé  par  Henry  Briggs,  (jui   fut  plus  tard 
professeur  à  Oxford  et  mourut  en  i63o.  Mais  c'est  le  logarithme 
hyperbolique  qui  est  seul  important  en  théorie.  La  loin  lion  directe, 
l'exponentielle  er,  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'invei 
ne  se  présenta  pas   aussi    naturellement.  On  calcula  des  Tables 
donnant  les  logarithmes  des  nombres  et  ceux  des  fonctions  trigo- 
nométriques. 

Les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques  furent  ainsi  invent 
en  vue  d'objets  pratiques,  séparément  et  sans  qu'on  aperçût  aucun 
lien  entre  elles.  Elles  furent  reliées  par  la  théorie  des  imaginaires 
et  forment  aujourd'hui  un  groupe  qui  joue  le  rôle  le  plus  impor- 
tant dans  toutes  les  parties  des  Mathématiques.  L'Analyse  ne  <loit 
qu'à  elle-même  le  rapprochement  établi  entre  ces  fonctions,  mais 
elle  ne  peut  revendiquer  leur  découverte. 

L'architecture  grecque  présente  des  spirales,  et  ces  courbes  ont 
été  étudiées  mathématiquement  par  Archimède.  Les  géomètres 
grecs  inventèrent  encore  certaines  autres  courbes,  plus  ou  moins 
intéressantes,  mais  dont  l'origine  nous  échappe.  Lue  courbe  <|ui 
aurait  pu  se  présenter  d'elle-même,  celle  que  décril  un  point  de 
la  circonférence  d'une  roue  de  voiture,  fut  signalée  pour  la  pre- 
mière fois  par  Mersenne  en  161 5.  C'est  cette  courbe  que  Roberval, 
Pascal  et  d'autres  géomètres  étudièrent  ensuite  sous  le  nom  de 
roulette  ou  de  cycloïde.  Pascal  (i6a3-i66a)  donna  à  dix-sept  ans 
ses  Essais  pour  les  coniques,  soit  sept  pages  pleines  de  vues  nou- 
velles, et  où  se  trouve,  dans  un  paragraphe  de  huit  lignes,  le  théo- 
rème de  l'hexagone  inscrit. 
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Kepler  (io7i-i63o),  en  trouvant  par  l'observation  les  lois  du 
mouvement  des  planètes,  fit  intervenir  dans  l'Astronomie  Tune  des 
sections  coniques,  l'ellipse,  et  établit  les  bases  de  la  théorie  de  la 
gravitation.  Galilée(  1064-1642),  qui  fut  le  contemporain  deKepler, 
fonda  la  Dynamique  :  immédiatement  après  Galilée,  vint  Isaac 
Newton  (i643- 1727);  son  Ouvrage  intitulé  Pkilosop h iœ  naturalis 
principia,  matliematica,  et  connu  sous  le  nom  de  Principes,  pa- 
rut en  1687. 

Les  questions  de  Physique,  de  Statique  et  de  Dynamique  qui 
s'étaient  présentées  avant  la  publication  des  Principes  n'offraient 
aucune  difficulté  mathématique  sérieuse.  Il  n'en  fut  plus  ainsi  des 
problèmes  nombreux  et  importants  que  fît  surgir  la  théorie  de  la 
gravitation,  et  qui,  devenus  un  objet  d'étude  pour  les  géomètres, 
ont  puissamment  contribué  au  progrès  des  Mathématiques.  Il  y 
eut  le  problème  des  deux  corps,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le 
problème  du  mouvement  d'un  point  sollicité  par  une  force  centrale 
variant  suivant  une  loi  quelconque.  Il  y  eut  aussi  le  problème 
(très  intéressant  au  point  de  vue  mathématique)  du  mouvement 
d'un  corps  attiré  par  deux  ou  plusieurs  centres  fixes.  Enfin  un 
problème  qui  touche  de  près  à  celui  du  système  solaire,  le  pro- 
blème des  trois  corps,  a  toujours  excédé  et  excède  encore  de 
beaucoup  les  ressources  de  l'Analyse.  Dans  la  théorie  de  la  Lune  et 
des  planètes,  on  le  remplace  par  un  autre,  très  différent  en  théorie, 
et  qui  consiste  à  chercher  le  mouvement  d'un  corps  soumis  à  la 
double  action  d'une  force  principale,  émanant  d'un  centre  fixe,  et 
d'une  force  perturbatrice;  un  autre  mode  de  solution  conduit  au 
problème  du  mouvement  elliptique  troublé.  Remarquons  à  ce  pro- 
pos qu'un  fait  d'observation  astronomique,  la  variation  lente  de 
l'orbite  des  planètes,  a  suggéré  aux  mathématiciens  une  méthode 
nouvelle,  applicable  à  d'autres  problèmes  de  Dynamique,  et  qui  a 
été  le  principe  de  recherches  très  étendues  faites  de  notre  temps 
sur  les  systèmes  d'équations  différentielles.  Un  autre  problème  qui 
procède  immédiatement  de  la  théorie  de  la  gravitation  est  celui 
qui  consiste  à  déterminer  l'attraction  d'un  solide  donné  sur  un 
point  matériel;  New  ton  le  résolut  dans  le  cas  d'une  sphère  liomo- 
gène.  Mais  l;i  question  se  complique  beaucoup  pour  l'ellipsoïde  de 
révolution  «a  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Maclaurin  traita 
complètemenl  le  cas  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  Quant  à  l'attrac- 
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tion  de  l'ellipsoïde  scalène  sur  un  poinl  intérieur  ou  extérieui  • 
sa  surface,  il  u\  a  pas  de  question  qui  ail  été  traitée  par  autant 
de  méthodes  diverses  et  qui  ait  donné  lieu  à  d  is  re<  berches  aussi 

intéressantes. 

C'est  un  problème  de  Dynamique,  celui  des  cordes  vibrantes,  qui 
conduisit  La  grange  à  la  représentation  des  fonctions  par  les  séries 
trigonométriques ;  il  faut  en  rapprocher  les  développements  sui- 
vant les  fonctions  P„  que  Légende  obtint  dans  des  recherches 
relatives  à  l'attraction  d'un  ellipsoïde.  Les  travaux  ultérieurs  de 
Laplace  sur  l'attraction  des  corps  infiniment  peu  différents  de  la 
sphère  donnèrent  les  fonctions  de  deux  variables  appelées  fonctL  ru 
de  Laplace.  J'ai  parlé  des  ellipsoïdes;  niais  la  théorie  générale  de 
l'attraction  est  devenue  une  branche  très  considérable  de  La  science 
moderne  :  elle  rappelle  les  noms  de  Gauss,  de  Lejeune-1  tiricblet  el 
de  Green.  Il  convient  de  faire  remarquer  que  celle  théorie  est  main- 
tenant étendue  à  l'espace  à  n  dimensions.  Un  autre  problème  «le 
Mécanique  céleste,  celui  du  mouvement  de  la  Terre  autour  <le  son 
centre  de  gravité,  ramené  au  cas  le  plus  simple,  celui  d'un  corps 
sur  lequel  n'agit  aucune  forme,  présente  aussi  un  très  grand  inté- 
rêt mathématique. 

Je  puis  signaler  encore  quelques  questions  de  pratique  ou  de 
Physique  liées  au  développement  de  la  science  mathématique.  J'ai 
parlé  des  deux  systèmes  de  projection  employés  pour  les  eut  -  : 
la  projection  stéréographique  qui  remonte  à  Ptolémée,  et  la  projec- 
tion de  Mercator,  inventée  par  Eduard  Wright  vers  l'an  i(ioo  : 
ces  deux  procédés  se  rattachent,  comme  cas  particuliers  de  la  pro- 
jection orthomorphique,  à  la  représentation  Géométrique  d'une 
variable  imaginaire.  J'ai  aussi  parlé  de  la  perspective  et  du  mode 
de  représentation  employé  par  Monge  dans  sa  Géométrie  descrip- 
tive. Monge  est,  comme  chacun  sait,  Fauteur  de  la  théorie  géomé- 
trique de  la  courbure  des  surfaces  et  des  lignes  de  courbure.  Il  lut 
conduit  à  cette  théorie  par  un  problème  de  terrassements  :  d'une 
aire  donnée,  recouverte  partout  d'une  même  épaisseur  de  terre, 
charrier  la  terre  et  l'étendre  sur  une  autre  aire  égale,  avec  les 
moindres  frais  de  transport.  Pour  résoudre  le  problème  analogue 
dans  la  Géométrie  de  l'espace,  il  fut  conduit  à  étudier  les  normales 
à  une  surface  qui  se  rencontrent  mutuellement,  et  arriva  ainsi  aux 
lignes  de  courbure.  [Voir  son  Mémoire  sur  les  déblais  et  les  rem- 
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biais,  Mém.  de  VAc.  des  Se.  (178 1  )].  Les  normales  à  une  surface 
sont  en  outre  un  exemple  de  droites  en  nombre  doublement  infini, 
et  se  rattachent  ainsi  aux  théories  modernes  des  congruences  et 
des  complexes. 

La  théorie  ondulatoire  de  la  lumière  conduisit  Fresnel  à  la 
surface  de  l'onde,  surface  qui  esc  du  quatrième  ordre,  et  de  beau- 
coup la  plus  intéressante  des  surfaces  connue?.  La  propriété  géo- 
métrique de  cette  surface,  d'admettre  des  plans  tangents  qui  la 
touchent  tout  le  long  d'un  cercle,  fournit  à  Sir  W.-R.  Hamilton  la 
théorie  de  la  réfraction  conique.  Les  géomètres  regardent  aujour- 
d'hui la  surface  de  l'onde  comme  un  cas  particulier  de  la  surface 
de  Kumraer,  qui  est  une  surface  du  quatrième  ordre,  présentant 
seize  points  coniques  et  admettant  seize  plans  tangents  singuliers. 
L'insuffisance  de  mes  connaissances,  tant  en  Mathématiques 
qu'en  Physique,  m'interdit  de  vous  parler  de  l'appoint  qu'ont 
apporté  à  la  théorie  des  équations  aux  différences  partielles  la 
théorie  des  mouvements  tourbillonnaires  en  Hydrodynamique,  ainsi 
que  les  grandes  théories  physiques  de  la  chaleur,  de  l'électricité, 
du  magnétisme  et  de  l'énergie. 

Il  est  difficile  de  donner  une  idée  de  la  vaste  étendue  de  la 
science  mathématique  actuelle.  Le  mot  étendue  ne  dit  pas  assez. 
J'ai  en  vue  une  étendue  diversifiée  par  de  riches  détails,  non  pas 
l'étendue  monotone  d'une  plaine  vide,  mais  un  beau  paysage,  à  voir 
d'abord  de  loin,  mais  qu'on  a  plaisir  ensuite  à  parcourir  et  à  étudier 
dans  chaque  détail,  montagne  et  vallée,  fleuve  ,  rochers,  arbres  et 
fleurs.  Mais,  comme  toute  autre  beauté,  la  beauté  d'une  théorie 
mathématique  se  sent,  elle  ne  se  démontre  pas.  Pour  ce  qui  est  de 
l'étendue  de  la  science,  je  ne  puis  la  faire  mieux  ressortir  qu'en 
vous  rappelant  quelques-unes  des  dates  où  de  grands  progrès  ont 
été  accomplis  dans  ses  diverses  branches. 

En  ce  qui  concerne  la  Géométrie,  j'ai  déjà  parlé  de  l'invention 
des  coordonnées  cartésiennes  (1637).  Elle  donna  aux  géomètres 
la  série  entière  des  courbes  algébriques  de  degré  plus  élevé  que 
les  coniques  :  courbes  du  troisième  ordre  ou  cubiques,  du  quatrième 
ordre  ou  quartiques,  et  ainsi  de  suite.  Les  premières  applications 
qui  en  furent  failes  furent  Y  h1  numération  des  courbes  du  troisième 
ordre  de  Newton,  et  les  très  intéressantes  recherches  de  Maclaurin 
sur  les  points  correspondants  des  cubiques.  Ces  travaux  montré- 
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rent  du  coup  la  beauté  de  la  théorie  des  cubiques  el  ><>n  extension 
bien  plus  grande  que  celle  de  la  théorie  des  coniques.  Rappelons 
le  Mémoire  d'Euler  Sur  une  contradiction  apparente  dans  la 
théorie  des  courbes  planes  [Mém.  de  V  icad.  de  Berlin,  1748), 
où  estsignalé  ce  fait,  qu'étant  donnés  huit  des  points  d'intersection 
de  deux  cubiques,  le  neuvième  esl  entièremenl  déterminé.  I 
cette  remarque,  Euler  fit  plus  que  découvrir  une  propriété  fonda- 
mentale des  cubiques  (donnant  comme  cas  particulier  celle  de 
l'hexagone  de  Pascal)  :  il  introduisit  dans  la  Géométrie  une  notion 
nouvelle,  celle  des  systèmes  de  points,  ou  des  systèmes  de  points 
communs  à  deux  courbes. 

La  théorie  des  polaires  réciproques,  qui  dérive  de  celle  des  co- 
niques, conduisità ce  principe  général  que  dans  le  plan  la  droite  et 
le  point  sont  deux  figures  corrélatives  :  c'est  le  principe  de  dua- 
lité. C'est  sur  ce  principe  que  Plùcker  fonda  son  grand  Ouvrage 
intitulé  Théorie  des  courbes  algébriques  (Bonn,  i83()),danslequel 
il  établit  les  relations  qui  existent  entre  l'ordre  et  la  classe  d'une 
courbe  et  le  nombre  de  ses  points  singuliers  et  de  ses  tangentes  sin- 
gulières (les  six  équations  de  Pliicker).  On  apprit  de  lui  que  la  vé- 
ritable division  des  courbes  repose  non  sur  l'ordre  seul,  mais  con- 
jointement sur  l'ordre  et  la  classe,  et  que  les  courbes  d'un  certain 
ordre  et  d'une  certaine  classe  se  divisent  encore  en  familles  d'après 
leurs  singularités.  Et  ce  n'est  pas  là  une  subdivision  arbitraire  ;  car 
c'est  bien  ainsi  que  se  partage  effectivement  le  champ  des  recher- 
ches. Chacune  de  ces  familles  de  courbes  forme  un  tout,  comme 
l'ensemble  des  courbes  d'un  même  ordre  avait  d'abord  paru  le  faire. 

La  famille  se  compose  des  courbes  du  même  genre  (Ge- 
schlecht,  deficiency).  A  raison  de  ce  que  j'aurai  à  dire  des  fonc- 
tions abéliennes,  je  dois  préciser  cette  notion  de  genre,  qui  a  été  in- 
troduite dans  la  Science  par  Riemann  [ Mémoire  sur  la  théorie  des 
fonctions  abéliennes,  1807  [Journal  de  Crelle,  t.  LIV)1.  Le  genre 
d'une  courbe  d'ordre  n  est  égal  à  l'excès  du  nombre  maximum 

( n —  i)(n  —  2)   t  .  iii  •  11 

- — — — — — —  de  points  doubles  que  peut  avoir  une  courbe  de  cet 

ordre,  sur  le  nombre  des  points  doubles  que  présente  la  courbe 
considérée  (les  pointsderebroussement  sonteomptés  comme  points 
doubles).  Ainsi  une  coniquequelconque,  unecubiqueayantun  point 
double,  une  quartique  ayant  trois  points  doubles  sont  des  courbes 
/>'/(//.  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  VII.  (Février  18Î  5 
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du  genre  zéro.  La  cubique  générale  est  une  courbe  du  genre  i, 
et  la  plus  simple  du  genre;  la  quartique  générale  est  une  courbe 
du  genre  3,  et  ainsi  de  suite.  On  représente  ordinairement  le  genre 
par  la  lettre/?.  Riemann  étudia  le  problème  général  de  la  transfor- 
mation générale  d'une  courbe  plane  :  l'équation  delà  courbe  étant 
rendue  homogène,  on  remplace  les  trois  coordonnées  respective- 
ment par  trois  polynômes  entiers  quelconques  homogènes  et  du 
même  degré  par  rapport  à  trois  nouvelles  coordonnées.  La  courbe 
transformée  est  en  général  d'un  autre  ordre  que  la  proposée;  elle 
a  son  système  propre  de  points  doubles;  mais  son  genre  reste  le 
même  que  celui  de  la  proposée.  C'est  pour  cela  que  Riemann  rap- 
proche comme  formant  un  seul  groupe  toutes  les  courbes  d'un 
même  genre/?.  Il  ne  faudrait  pas  croire  que  toutes  les  courbes 
d'un  même  groupe  puissent  ainsi  se  transformer  les  unes  dans  les 
autres;  car  on  a  démontré  qu'une  courbe  quelconque  d'un  tel 
groupe  dépend,  si  c'est  une  cubique,  d'un  seul  paramètre,  et  si 
son  genre/?  est  supérieur  à  l'unité,  de  3/>  —  3  paramètres. 

La  géométrie  de  l'espace  est  un  sujet  beaucoup  plus  vaste  que  la 
géométrie  du  plan.  Les  théories  y  sont  plus  nombreuses  et  plus 
étendues.  Cette  différence  ne  tient  pas  au  nombre  des  dimensions 
des  espaces  considérés,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  nombre  des 
figures  élémentaires  (dans  le  plan,  le  point  et  la  droite;  dans  l'es- 
pace, le  point,  la  droite  et  le  plan).  Elle  procède  d'une  raison  beau- 
coup plus  élevée.  Ce  serait  mal  poser  la  question  que  de  dire  :  la 
géométrie  du  plan  a  les  courbes,  la  géométrie  de  l'espace  a  les 
courbes  et  les  surfaces.  Pour  établir  la  comparaison,  il  faut  faire 
une  énumération  plus  complète.  Dans  la  géométrie  du  plan,  nous 
avons  les  courbes  qu'on  peut  regarder  comme  des  systèmes  simple- 
ment infinis  de  points,  et  aussi  comme  des  systèmes  simplement 
infinis  de  droites.  Dans  la  géométrie  de  l'espace,  nous  ayons 
d'abord  ce  qui  à  un  point  de  vue  est  une  courbe,  et  à  un  autre 
point  de  vue  une  surface  développable;  c'est  là  ce  qu'on  peut  con- 
sidérer comme  un  système  simplement  infini  de  points,  de  droites 
et  de  plans.  Nous  avons  ensuite  la  surface,  qu'on  peut  regarder 
comme  un  système  doublement  infini  de  points,  de  droites  ou  de 
plans,  et  aussi  comme  un  certain  système  triplement  infini  de 
droites  (en  effet,  les  droites  tangentes  à  une  surface  forment  un 
complexe  spécial);  comme  cas  particulier  des  systèmes  simplement 
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infinis,  il  y  a  les  courbes  planes  et  les  cônes;  comme  cas  parlicu- 
lier  des  surfaces,  les  surfaees  réglées,  qui  sonl  des  systèmes  simple- 
ment infinis  de  droites.  Enfin,  nous  avons  encore  la  congruence 
ou  système  doublement  infini  de  droites,  el  !<•  complexe  ou  système 
simplement  Infini  de  droites.  Mais,  même  <-n  ne  considérant  dam> 
la  géométrie  de  l'espace  que  les  courbes  el  les  surfaces,  il  j  a  une 
quantité  de  théories  qui  ont  à  peine  leurs  analogues  dans  la  géo- 
métrie du  plan.  Les  relations  d'une  courbe  avec  l< 5s  diverses  sur- 
faces qui  peuvent  passer  par  cette  courbe  ou  d'une  surface  avi 
les  diverses  courbes  qu'on  peut  y  tracer,  diffèrent  quant  à  la  na- 
ture de  celles  qui  leur  correspondent  le  plus  exactement  dans  le 
plan,  savoir  la  relation  d'un  système  de  points  avec  les  courbes  qui 
peuvent  passer  par  ces  points,  ou  la  relation  d'une  courbe  avec 
ses  points.  En  particulier,  la  géométrie  du  plan  n'offre  rien  qui 
corresponde  aux  lignes  de  courbure  d'une  surface.  A  cet  unique 
théorème  que  la  ligne  droite  est  la  plus  courte  distance  entre  deux 
points,  correspondent  dans  la  géométrie  de  l'espace  deux  théories 
importantes  et  difficiles,  celle  des  lignes  géodésiques  et  celle  des 
surfaces  d'aire  minima  dans  un  périmètre  donné.  Autre  exemple  : 
dans  la  géométrie  de  l'espace  se  présente  cette  question  intéres- 
sante et  délicate  :  représenter  une  courbe  gauche  par  deux  équa- 
tions. Une  courbe  gauche  quelconque  ne  peut  pas  en  général  être 
représentée  entièrement  et  exclusivement  par  deux  équations  homo- 
gènes à  quatre  variables  :  il  faut  pour  cela  que  cette  courbe  forme 
à  elle  seule  l'intersection  complète  de  deux  surfaces.  Sur  cette 
question,  qui  revient  à  la  classification  des  courbes  de  l'espace, 
nousmentionnerons  trois  Mémoires  très  récentsdeNôtlier,  Halphen 
et  Valentiner. 

Dans  la  géométrie  de  l'espace  à  n  dimensions,  ou  n'a  étudié 
encore  que  des  questions  isolées  :  c'est  que  le  champ  est  trop  vaste. 
La  comparaison  des  deux  géométries  du  plan  et  de  l'espace  montre 
de  reste  ce  que  chaque  dimension  ajoutée  à  l'espace  (pion  étudie 
ajoute  de  complication  et  de  difficulté  à  In  théorie. 

Dans  l'analyse  transcendante  ou  théorie  des  fonctions,  nous 
avons  tout  ce  qui  a  été  fait  dans  ce  siècle  sur  la  théorie  générale 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  par  Gauss,  Cauchy,  Pui- 
seux,  Briot,   Bouquet,  Liouville,  Fuchs,    ^  eierstrass  et  d'autres 
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encore.  C'est  à  Gauss  qu'est  due  l'idée  fondamentale  de  repré- 
senter géométriquement  la  variable  imaginaire  x  -h  iy  par  le  point 
qui  a  pour  coordonnées  x  etjr.  J'ai  déjà  donné  quelques  détails 
sur  ce  sujet.  Le  même  principe  a  été  appliqué  aux  équations  diffé- 
rentielles. Dans  les  idées  modernes,  ce  qu'on  se  propose  quand 
une  équation  différentielle  est  donnée,  c'est  moins  de  la  ramener 
aux  quadratures  que  d'en  déduire  la  marche  des  intégrales  pour 
toutes  les  positions  du  point  figuratif  de  la  variable  indépendante. 
En  particulier,  l'équation  différentielle  du  second  ordre  qui  con- 
duit à  la  série  hvpergéométrique  F(a,  p,  y,  x)  a  été  étudiée  de  la 
sorte  et  a  donné  des  résultats  du  plus  haut  intérêt  :  la  fonction, 
ainsi  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  des  paramètres  a,  (3,  y, 
devient  alors  une  fonction  connue.  Je  signalerai  encore  ici  une  nou- 
velle notion  qui  a  été  introduite  par  M.  Weierstrass  dans  cette 
partie  de  l'Analyse  :  c'est  la  notion  de  la  fonction  uniforme  et  en- 
tière ;  une  telle  fonction  est  définie  par  une  série  convergente  dans 
tout  le  plan  et  procédant  suivant  les  puissances  croissantes  soit  de 

la  variables,  soit  de ;  elle  admet  comme  unique  point  singu- 
lier essentiel  soit  le  point  x  =  oo  ,  soit  le  point  x=  c.  Le  Mémoire 
de  M.  Weierstrass  a  paru  dansles  Comptes  rendus  de  l'Académie 
de  Berlin ,  en  1876  ('). 

Mais,  outre  la  théorie  générale,  j'ai  à  vous  parler  des  diverses 
fonctions  particulières  auxquelles  la  théorie  a  été  appliquée,  en  un 
mot  des  diverses  fonctions  actuellement  connues. 

Pendant  longtemps  les  seules  fonctions  transcendantes  connues 
ont  été  les  fonctions  circulaires,  sinus,  cosinus, etc.,  les  logarithmes 
hyperboliques  ou  de  base  e,  seuls  usités  dans  l'Analyse,  et  la  fonc- 
tion exponentielle  ex  qui  en  dépend.  Pour  être  plus  complet,  je 
dirai  qu'on  avait  les  fonctions  circulaires  directes  et  inverses,  la 
fonction  exponentielle  et  son  inverse,  la  fonction  logarithmique. 

Je  laisserai  de  côté  l'importante  intégrale  eulérienne  de  seconde 
espèce  ou  fonction  gamma,  qui  a  donné  lieu  tout  récemment  à  de 
très  intéressants  travaux,  et  je  ne  parlerai  pas  non  plus  des  autres 
((Mictions  particulières  dont  l'importance  est  moindre.  J'arrive  à 


(')    Il    a  été  traduit  par   M.    Picard,  dans  les   Annales  scientifiques  rie  l'École 
Vormalê  supérieure  ;  1879. 
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un  groupe  considérable  formé  par  l<^  fondions  elliptiques  el  la 
fonction  (-)  à  une  seule  variable  (181  r- 1829).  Je  choisis  ..in>i  mes 
dates,  pour  qu'elles  comprennent  les  deui  Ouvraj  [pnatiques 

de  Legendre,  1ns  Exercices  de  Calcul  intégral  i8n-i8i6)el  la 
Théorie  des  fonctions  elliptiques  (i8a5-i  828),  ainsi  que  I»--  Fun- 
damentanovatheoriœfunctionumellipticarum  deJacobi  18  tu  . 
N'oublions  pas  que  beaucoup  des  résultats  de  Jacobi  ont  été  ob- 
tenus en  même  temps  par  Abel.  Legendre,  il  faut  l<-  remarquer, 
prenait  pour  point  de  départ  les  intégrales  dépendant  d'un  ra- 
dical y/X,  portant  sur  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  x\  il 
substituait  à  y/X  un  radical  Acp  =  y  1  —  £*sin3<p  et  il  arrivait  .1 
trois  espèces  d'intégrales  elliptiques,  F(V),  E(«p),  Q(œ  |  :  les  deux 
premières  intégrales  dépendent  de  cp,  qui  est  l'argument  ou  l'am- 
plitude, et  du  module  k;  la  troisième  dépend  en  outre  d'un  para- 
mètre 71.  Maisla  fonction  F  (cp)  est  à  proprement  parler  une  fonction 
inverse  :  au  lieu  de  cette  fonction,  Abel  et  Jacobi  considé- 
rèrent chacun  de  leur  côté  les  fonctions  directes,  correspondant  au 
sinus  et  cosinus  de  la  Trigonométrie  :  Abel  les  appelait  -^.  /',  F  el 
Jacobi  les  représentait  par  les  symboles  sinam,  cosam,  Aam,  ou, 
comme  on  écrit  souvent  aussi,  sn,  en,  dn.  En  outre,  Jacobi,  en  dé- 
veloppant sa  théorie  de  la  transformation,  obtint  une  multitude 
de  formules  où  figure  la  fonction  q  (fonction    transcendante   du 

module  k  définie  par  l'équation  q  —  e  'w,  et  il  fut  ainsi  conduit 
à  considérer  les  deux  nouvelles  fonctions  H  et(-).  Ce  sont  ces  deux 
fonctions  qui,  prises  chacune  séparément  avec  deux  arguments  dis- 
tincts, donnent  lieu  aux  quatre  fonctions  que  Jacobi  désigne  aussi 
par  (?),,  ©2,  @3,  04,  et  qu'on  appelle  les  fonctions  thêta,  ou,  pour 
éviter  toute  confusion,  les  fonctions  thêta  d'une  variable.  Enfin 
Jacobi,  grâce  à  la  transformation  sincp  =  sinam  #,  exprima  les 
fonctions  de  deuxième  et  de  troisième  espèce  de  Legendreau  moyen 
de  deux  intégrales  Z  et  II  qui  dépendent  de  la  nouvelle  variable  u, 
et  il  les  rattacha  à  ses  fonctions  H  et  0;  quant  aux  fonctions  ellip- 
tiques sn,  en,  dn,  elles  s'expriment  aussi  au  moyen  des  fonctions 
de  Jacobi  :  ce  sont  les  rapports  des  trois  fonctions  (-),,  (-),,  (-),,  à  la 
fonction  @4. 

Il   convient   de    mentionner   ici    des   recherches   publiées    par 

M.    Hermite   en   1 858.    Introduisant    à  la   place  de  q  la   nouvelle 
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K 
variable  w  définie  par  l'équation  q  =  e1"*»,  en  sorte  que  l'on  a  u  =  /— - 

AI.  Hermite  fut  conduit  à  considérer  les  trois  fonctions  -z  u  .  tj 
y(toi.  qui  représentent  les  valeurs  de  \ /r,  \Â'  et  \kk\  consi- 
dérées comme  fonctions  de  bi.  Dans  un  remarquable  travail,  inter- 
rompu par  la  mort,  le  professeur  Smitli  traite  la  fonction  thêta 
pour  l'argument  zéro  comme  une  fonction  de  w  :  c'est  ce  qu'il 
appelle  fonction  oméga,  et  les  trois  fonctions  o(ci>),  -^  (co),"y  (to) 
sont  ses  fonctions  modulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  proprement  dites  sn,  en,  dn  forment 
un  système  analogue  aux  fonctions  circulaires  sinus  et  cosinus 
(  à  vrai  dire  sn  est  un  sinus,  en  et  dn  sont  deux  sortes  de  cosinus)  : 
elles  ont  leur  théorème  d'addition  qui  consiste  en  ce  que  sn  (x  — r  >, 
en  (.r  — y  ».  do  x  — jr)  s'expriment  rationnellement  en  fonction 
de  sn.r.  cil/',  dn.r  et  de  sn  r,  en  r.  dn  r.  En  fait,  les  fonctions 
elliptiques  se  réduisent  aux  fonctions  circulaires  dans  le  cas  par- 
ticulier de  k=  o.  Mais  il  y  a  une  différence  importante  de  forme 
entre  les  deux  théorèmes  d'addition.  Les  fonctions  elliptiques  de 
l'argument  x  —  y  sont  de^  fractions,  et  ces  fractions  ont  même  dé- 
nominateur.  C'est  là  une  raison  pour  regarder  les  trois  fonctions 
elliptiques  comme  les  quotients  de  quatre  fonctions  A,  B,  C,  D, 
doot  les  valeurs  elles-mêmes  sont  et  restent  indéterminées!  défait,  les 
fonctions  sn.  en.  dn  sont  les  quotients  des  trois  fonctions  0,.  <-»_. 
63  par04  ;  mais  c'est  là  un  résultat  subséquent  qu'on  ne  peut  nulle- 
ment déduire  du  théorème  d'addition,  et  sur  lequel  nous  ne  pou- 
vons insister  en  ce  moment  :  notre  remarque  est  faite  en  vue  de  ce 
qui  va  suivre,  relativement  aux  fonctions  abéliennes  ).  En  outre, 
les  fonctions  sn.  en.  dn  donnent  lieu,  ce  que  ne  font  pas  les  fonc- 
tions circulaires,  à  toute  une  théorie  de  transformations,  dont 
l'ordre  est  un  entier  quelconque  premier  ou  composé  :  cette  théo- 
rie comprend  celle  des  équations  modulaires  et  des  équations 
aux  multiplicateurs,  et  elle  se  développe  dans  diverses  directions 
pour  se  rattacher  à  la  Géométrie,  à  la  théorie  des  équations  et  à  la 
théorie  des  nombres.  Abstraction  faite  des  fonctions  H  la  théorie 
des  fonctions  sn,  en,  dn  forme  encore  un  ensemble  très  considé- 
rable. 

Je  fais  dater  les  fonctions  abéliennes  de  la  période  comprise 
entre  1826  el  is  î  1.   V.bel  a  donné  au  théorème  qui  porte  son  nom 
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diverses  formes  dont  La  plus  générale  est  celle  qu'on  trouve  dans 
son  Mémoire  sur  une  propriété  générale  d'une  dusse  très  éten- 
due de  fonctions  transcendantes  1826),  qui  avait  été  présentée 
1  académie  des  Sciences  de  Paris,  el  qui  fui  couronné  un  an  après  la 
mort  de  l'auteur.  C'esl  une  proposition  de  Calcul  intégral,  relative 
aux  intégrales  qui  dépendent  <!<•  [a  fonction  y  de  ./■  définie  par  une 
équation  algébrique  quelconque  I  c,y  =  o.  D'après  ee  île'  - 
rème,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'intégrales  de  cette 
nature  peut  s'exprimer  par  la  somme  «l'un  nombre  déterminé  p 
d'intégrales  de  même  nature,  et  le  nombre/?  dépend  de  la  forme 
de  l'équation  F  (a?,  y)  =  o,  qui  définit  l'irrationnelle  j'  comme 
fonction  de  x  (pour  préciser,  ce  nombre  j>  n'est  autre  chose  <]u«- 
le  genre  de  la  courbe  représentée  par  cette  équation,  mais  nous  avons 
déjà  dit  que  la  notion  de  genre  date  seulement  de  i8oj  .  Eu  appli- 
quant ce  théorème  au  cas  où  y  est  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
du  quatrième  degré,  on  retrouve  le  théorème  de  Legendre  sur  les 
intégrales  elliptiques  F(cp)-f-  F(<j/)  exprimées  au  moyen  d'une 
seule  intégrale  Fi  ut  ►,  théorème  qui  est  sans  relation  avec  les  fonc- 
tions elliptiques  sn,  en,  dn.  Pour  plus  de  clarté,  je  rappellerai  que 
les  intégrales  abéliennes,  relatives  au  cas  particulier  où  y  est  la 
racine  carrée  d'un  polvnôme  entier  en  x  de  degré  supérieur  à  j, 
sontappelées  intégrales  hyperellip  tiques  /si  le  polvnôme  soumisau 
radical  est  du  cinquième  ou  du  sixième  degré,  on  a  une  intégrale 
du  second  genre  {p  =  i\\  s'il  est  du  septième  ou  du  huitième  de- 
gré, l'intégrale  est  du  troisième  genre  (p  =  3),  et  ainsi  de  suite. 
L'intégrale  abélienne  la  plus  générale  du  genre  2  est  une  inté- 
grale hvperelliptique  :  mais,  si  le  genre  est  égal  ou  supérieur  à  3. 
les  intégrales  hyperellip  tiques  ne  sont  plus  qu'un  cas  particulier 
des  intégrales  abéliennes  du  même  genre.  Après  A  bel,  le  premier 
pas  fut  fait  par  Jacobi  dans  un  Mémoire  court,  mais  très  important, 
intitulé  Considerationes  générales  de  transcendai  tibus  A  belianis 
{Journal  de  Crelle,  t.  9,  i832).  Jacobi  se  borne  aux  intégrales 
hvpereliiptiques  de  genre  quelconque/?,  mais  son  résultat  est  gé- 
néral :  il  consiste  en  ce  que  les  fonctions  hvpereliiptiques  directes 
que  concerne  le  théorème  d'Abel  ne  sont  plus  des  fonctions  d'une 
seule  variable  comme  les  fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn,  mais  des 
fonctions  de  p  variables.  Ainsi,  dans  le  cas  de  p  =  >  spécialement 
considéré  par  Jacobi,  le  théorème  d'Abel  concerne  deux  fonctions 
de  deux  variables  chacune   \(ufv),'ki(u,v)et    donne   effective- 
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ment  l'addition  de  ces  fonctions  en  fournissant  l'expression  algé- 
brique de  \(u  +  u\  v  +  ?')  et  de  X,  (u  -f-  m',  ^  -+-  *>')  au  moyen 
de\(u,v),  A((w,^),  a(w',c'),  et  X,  (m',  p'). 

Il  importe  de  remarquer  que  le  théorème  d'Abel  ne  donne  pas 
directement  (et  Jacobi  ne  l'affirme  pas  non  plus)  le  théorème  d'ad- 
dition sous  sa  forme  définitive.  Considérons  le  cas  de  p  =  i  :  il 
résulte  du  théorème  d'Abel  que  la  fonction  ),  (u)  est  telle  que 
)>(m-+-  v)  s'exprime  algébriquement  en  fonction  de  X(m)  et  de  X(i>). 
On  est  donc  parfaitement  en  droit  de  dire  que  sn(w-f-  t>),  siw/ 
et  snr  sont  liés  par  une  équation  algébrique;  mais  cette  équation 
contient  les  quatre  radicaux  y/i  —  sn2u,  y/i  —  k2  sn2  ?/,  y/i  —  sn2^, 
i/ï  —  A2  sn2c.  Le  théorème  ne  donne  donc  pas  les  trois  fonctions 
sn,  en,  dn  de  l'argument  u  -f-  v  en  fonction  rationnelle  de  snw, 
en  w,  dn?/,  snr,  env,  dnp,  et  même  ne  prouve  aucunement  que 
ces  fonctions  puissent  s'exprimer  de  la  sorte.  Dans  le  cas  de  p  =  i , 
le  vrai  nombre  des  fonctions  abéliennes  d'une  seule  variable  cha- 
cune est  trois;  mais  les  trois  fonctions  sn,  en,  dn  doivent  être  con- 
sidérées comme  les  rapports  de  quatre  fonctions.  Ainsi,  en  général, 
le  vrai  nombre  des  fonctions  abéliennes  de  p  variables  chacune 
est  4P  —  i,  et  elles  peuvent  être  considérées  comme  les  rapports 
de  f\P  fonctions.  Malgré  la  remarque  faite,  on  peut  dire  que  la  no- 
tion de  fonctions  abéliennes  à  p  variables  a  été  fournie,  ainsi  que 
le  théorème  d'addition  de  ces  fonctions,  par  les  Mémoires  que 
nous  venons  de  rappeler  (Abel,  1826:  Jacobi,  i83a). 

Nous  avons  encore  à  citer,  relativement  au  cas  de  p  =  1  (fonctions 
hyperelliptiques),  deux  Mémoires  extrêmement  remarquables:  l'un, 
de  Gopel,  intitulé  Theoriœ  transcendentiwn  Abelianarum primi 
ordinis  adumbratio  levis  {Journal  de  C relie,  t.  XXXV,  1847); 
l'autre,  de  Rosenhain  (1846),  est  le  Mémoire  sur  les  fondions  de 
deux  variables  et  à  quatre  périodes  qui  sont  les  inverses  des 
intégrales  ultra-elliptiques  de  la  première  classe,  Paris,  i85i 
(Mém.  des  sav.  étrangers,  t.  XI).  Les  deux  auteurs,  généralisant  la 
fonction  thêta  d'une  variable,  considèrent  des  fonctions  analogues 
à  deux  variables  et  y  rattachent  la  théorie  des  fonctions  abéliennes 
de  deux  variables.  On  peut  remarquer  que  les  fonctions  thêta 
sont  certainement  plus  simples  que  les  fonctions  abéliennes. 

Nous  laisserons  de  côté  quelques  Mémoires  de  M.  Weierstrass 
relatifs  à  la  théorie  générale  des  intégrales  hyperelliptiques  de 
genre  quelconque,  pour  arriver  à  Ricmann,  qui  mourut  en  1866,  à 
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l'âge  de  quarante  ans  :  ses  œuvres  complètes  oui  été  publiée 

Leipzig  en  iHj().  .Nous  avons  déjà  mentionné  incidemment  ion 
grand  Mémoire  sur  le-,  fonctions  abéliennes  el  les  fonctions  lh< 
[Théorie  der  AbeVschen  Functionen(J.deCrelle}  t.  LIN  .  1857)]. 
Ace  travail  se  rattache  étroitemenl  la  dissertation  inaugurale  de 
Riemann,  Grundlagen  fâr  eineallgerneine  Théorie derFunctio- 
nen  einer  verànderlichen  Complexen-Grosse\  Gottinguè,  1801  . 
La  méthode  que  Riemann  applique  aux  fonctions  abéliennes  el  -  1 
théorie  préliminaire  des  fonctions  thêta  de  plusieurs  vai  iables  sonl 
fondées  sur  les  principes  généraux  de  la  théorie  <lc>  fonctions  de 
la  variable  complexe  x  +  iy\  et  c'est  ce  qui  me  décide  à  vous  dire 
quelques  mots  de  la  marche  qu'il  a  suivie. 

Riemann  part  des  intégrales  abéliennes  les  plus  générales,  et, 
considérant  les  fondions  inverses  de  ces  intégrales,  c'est-à-dire  les 
fonctions  abéliennes  de  p  variables,  il  définit  la  fonction  thêta  de 
/;  variables  comme  la  somme  d'une  série/?  fois  infinie  d'exponen- 
tielles et  dont  le  terme  général  dépend  de/?  variables;  puis  il  montre 
que  les  fonctions  abéliennes  sont  liées  algébriquement  aux  fonc- 
tions thêta  des  mêmes  arguments.  La  théorie  est  présentée  de  la 
façon  la  plus  sommaire.  Ainsi,  à  l'égard  des  fonctions  thêta,  Rie- 
mann ne  mentionne  même  pas  les  <$p  fonctions  qui  s'en  déduisent, 
et  il  ne  donne  aucune  indication  sur  la  forme  des  relations  algé- 
briques entre  les  fonctions  thêta  et  les  fonctions  abéliennes. 

Le  commencement  du  siècle  fait  époque  dans  la  théorie  des 
équations.  Le  xvme  siècle  allait  finir  quand  Lagrange  publia  son 
Traité  des  équations  numériques,  dont  la  première  édition  est 
de  1798  :  les  notes  de  ce  Traité  contiennent  tout  ce  (pion  savait 
alors  sur  les  équations.  Notre  siècle  commençait  à  peine  quand 
parurent  les  Disquisitioncs  arithmeticœ  (1801)  :  dans  ce  grand 
Ouvrage,  Gauss  expose  sa  théorie  des  équations  binômes  x"  —  1=  o, 
de  degré  premier.  Supprimant  le  facteur  x —  1,  on  obtient  une 
équation  du  degré  n —  1,  décomposable  en  plusieurs  autres  dont 
les  degrés  sont  les  facteurs  premiers  de  n —  1.  Gauss  fut  conduit, 
entre  autres  résultats  remarquables,  à  cette  proposition  de  (  réométrie 
que  les  polygones  réguliers  de  17  et  de  25^  côtés  se  construisent 
rien  qu'avec  la  règle  et  le  compas. 

Après  Gauss  vint  Abel,  dont  les  travaux  parurent  entre  iS:>.6*  et 
1829.  On  lui  doit  la  preuve  de  l'impossibilité  de  résoudre  l'équa- 
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lion  du   cinquième  degré  au  moven  de  radicaux:  plus,    de    ti    • 
importantes  recherches  sur  le  problème  prierai  de  la  résolution 
algébrique  des  équations,  enfin  la  théorie    de  toute  une    c     iss 
d'équations  auxquelles  on  a  donné  son  nom.  Abel  appliqua  s    - 
méthodes  à  deux  questions  bien  distinctes  :  diviser  l'argument  et 
diviser  les  périodes  des  fonctions  elliptiques,  ainsi  qu'au  problème 
particulièrement   intéressant  de   la  lemniscate.  Mais   c'est   Gai 
•  né  en  1811.  tué  en  duel  en  i83a)  qui  établit   la  théorie  la  plus 
complète  de  la  résolution  algébrique  des  équations.  Pour  son  obj 
il  inventa  les  groupes  de  substitution.  C  est  encore  à  Galois   que 
sont  dus  les  résultats  les  plus  remarquables  touchant  une  cla- 

juations.  les  équations  modulaires,  qui  se  présentent  aussi  dans 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  En  1 835.  Jerrard  donna  - 
transformation  de  l'équation  générale  du  cinquième  degré.  En  8  ~ 
a  paru  un  Ouvrage  approfondi  de  M.  Jordan,  le  Traité  des  substi- 
tutions et  des  équations  a  _  iques:  il  suffit  de  jeter  un  coup 
d'oeil  sur  la  table  des  matières  de  ce  Traité  pour  reconnaître  l'im- 
mense extension  prise,  comme  je  vous  le  disais,  par  cette  branche 
des  Mathématique- 

La  théorie  des  nombres  a  été  représentée  au  commencement  du 
:  le  par  l'Ouvrage  de  Leîrendre  »  Th.  é-rie  des  nombres.  1 re  édition . 
i-q8»,  que  suivirent  de  pr-rs  les  Disquisitiones  arithmeticœ  de 
Gauss  1  Soi  ). Les  Disquisitiones  contiennent  une  théorie  des  nom- 
bres réels.  On  v  voit  apparaître  la  notion  de  congruence:  on  v  trouve 
une  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  des  rési  Jus  quadraliqi: 
ainsi  que  la  théorie  complète  des  formes  quadratiques  binaire  - 
déterminant  positif  et  à  déterminant  négatif,  avec  la  première 
théorie  de  la  composition  de  ces  formes.  Gauss  donne  aussi  un 
commencement  de  théorie  des  formes  quadratiques  ternaires  et 
une  théorie  à  laquelle  nous  avons  déjà  fait  allusion  :  je  veux  dire 
la  résolution  de  1  équation  binôme  xtt  —  1  =  ©.  Il  étudie  les  racir 
ou  périodes  de  racines  dont  se  composent  les  irrationnelles  qui 
vent  d'unités  dans  des  théories  ditlici les.  fort  travaillées  depuis. 
Ainsi  l'imaginaire  1  de  lanalvse  élémentaire  se  présente  comme 
une  racine  de  l'équation  xx  —  1=0.  <_.  uss  qui  reconnut  le 

premier  la  nécessité,  pour  étudier  des  quantités  réelle-  -  -  lus 
biquadraliques  ».  de  faire  usage  des  nombres  complexes  men- 
tionnes plus  haut  :  leur  forme  générale  est  a  -f-  ///.  a  et  b  étant 
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entiers  positifs  ou   n   _  itifs,  -  ma  •  \-  lare  zéro.  Les  pro|  de 

ces  nom  1  nplexes  onl  fait  l'objet  des  recherches  de  Lejeui 

Dirîchlet,  et  il   existe   maintenant   une    théorie  complète  de   i 

nombres,  qui  correspond  élément  pai  élémenl  .1  la  1  li»'-« »r i»-  j>1  u ^ 
ancien.  s  nombres  réels.  1.  !•    :  ses  nombres  prem  m- 

î,  ses       -      is,  1     loi  de  réciprocité      -   -  formes  qnadi 
tiq     i1       .  ^  1  ^ i -  elli  :it<-  plus  de  variété  el  de  complication; 

les  démonstrations  3  sonl  plus  laborieuses,    vu  lieu  de  l'équation 

—  1=0.  on  peul  considérer  l'équation  xz  —  1  ==  tudier 
les  nomlji  -  Les  a  —  frp  compost  -  abiqae 
imaginaire  de  1  unit            -t  là  encore  une  nouvelle  théoi 

lement    étudiée   par    Eîsenstein,  el    qui    correspond 
nombres  a  —  bi,  sans  se  confond  elle.  C'est  K.ummer  qui  a 

abordé  le  premier  le  c   -,     léraloùl  sant/testun  nombre  premier 

quelconque  :  ici  interviennent,  an  lieu  des  racines  elles-mén 
périodes  de  racines.   Ain?i.  it  —  1   étant  égal  à  <-f.  -i  l'on  <l   -  _ 

par  7) u  7)2 ïj«.  les   e  périodes  dont  chacune  est  la  -umme  de 

/racines  de  l'équation  xn  —  1  =  o,  <»n  aura  à  lérer  de  nou- 

veaux nombres  complexes  de  la  forme  a{rl{  —  orr.  -f-  .  .  .  — a 

(a{."_ ae  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs  sans  exclure 

I     mme  cas  particulier,  on  peut  supposer/  =  1 .  et  la  théorie 

-  périodes  contient  celle  de-  racines  elles-m  -  est  là  une 
nouvelle  théorie  tr^-  générale  qui  comprend  les  entiers  comple: 

a  — ■  bi  et  a  +  ba.  Mais  ici  se  présente  une  particularité  remar- 
quable. Les  nombre-  premiers  parmi  les  nombres  complexes  a  —  bi 
ela-T-  bz  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  nombres  premi<  - 
réels.  Ainsi  un  nombre  non  premier  n  est  décomposable  que  dune 

manière  en  un  produit  de  facteurs  premiers;  les  puiss 
d'un  nombre  premier  n'admettent  d'autres  diviseurs  qu»-  des  pu  - 

ices  moindre-  de  ce  même  nombre  :  par  exemple,  si  p  est  premi 
p3  ne  peut  être  égal  à  un  produit  de  deux  facteurs  \  el  I»  en 
luant  la  décomposition  évidente/?1  =p.p*  U  Dans  le  cas  général 
des  nombres  complexes  de  la  forme  aK  r.  —  "/^  —  ...  —  <7r7,,»,  il 
n'en  est  plus  ain-i:  mais  l'exception  ne  se  présente  que  pour  des 
valeurs  d^  n  égales  ou  supérieures  à  2  ».  Parmi  les  noml  m- 

-és  avec  le-  racines  vingt-trois  s   de   l'unité,  il    existe   des 

nombres  premiers  //  pour  lesquels  on  a  p  '  —  xB.  Pour  expliquer 
ce  fait,  il  faut  recourir  à  la  notion  des  nombres  idéaux  :  un 
nombre  premier  p  ne  peut,  d'après  sa  définition,  être  le  produit  d<- 
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deux  nombres  effectifs;  mais,  dans  l'exemple  ci-dessus,  le  nombre 
p  est  le  produit  de  deux  nombres  idéaux  ayant  respectivement 
pour  cubes  les  deux  nombres  effectifs  A  etB,  et  c'est  ainsi  qu'on  a 
pi  —  AB.  Telle  est,  ce  me  semble,  la  voie  la  plus  facile  à  suivre 
pour  acquérir  la  notion  des  nombres  idéaux.  Quant  à  la  manière 
de  traiter  ces  nombres,  c'est  chose  beaucoup  plus  difficile.  (Voir 
le  grand  Mémoire  de  Rummer  inséré  dans  le  Journal  deCrelle, 
t.  XXXV,  1847?  et  ^nt'LLllé  :  Ueber  die  Zerlegung  der  aus  Wur- 
zeln  derEinheit  gebiideten  Complexen-Zahlen  in  ihrePrimfae- 
toren.)  Un  nombre  idéal  se  révèle,  sans  jamais  être  isolé,  dans  les 
propriétés  du  nombre  premier  dont  il  est  un  facteur,  et  cela  abs- 
traction faite  du  théorème  subséquent  d'après  lequel  il  y  a  tou- 
jours des  puissances  d'un  nombre  idéal  qui  sont  des  entiers 
actuels.  Dans  les  derniers  développements  que  la  théorie  des 
nombres  a  reçus  de  Dedekind  (*),  les  irrationnelles  prises  pour 
unités  sont  les  racines  des  équations  irréductibles  qui  ont  pour 
coefficients  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  celui  de  la  plus  haute 
puissance  de  x  étant  l'unité.  Alors  se  pose  cette  question  :  quels 
seront  les  analogues  des  nombres  entiers?  Dans  le  cas  très  simple 
de  l'équation  x2  -+-  3  =  o,  on  prendra  pour  un  entier  l'expression 
i  (  1  -f-  i\/3)  dont  la  forme  semble  fractionnaire  et  qui  a  pour  cube 
l'unité  :  c'est  le  symbole  p  dans  la  théorie  d'Eisenstein.  Enfin  il 
faut  mentionner  une  théorie  des  nombres  complexes  qui  est,  à  ce 
qu'il  semble,  entièrement  distincte  des  théories  précédentes  : 
c'est  la  théorie  des  imaginaires  de  congruence  établie  par  Galois. 
On  appelle  ainsi  les  nombres  imaginaires  qui  vérifient  une  con- 
gruence sans  solutions  réelles.  La  congruence  x2  —  2  =  0  (mod.  5) 
par  exemple  n'a  aucune  racine  réelle;  mais  prenons  pour  solution 
une  imaginaire  i,  l'autre  solution  sera  —  i\  et  nous  aurons  à  con- 
sidérer le  système  des  nombres  complexes  a  -f-  bi  (mod.  5),  c'est- 
à-dire  les  52  nombres  obtenus  en  attribuant  successivement  à  cha- 
cun des  deux  coefficients  a  et  b  les  cinq  valeurs  0,1,  2,  3, 4-  De 
même  et  plus  généralement,  considérons  la  congruence  F  (x)  =  o 
d'ordre  n  et  de  module/?  (/?  étant  un  nombre  premier  quelconque), 
el  désignons  par  i  une  racine  imaginaire  de  cette  congruence.  On  en 
déduil  le  système  dès  nombres  complexes^/  -h  bi-t-ci-  -f-  ...  -+-kin~* , 


(')  Sur  la  théorie  des  nombres  entiers  algébriques  {Bulletin,  1"  série, t.  XI,  el 
■-  série,  t.  II). 
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1rs   coefficients  af  b /,  ayanl    l'une  quelconque   des   valeurs 

O,  1,2,  .  .  .,/?  —  !. 

En  ce  qui  concerne  la  théorie  des  formes  réelles,  non-,  signa- 
lerons, en  dehors  des  formes  quadratiques  binaires  et  ternaii  es,  qui 
ont  été  étudiées  très  complètement,  les  formes  quadratiques  â  «jimi  i  e 
et  à  plusieurs  variables,  auxquelles  se  rattache  comme  cas  très 
partieulier  la  décomposition  d'un  nombre  en  quatre  carrés  on  en 
n  earrés.  Ou  a  l'ait  aussi  des  recherches  suc  les  formes  binaire 
eubiques  et  biquadratiques,  et  sur  les  loi  uns  cubiques  ternaires. 
Les  formes  quadratiques  binaires  ont  été  étudiées  à  propos  des 
entiers  complexes  a  n-  bi. 

Un  sujet  qui  semble  isolé  dans  la  théorie  des  nombres,  le  théo- 
rème de  Fermât  sur  l'impossibilité  de  la  relation  x'  +  y''  =  z'  pour 
A  >  3,  a  donné  lieu  à  des  recherches  du  plus  grand  intérêt,  mais 
de  la  plus  grande  difficulté. 

En  dehors  de  nos  Mathématiques  ordinaires,  il  existe  quelques 
théories  que  je  ne  puis  passer  sous  silence  :  ce  sont  des  théories  qui 
confinent  à  l'Algèbre,  à  la  Géométrie,  à  la  logique.  Ici  comme  en 
maint  autre  endroit,  il  est  difficile  de  tracer  une  ligne  de  démarca- 
tion. Dans  les  Mathématiques  ordinaires,  nous  employons  des  sym- 
boles qui  ne  représentent  pas  des  nombres,  que  nous  combinons 
néanmoins  par  voie  d'addition  et  de  multiplication,  et  qui  peuvent 
ne  pas  obéir  à  la  loi  de  commutativité  ab  =  ba  :  c'est  ce  qui  a  lieu 
ou  peut  avoir  lieu  en  particulier  pour  les  symboles  d'opération. 
On  ne  peut  pas  dire  que  la  théorie  de  tels  symboles  n'intéresse  | 
l'Algèbre  ordinaire.  Mais  je  place  en  dehors  des  Mathématiques 
ordinaires  le  système  d'Algèbre  multiple  ou  d'Algèbre  associative 
linéaire,  développé  dans  le  remarquable  Mémoire  de  feu  Benjamin 
Peirce,  intitulé  Algèbre  associative  linéaire  (  i  8;o),  et  réimprimé 
en  1 88 1  dans  Y 'American  Journal  of Mathe nia tics  (t.  1\  )  avec  des 
notes  et  additions  de  G. -S.  Peirce  fils.  L'auteur  considère  des 
symboles  A,   B,  ...,  qui    sont   des  fonctions  linéaires  d'un  certain 

nombre  de  lettres  ou  unités  î,j,  A\  l ayant  pour  coefficients 

des  expressions  algébriques  ordinaires,  réelles  ou  imaginaires, 
c'est-à-dire  de  la  forme  générale  x  4\Vy  —  i.  Les  lettre-  /'.  /,  .  .  . 
sont  telles  que  tout  produit  de  deux  d'entre  elles  r,  ij\ji\  .  .  .  (ij 
n'étant  pas  généralement  égal  kji)  est  égal  à  une  fonction  linéaire 
de  ces  lettres;  mais  elles  obéissent  à  la  loi  d'associativité.  I  n  produit 
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de  trois  lettres  est  défini  par  l'égalité  ij'.k=^  i.jk  de  sorte  qu'il 
n'existe  qu'un  seul  et  unique  produit  de  trois  ou  plusieurs  lettres,  ou 
ce  qui  revient  au  même,  les  lois  de  combinaison  des  unités  i,J,  k 
sont  définies  par  une  table  de  multiplication  donnant  les  valeurs 
de  i1  if,  ]i,  •  •  •  •  ^es  nnités  primitivement  considérées  peuvent  être 
remplacées  par  des  fonctions  linéaires  de  ces  unités,  de  manière  à 
donner  lieu,  pour  les  unités  définitivement  adoptées,  à  une  table  de 
multiplication  delà  forme  la  plus  simple.  On  remarquera  combien 
de  fois  on  y  rencontre  des  symboles  de  nullité  ou  d'équivalence 
(ail  potent  or  idem  pote  nt)  ï2  =  o  ou  i1  =  i  et  des  symboles  i,j 
tels  que  if  =ji  =  o,  et  quelle  simplicité  en  résulte  pour  les  tables 
de  multiplication  qui  définissent  les  divers  systèmes. 

J'ai  parlé  de  cette  algèbre  multiple  avant  de  signaler  diverses 
théories  géométriques  de  date  plus  ancienne,  parce  que  je  consi- 
dère l'algèbre  de  Peirce  comme  étant  le  vrai  fondement,  le  principe 
analytique  de  ces  théories.  On  ne  peut  chercher  à  réaliser  direc- 
tement les  notions  d'addition  ou  de  multiplication  des  segments, 
des  aires,  des  relations,  des  forces  et  autres  grandeurs  géométri- 
ques, cinématiques  ou  mécaniques.  Il  convient  de  formuler  comme 
il  suit  leur  théorie  générale.  On  considère  chacune  de  ces  grandeurs 
comme  déterminée  par  les  paramètres  a,  b,  c,  qui  la  définissent 
(par  exemple,  s'il  s'agit  d'un  segment  de  droite  donné  en  grandeur 
et  en  position,  ces  paramètres  seront  la  longueur  du  segment,  les 
coordonnées  de  son  origine  et  les  cosinus  de  la  direction  qui  va  de 
son  origine  à  son  extrémité);  on  représente  cette  grandeur  par  une 
fonction  linéaire  ai  +  bj  -\-  ck  H-...  forméeavec  une  série  donnée 
d'unités  i,  j,  k,  ayant  pour  coefficients  les  paramètres  <7,  b,  c. 
Inversement  une  telle  fonction  linéaire  représente  une  grandeur  de 
l'espèce  en  question.  Deux  grandeurs  données  de  même  espèce 
sont  représentées  par  deux  fonctions  linéaires:  la  somme  des  deux 
fonctions  linéaires  est  une  pareille  fonction  linéaire  et  représente 
une  troisième  grandeur  de  même  espèce  que  les  deux  premières  et 
([lie  nous  pouvons  regarder  comme  leur  somme;  le  produit  de  ces 
deux  fonctions  linéaires  (  effectué  dans  un  ordre  déterminé  s'il  n'est 
pas  commutatif)  représente  une  grandeur  de  même  espèce  qu'on 
peut  regarder  comme  le  produit  (effectué  dans  le  même  ordre)  des 
deux  premières  grandeurs.  Ainsi  est  établie  la  notion  de  la  somme 
de  deux  grandeurs  et  de  leur  produit  effectué  dans  un  ordre  déter- 
miné, s'il  n'est  pas  enmmulut if.  La  valeur  de  la  théorie  relativement 
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à  chaque  ordre  <l<-  grandeur  dépendra  «lu  bj  stème  d<  s  unités  qu'on 
choisira  et  des  lois  de  leur  combinaison,  qu'on  devra  établir  de 
telle  manière  que  les  sommes  <-i  les  produits  de  i  et  grandeurs  aïeul 
une  signification  géométrique,  cinématique  ou  mécanique. 

Parmi  les  théories  géométriques  qui  nous  occupent,  il  j  ;i  la 
théorie  d'Ârgand,  de  Warren  <-t  de  Peacock  sur  les  imaginaires 
en  Géométrie  plane;  La  très  remarquable  el  très  importante  théorie 
des  quaternions  de  Sir  W.-K.  Hamilton;  !<•>  théories  développa 
dans  V  A  usdehnungsiehre  de  Grassmann  |  i  8  \  i  et  186a  :  la  théorie 
des  biquaternions  de  Cliiï'ord,  et  l'extension  récente  de  la  théorû 
de  Grassmann  à  l'espace  non  euclidien,  extension  due  à  Homer- 
sham-Gox.  Ces  diverses  théories  ont  naturellement  été  développées, 
non  pas  en  partant  du  point  de  vue  d'où  je  viens  de  les  considérer, 
mais  des  points  de  vue  spéciaux  de  leurs  auteurs. 

Les  symboles  littéraux  x,  y,  . .  .  employés  par  Boole  dans 
Laws  of  thought  (  1 854)  pour  représenter  les  choses  comme 
objets  de  nos  conceptions,  sont  des  symboles  qui  obéissent  an\ 
lois  du  calcul  algébrique  (lois  de  distributivité,  de  commutati- 
vité  et  d'associativité),  mais  de  plus  ils  sont  tels  qu'on  a  pour 
l'un  quelconque  d'entre  eux,  x  par  exemple,  x  —  a?2  =  o,  cette 
équation  n'impliquantpas,  comme  dans  l'Algèbre  ordinaire,  que  X 
soit  nul  ou  égal  à  i.  Dans  la  dernière  Partie  de  l'Ouvrage  de  Boole 
sur  la  théorie  des  probabilités,  on  voit  difficilement  la  signification 
précise  des  svmboles  employés;  et  la  théorie  remarquable  qui 
y  est  développée  me  semble  avoir  été  laissée  dans  l'oubli,  sans  qu'on 
l'ait  suffisamment  discutée.  Dans  un  autre  essai  intitulé  On  Propo- 
sitions numcrically  défini  te,  le  même  auteur  se  place  encore  sur 
les  confins  de  la  logique  et  des  mathématiques.  Je  ne  puis  ici 
parler  des  autres  systèmes  de  logique  mathématique;  mais  je 
mentionnerai  VAlgebra  of  Logic  {^American  Journal  of  Math,, 
t.  III),  où  M.  C.-S.  Peirce  établit  une  notation  pour  les  termes  rela- 
tifs qui  se  rattachent  aux  systèmes  d'unités  de  l'algèbre  associa- 
tive linéaire. 

On  peut  aussi  rattacher  à  la  logique  VAbzàhlende  Géométrie 
de  Schubert  (1878).  Mais  c'est  une  théorie  essentiellement  mathé- 
matique et  de  la  plus  grande  importance.  Elle  traite  ce  problème 
général:  combien  y  a-t-il  de  courbes  ou  de  ligures  d'espèce  donnée 
qui  satisfassent  à  certaines  conditions?  Par  exemple,  combien  \ 
a-t-il  de  coniques  tangentes  à  quatre  coniques  données  ?  Ces  sortes 
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de  questions,  restreintes  aux  coniques,  ont  été  étudiées  d'abord 
par  Chasles,  à  qui  on  doit  la  belle  théorie  des  caractéristiques  jjl  et  v 
des  coniques  satisfaisant  à  quatre  conditions.  MM.  Maillard  et 
Zeuthen  se  sont  occupés  des  mêmes  questions  relativement  aux 
cubiques  ou  auxquartiques.  Enfin  l'Ouvrage  de  Schubert  présente 
un  corps  de  doctrine  très  étendu.  Il  faut  remarquer  que  les 
svmboles  de  Schubert  sont  primitivement,  non  pas  des  nombres, 
mais  des  symboles  purement  logiques  :  par  exemple,  la  lettre  g 
exprime  la  condition  qu'une  ligne  doit  couper  une  ligne  donnée; 
g2  exprime  qu'elle  doit  couper  deux  lignes  données,  et  ainsi  du 
reste.  Puis  l'auteur  combine  ces  symboles  conformément  aux  lois 
du  calcul  algébrique;  mais  ils  n'acquièrent  un  sens  numérique 
que  quand  le  nombre  des  conditions  devient  égal  au  nombre  des 
paramètres  qui  déterminent  la  ligure  considérée. 

Dans  tout  ce  que  je  viens  de  dire  des  théories  en  dehors  des 
Mathématiques  ordinaires,  je  n'ai  eu  en  vue  que  l'immense  extension 
des  Mathématiques  actuelles.  Pour  conclure,  je  constate  que  les 
Mathématiques  ont  constamment  progressé  depuis  les  géomètres 
grecs.  Rien  ne  s'est  perdu,  rien  n'a  périclité.  Les  chefs-d'œuvre 
d'Euclide,  d'Archimède  et  d'Apollonius  sont  aussi  admirables 
aujourd'hui  qu'ils  l'étaient  du  temps  de  leurs  auteurs.  La  méthode 
des  coordonnées  de  Descartes  est  une  acquisition  définitive.  Mais 
jamais  les  Mathématiques  n'ont  été  cultivées  avec  plus  de  zèle 
et  d'ardeur,  ni  avec  plus  de  succès  que  dans  ce  siècle  et  que  dans 
sa  seconde  moitié,  c'est-à-dire  de  nos  jours.  D'immenses  progrès 
ont  été  réalisés;  devant  nous  s'ouvre  un  champ  illimité,  et  l'avenir 
est  plein  de  promesses.  Nous  pouvons  en  toute  confiance  appliquer 
à  notre  science  les  vers  du  poète: 

Yet  I  doubt  not  through  the  âges  one  increasing  purpose  runs, 

And  the  thoughts  of  men  are  widened  with  the  process  of  the  suns  ('). 


(')  Je  ne  doute  pas  qu'à  travers  les  âges  s'accomplisse  un  dessein  de  progrés, 
Et  que  les  pensées  des  hommes  grandissent  avec  le  cours  des  soleils. 
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FRENET  (F.),  Professeur  honoraire  à  la   Faculté   des  Sciem  .  — 

Recueil  d'Exercices  scb  le  Calcul  infinitésimal.   \'   édit.,  i  vol.  in-8". 
xiv-458  p.  Paris,  Gauthicr-Yillars  ;  1882. 

11  y  a  quelque  temps  qu'a  été  publiée  la  quatrième  édition  d< 

Recueil  qui,  depuis  bientôt  trente  ans,  rend  «le  si  importants  ser- 
vices à  l'enseignement  de  l'Analyse  infinitésimale  en  France  el 
même  à  l'étranger,  où  il  a  pris  rang  parmi  les  <  )u\  rages  classiqu 
Cependant  les  Ouvrages  de  cette  nature,  si  rares  chez  nous,  sonl 
extrêmement  nombreux  en  Angleterre  et  en  Allemagne;  m 
aucun  ne  présente,  comme  celui-ci,  une  suite  complète,  continue 
et  graduée  d'applications,  depuis  les  exercices  de  pur  calcul,  diffé- 
rentiation  et  intégration  des  fonctions  explicites,  intégration  des 
équations  différentielles,  jusqu'aux  applications  les  plus  délicates 
de  l'Analyse  à  la  Géométrie.  L'étude  des  courbes  dans  l'espace  a 
particulièrement  suggéré  à  l'auteur  des  applications  intéressantes 
et  nombreuses  des  formules  si  élégantes  et  si  simples  qu'il  a  depuis 
longtemps  découvertes  sur  la  double  courbure  des  lignes. 

Quant  aux  sujets  des  exercices  de  Géométrie  plane,  beaucoup 
sont  empruntés  à  la  plupart  des  courbes  célèbres  ;  et,  pour  plusieurs, 
la  réunion,  facilitée  par  des  renvois  et  une  Table  analytique,  des 
articles  où  sont  établies  les  diverses  propriétés  de  chacune,  en 
constitue  une  étude  parfois  très  complète. 

Enfin  les  renseignements  historiques  et  les  compléments  théo- 
riques qui  s'y  trouvent  intercalés  font  de  ce  Recueil  un  Ouvrage 
considérable  et  unique. 

Chacune  de  ses  éditions  successives  lui  a  d'ailleurs  apporté 
quelque  perfectionnement.  Celle-ci  se  distingue  surtout  de  la  troi- 
sième par  un  notable  accroissement  du  nombre  des  exercices. 
Signalons  particulièrement  toute  une  série  nouvelle  relative  à  1  in- 
tégration des  équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre.  D'ailleurs  les  anciennes  questions  ont  été  soigneu- 
sement revues,  et  plusieurs  ont  reçu  des  développements  utiles  ou 
d'heureuses  modifications.  Enfin  l'Ouvrage  esl  complété  par  la 
Table  analytique  déjà  mentionnée,  donl  le  bul  est  de  favoriser  les 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  \  III.  (Mars  188^.)  6 
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recherches  et  de  permettre  le  rapprochement  des  divers  passages 
qui  se  rattachent  à  un  même  sujet.  En  la  parcourant,  les  personnes 
qui  ont  fait  usage  de  la  troisième  édition  apprécieront  la  variété  et 
l'intérêt  des  questions  nouvelles  dont  le  Recueil  se  trouve  enrichi. 

Cette  édition  est  donc  nettement  supérieure  à  la  précédente, 
mais  ce  n'est  pas  la  dernière,  et  nous  pensons  que  la  prochaine 
devra  encore  être  augmentée. 

Lors  de  la  première  apparition  de  ce  Recueil,  en  i856,  il  ren- 
fermait des  applications  de  théories  non  contenues  dans  les  pro- 
grammes d'alors.  Mais  le  temps  a  marché,  les  programmes  se  sont 
étendus,  et  ces  théories,  avec  d'autres  encore,  sont  devenues  obli- 
gatoires. A  leur  tour,  elles  exigent  de  nouveaux  exercices  sur  les 
propriétés  des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  et  leurs  déve- 
loppements, sur  l'intégration  entre  des  limites  imaginaires,  sur  la 
réduction  aux  intégrales  elliptiques,  sur  les  fonctions  elliptiques  et 
les  fonctions  Q,  etc.,  etc.,  toutes  choses  qui  font  maintenant  partie 
de  l'enseignement  classique. 

C'est  donc  un  perfectionnement  tout  indiqué  pour  une  prochaine 
édition.  J.   Collet. 


CESARO  (E.).  —  Sur  diverses  questions  d'Arithmétique,  i  vol.  in-8, 

352  p.  Bruxelles;  i883. 

Le  Volume  publié  par  M.  Cesâro  contient  vingt  Notes  se  rap- 
portant à  des  sujets  analogues  que  l'auteur  traite  par  des  mé- 
thodes uniformes,  des  extraits  de  Lettres  adressées  à  M.  Catalan, 
à  M.  Hermite,  et  quelques  Notes  supplémentaires  dont  les  unes 
permettent d'éclaircir ou  d'étendre  quelques  propositions  antérieu- 
rement démontrées,  dont  les  autres  se  rapportent  à  divers  points 
d'analyse.  C'est  surtout  des  vingt  premières  Notes  que  nous  nous 
occuperons. 

Elles  sont  toutes  d'un  caractère  très  élémentaire,  bien  que 
quelques-unes  touchent  aux  parties  les  plus  élevées  de  l'Arithmé- 
tique ;  l'auteur  y  établit  un  certain  nombre  d'identités,  habituel- 
lement faciles  à  démontrer,  et  montre,  par  des  applications  nom- 
breuses, la  fécondité  de  ces  identités;  il  rencontre  ainsi  un 
nombre  considérable  de  formules    :   les   unes   sont  nouvelles,  les 
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autres  déjà  connues;  parmi  ces  dernières,  plusieurs  avaient  été 
données  par  M.  Liouville,  le  plus  souvent  sans  démonstration. 
M.  Gesaro  applique  ensuite  ses  formules  et  ses  méthodes  i  I*  dé- 
termination des  fonctions  asymptotiqnes  de  diverses  fonctions 

numériques. 

Nous  signalons  dans  ce  qui  suit  un  certain  nombre  des  identités 
que  considère  M.  Gesaro. 

Soit  n  un  entier  positif,  et  soit  qp  =     -     le  plus  grand  entier 

contenu    dans  ->  p  étant  aussi  un  entier  positif;  f(x)  étant  une 
P 

fonction  quelconque  de  l'entier  positifs,  soit 

F(*)=/(t)-t-/(*)-+-...  •+•/(*). 

on  aura 

|  F(^1)-+-F(^)+--.+  F(^) 

(        =  9i/(0  H-  ?i/(2)  +  -+î«/(n). 


(0 


Soient  a',  br,  c\  . . .  les  diviseurs  de  l'entier  x  et  /(#),  g(x)  «les 
fonctions  quelconques  de  x;  si  Ton  pose 

F(*>=/(a')H-/(ô')-H/(<0+..>, 

G{œ)  =  g{a')  +  g{b')  +  g{c')+..., 


on  aura 


(2) 


o(.)/(y+o(»x^î)+.o(.)/(| 

(       -FW*(5)  +  F(i),(È)  +  <w(S) 


a,  6,  c,  ...  étant  les  diviseurs  de  l'entier  /i.  M.  Cesâro  donne  de 
nombreuses  applications  de  cette  identité,  en  mettant  à  la  place 
des  fonctions  f  et  g  diverses  fonctions  numériques,  la  fonction 
<?(x)  qui  indique  le  nombre  de  nombres  premiers  à  x  et  non  supé- 
rieurs, la  fonction  0(#)  qui  indique  le  nombre  des  diviseurs  dex}  la 
fonction  Jx  qui  exprime  la  somme  des  diviseurs  de  x,  la  fonc- 
tion ~k(x)  égale  à  -f-  i  ou  à  —  i,  suivant  que  le  nombre  de  fac- 
teurs premiers  qui  entrent  dans  x  est  pair  ou  impair,  la  fonction 
~(x)  qui  indique  le  nombre  des  diviseurs  premiers  de  x,  la  fonc- 
tion tù(x)  qui  exprime  le  nombre  de  manières  dont  on  peut  dé- 
composer x  en  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux, 
la  fonction  \*-(x)  considérée  par  M.  Mertens  et  qui  est  égale  .xi  o 
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si  x  admet  des  diviseurs  carrés  autres  que  i,à+i  ouà  —  i  sui- 
vant que  x  est  composé  d'un  nombre  pair  ou  impair  de  facteurs 
premiers  inégaux,  la  fonction  iz(oc)  qui  représente  le  produit  de 
tous  les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  x,  affectés  du  signe  — . 
Remarquons  encore  que  l'identité  (2)  subsiste  si  l'on  prend 
pourF(x)  et  G(x)  deux  fonctions  plus  générales  que  celles  qui 
ont  ('té  considérées,  savoir 


F(.r)  =  -|(a')/(|)+^(^)/(| 


les  quantités  x,  «',  b',  c' ,  ...  conservant  le  même  sens  que  précé- 
demment. 

En  conservant  aux  quantités  F(x)  et  G(x)  la  signification 
plus  particulière  quiaété  d'abord  expliquée,  l'identité(2)  conduit 
à  l'égalité 

^     '  JLi     II"1      Àsà     II"1  JLà     11"1     £à 


11"1 

les  sommations  étant  relatives  à  la  lettre  11  et  s'étendant  depuis 
11  —  1  jusqu'à  n  =  00  . 

Les  séries,  bien  entendu,  sont  supposées  convergentes. 

Chacun  des  deux  membres  de  l'identité  (3)  est  égal  à 

^  H(n  ) 

Jswà        II"1 

en  faisant 

H(n)=/(a)G^JH-/(6)G^)+..., 

où  <?,  &,  ...  sont  tous  les  diviseurs  de  n.  Cette  identité  contient 

une  proposition    due   à  Liouville,    et    qui   s'exprime    par  Féga- 

lilé 

y  cp(  n)        Sm-i 

où 

s    =  —  =  —  -+- 


M.  Cesâro  montre  de  même  que  Ton  a 


y/n. 
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et  donne  un  très  grand  nombre  de  formules  analogues,  où  figu- 
rent, entre  autres,  les  diverses  fonctions  numériques  que  l'on  ;i 
énumérées  un  peu  plus  baul  ;  signalons  celle  ci,  en  particuli< 

où,  dans  le  premier  membre,  ou  doil  mettre  à  la  place  de  p  les 
divers  nombres  premiers. 

En  désignant  par  (x,  y)  Je  plus  grand  commun  diviseur  d 
ely,  par  <[»(/w)  une  ibnetion  quelconque  de  l'entier  m,  posons 


F(.,-t(«L«)+t(ïf) 


où  a  est  un  diviseur  quelconque  de  n  et  où  a,  3,  ...  sont  J- »s 
nombres  premiers  à  a  et  non  supérieurs  à  a  ;  appelons  or,  &,  C,  . . . 
tous  les  diviseurs  de  ;i  ;  on  aura 

/  *(i)/(»>i)-f-4'(a)/('»,.a)H-...H-4'(ii)/(it,it) 

(4)     |  -'(.)/(-:)+fw(;)+fW(s)+.... 

En  désignant  par  a,  (3,  y,  . . .  les  ©(/?.)  nombres  premiers  ;'i  n  et 
non  supérieurs  à  n,  et  en  posant 

F(^)=/(a)H-/(6)-f-/(c)4-...J 

où  l'on  suppose,  pour  la  première  égalité,  que  r/,  A.  <\  ...  sont 
tous  les  diviseurs  de  x  et,  pour  la  seconde,  que  />  est  un  des 
nombres  à,  (3,  y,  . . .,  on  aura 

j       =G(a)/(a)  +  G(?)/(?)  +  G(T)/iT)-.... 

L'identité  (4),  par  exemple,  fournit  les  suivantes  : 

iz(a)o(a)         Tz(ù)o{b)  i 


—  » 


<(- 


ô1  n 


am  ^m  (-)+^(P/b(t)  +  1"=I'"  4-  a"1  -h . . .  -h  //  '" . 

Dans  ces  deux  égalités,  a,  A,  c,  . . .  son!  les  diviseurs  de  //,  n 
est  une  fonction  définie  ci-dessus,  fm(&)  <>sl  ';l  somme  des  m'  ' 
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puissances  des  nombres  premiers  à  x  et  non  supérieurs  à  x.  La 
seconde  de  ces  identités  est  due  à  M.  Liouville. 

L'identité  (i)  est  susceptible  d'une  importante  généralisation  : 
laissons  les  fonctions  g(x)  et  f(x)  arbitraires  et  soient  toujours 

X  X 

1  1 

supposons  que  de  l'inégalité  y^  ty(x)  on  puisse  tirer  x  ^  ty(y)  et 
désignons,  pour  abréger,  par  qp  et  q  les  plus  grands  entiers  conte- 
nus dans  <\>(p)  et  <]/ (p) ;  on  aura 


(6) 


=  /(i)G(?i)+/(a)G(gr,)-t-/(3)G(gr,) 


Par  exemple,  si  a,  by  n  sont  trois  entiers  positifs  quelconques, 

l'inégalité 

n  —  bx 


a 
entraîne 


A< — ^— , 

et  l'inégalité  (6)  donne,   comme  cas  très  particulier,  l'élégante 
relation 


signalée  à  M.  Cesâro  par  M.  Hermite. 

Les  huit  dernières  Notes  sont  consacrées,  en  général,  à  la  re- 
cherche d'expressions  asymptotiques  de  diverses  fonctions  numé- 
riques ou,  suivant  le  langage  de  l'auteur,  à  la  recherche  de  valeurs 
moyennes.  Le  point  de  départ  de  ces  recherches  a  été  l'étude  d'un 
certain  nombre  de  théorèmes  contenus  dans  un  Mémoire  Sur 
quelques  applications  de  la  fonction  gamma  à  la  théorie  des 
nombres,  présenté  par  M.  A.  Berger  à  la  Société  des  Sciences 
d'Upsal  en  avril  1880,  et  dont  M.  Catalan  a  publié  quelques  ex- 
traits dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  sous  ce 
titre  :  Théorèmes  extraordinaires.  La  marche  suivie  par  M.  Ce- 
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sâro  lui  a  permis  de  retrouver  plusieurs  des  théorème*  de  M.  B<  i- 

ger  et  d'autres  propositions  beaucoup  plu-  générait 

Si  l'expression 

T"(l)-4-Y"(a)-4-...H    '>'/'• 


// 


tend,    lorsque  n  augmente   indéfiniment,   vers    une    limite    finie, 

M.Cesaro  appelle  cette  limite  valeur  moyenne  de  la  fonction  i    N   ; 
plus  généralement,  si  les  deux  fonctions 

fr(l)H-<Ka)+...-H«Kn)     y(1)  +  y(a)H-...+  y(w) 

tendent  vers  une  même  limite  finie,  il  dit  que  la  fonction  dt(N)est 
égale,  en  moyenne,  à  la  fonction  <|/(N). 

Ces  définitions  admises,  si,/(#)  étant  une  fonction  quelconque 
de  l'entier  x  dont  les  diviseurs  sont  «,  b,  c,  . . .,  on  fait 

*(*)=/(«)-+-/(&) +/(c)+..., 
M.  Cesâro  montre,  en  partant  de  l'égalité 

«KO  -+-  <Ka)  +  •  •  •+  Hn)  =  ?i/(0  +  VîfW  ■+■  •  •  •■+■  Çnf(n), 

que,  si  la  série 

/(l)  +  1/(2)  +  1/(3)+... 

est  convergente  et  si 

fini  ^[/(i)+/(2)+/(3)+...+/(^)]  =  o, 

la  fonction  <]>(N)  est  égale,  en  moyenne,  à 

/(l)  +  ±/(2)  +  l/(3)+.... 

Par  exemple,  la  somme  des  inverses   des   miàme>   puissances  des 

diviseurs  d'un  nombre  est  égale,   en  moyenne,  à  la  somme  de  la 

série 

i  i 


i  + 


2'«-M  3"iH_1 


Ce  théorème,    dans   le   cas   de   m  =  a,    avait    été   signalé   par 


M.  Berger. 
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La  différence  entre  le  nombre  des  diviseurs  impairs  et  le  nombre 
des  diviseurs  pairs  d'un  nombre  entier  est  égale,  en  moyenne,  au 
logarithme  népérien  de  2,   .... 

Par  une  voie  un  peu  différente,  l'auteur  arrive  à  cette  proposi- 
tion : 

La  somme  des  mièmes puissances  des  diviseurs  d'un  nombre  N 
est  égale,  en  moyenne,  à  la  mième puissance  de  ce  nombre,  mul- 
tipliée par  la  somme  de  la  série 


En  se  servant  toujours  des  mêmes  identités,  M.  Cesâro  parvient 
aux  valeurs  moyennes  des  fonctions  w(N),  <p(N),  9(N)  que  Di- 
richlet  avait  déjà  données;  il  discute  avec  détail  la  solution,  don- 
née dans  le  Bulletin  par  M.  Perott,  du  problème  relatif  à  la 
valeur  moyenne  de  <p(N),  ainsi  que  celle  qui  est  due  à  M.  Mer- 
tens. 

Signalons  encore  les  résultats  suivants  : 


h  m- — — ■ =  — 

n  (m  +  i)(m  +  2)  its 


lim  - — — L 


n  im  -+- 1    1 .1. . .  m  \~- 

relatifs  à  la  fonction  fj>m(x)  antérieurement  définie  et  à  la  fonc- 
tion tym(x)  qui  représente  la  somme  des  produits  m  à  m  des 
nombres  premiers  à  x  et  non  supérieurs  à  x,  la  recherche  de  la 
valeur  moyenne  du  nombre  des  restes  obtenus  en  divisant  n  par 
les  nombres  1,  2,  . . .,  n  qui  sont  inférieurs  à  la  moitié  du  diviseur 
correspondant,  la  recherche  de  la  valeur  moyenne  du  nombre  de 
solutions,  entières  et  positives,  de  Péquation 

dans  laquelle  on  suppose  A,  G  positifs  et  4AG  —  B2  =  o2,  valeur 
moyenne  que  M.  Cesâro  trouve  égale  à 

2  8  ~~  8* 
La  dernière   Note   est  consacrée  à  l'analyse  critique  d'un   M<- 
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moire  de  M.  Mertens  :  Ueber  Vertheilung  der  Primzahlen 
[Journal  de  Borchardt,  1878).  C'est  d'ailleurs  an  sujet  sur 
lequel    M.   Cesaro    a    L'intention   de   revenir  dans   un    non 

travail. 

Les  deux  lettres  à  M.  Catalan,  qui  suivent  les  Notes,  l'analyse- 
raient difficilement  :  écrites  avec  un  abandon  qui   n'esl  pas  sans 
agrément,  elles  contiennent  beaucoup  d'idées  qui  semblent  ii 
nieuses  et  dont  M.  Cesaro  saura  sans  doute  tirer  parti,  mais  qui 
ne  sontpas  encore  arrivées  à  une  forme  définitive. 

Dans  la  Lettre  à  M.  Hermite,  dont  nous  avons  déjà  «lit  quelques 
mots,  M.  Cesaro  établit  ce  résultat: 

L'équation  ax  -\~  by  .—  n,  où  a,  &,  n  sont  d<->  nombres  posil  ifs 
dont  les  deux  premiers  sont  premiers  entre  eux,  admet  un  nombre 

de  solutions  entières  et  positives  égales  à  \ —j     4-  1 ,  on   à 

suivant  que  le  reste  de  la  division  de  n  par  ab  a,  on  Don,  la  forme 
a$  +  &a,  a  et  (J  étant  des  entiers  positifs. 

Diverses  autres  Notes  sont  consacrées  à  la  démonstration  <-t  à 
la  généralisation  de  plusieurs  théorèmes  dus  à  M.  Catalan,  à  l'éta- 
blissement de  la  formule  de  Thacker,  à  l'étude  de  quelques  fonc- 
tions numériques.  Enfin  le  volume  de  M.  Cesaro  contient  encore 

tvt  11  a         1  1  r  •  w      \  dlozT(l-\-&) 

une  INote  d  Analyse  relative  aux  lonctions  i.(x)  et  j- 1 

où  l'on  trouvera  une  démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
Stirling,  et  se  termine  par  un  rapport  élogieux  de  M.  Catalan,  lu 
à  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  dan-  la  séance  «lu 
2  mai  1882.  J-   1  • 
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Séance  du  17  août  1883. 

M.  Edouard  Lucas,  professeur  au  Lycée  Saint-Louis  :  Sur  l'a- 
rithmétique figurative.  —  M.  Lucas  se  propose  de  montrer  l'em- 
ploi qu'on  peut  faire  de  l'échiquier  dans  la  théorie  des  permuta- 
tions. Si  l'on  numérote  les  colonnes  d'un  échiquier  carré  de  gauche 
à  droite,  et  ses  lignes  de  bas  en  haut,  chaque  case  sera  déterminée 
par  deux  coordonnées  #,  ^pouvant  avoir  les  valeurs  de  i,  2,  . ..,/*. 

Un  système  de  «jetons  placés  sur  un  échiquier  de  n2  cases,  de 
telle  sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  la  même  ligne  ou  sur  la 
même  colonne,  constitue  une  permutation  figurée  (en  même 
temps  qu'il  donne  une  solution  du  problème  des  tours).  Si  l'on 
considère,  en  effet,  les  jetons  placés  sur  les  colonnes  successives, 
la  suite  formée  par  leurs  coordonnées  présentera  précisément  une 
permutation  des  n  indices  1,  2,  .  .  . ,  n. 

M.  Lucas  détermine  successivement  le  nombre  des  permutations 
figurées  qui  sont  symétriques  soit  par  rapport  au  centre  de  l'échi- 
quier, soit  par  rapport  à  une  des  diagonales,  soit  par  rapport  aux 
deux  diagonales,  puis  le  nombre  des  permutations  figurées  qui 
coïncident  avec  elles-mêmes  lorsqu'on  fait  tourner  l'échiquier  d'un 
quart  de  tour  autour  de  son  centre. 

On  doit  à   M.  Ncuberg  (Matkesis,  t.  J,  p.  27)  deux  formules 
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symboliques  relatives  au  nombre  <  )"  des   permutations  figuré* 
n'ayantaucun  élément  sur  une  des  diagonales,  relatives  à  on  échi- 
quier à  n2  cases.  Si  l'on  désigne  par  P*  le  Dombre  rtl,  ces  deux 

formules  sont 

P«=(Q-M)«     et     Q»aa(p  — i)»t 

M.  Lucas  établit  maintenant  des  formules  analogues    pour  le 
nombre  des  permutations  figurées  qui  présentent  diverses  espè< 

de  symétrie  et  qui  n'ont  aucun  élément  sur  l'une  <l< -s  diagonal* 
Il  examine  enfin  le  problème  des  fous,  lequel  consiste   •  pis 
sur  un  échiquier  un  nombre  maximum  de  jetons,  de  telle  sorte  q 
deux  quelconques  d'entre  eux  ne  se  trouvent  point  sur  une  même 
parallèle   aux  diagonales,   et  fait  voir  que,  pour   un   échiquiei 
n2  cases,  le  nombre  maximum  de  jetons  est  in —  2,  tandis  que  le 
nombre  total  des  solutions  du  problème  est  égal  à  >". 

M.  dp:  Lohgchamps,  professeur  au  Lycée  Charlemagne  :  Sur  les 
nombres  pseudo-bernoulliens  et  ultra-bernoulliens. 

M.  E.  Catalan,  professeur  à  l'Université  de  Liège,  donne  lec- 
ture d'une  série  de  Notes  d'Algèbre  et  d'Arithmétique. 

I.  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

372  _,_ yï  —    Uî  _4_  ci  +   W2  , 

II,  III.  Sur  la  série  récurrente  définie  par 

Pi  =  i,    P2  =  2a,     ...     Prt=2aP„-,-Pn-!, 

a  désignant  un  nombre  entier,  tel  que  a2  =  1  b2  -+- 1 .  La  valeur  de  P„ 
est 

P.=  _!_  [(a  +  bJlY-  («  -  *  •S)"]. 
ib\Ji 

Maintenant,  si  l'on  fait 

l'équation  iœ2  =  y2 —  1  est  vérifiée  en  posante  =  bVflJ  y  =  Q„. 
Deux  nombres  consécutifs  P„,  P„+1  sont  toujours  premiers  entre 
eux.  Si/zestpair,  Pn  est  divisible  par  P2=  ia.  Plus  généralement, 
Vu  est  divisible  par  P*  et  P/. 

IV.   Sur  la  décomposition  de  (a2  +  b*)(a*  4-  b*)  . .  .  (a*  r  V 
en  deux  carrés. 
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V.  Si  a  et  b  désignent  des  nombres  entiers  et  que  l'on  pose 

la  quantité 

.     a2m-l  _|_  g2m-l 

est  :  i°  la  somme  de  deux  carrés  ;  i°  la  somme  de  trois  carrés. 

VI.  Si  x  =  /?,  y  =  g  sont  les  nombres  les  /?/«s  simples  satisfai- 
sant à  l'équation 

\x2=y2-}-  i, 

où  A=a2+  62,  cette  équation  sera  aussi  vérifiée  par 


•^H.  


/Â 


M.  G.  Leveau,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire  de  Paris, 
donne  lecture  d'un  Mémoire  sur  les  comètes  périodiques  et  par- 
ticulièrement sur  la  comète  de  d'Arrest. 

M.  Edouard  Collignon  :  Sur  la  chaînette  d'égale  résistance. 
—  Dans  la  chaînette  ordinaire,  qui  esf  la  figure  d'équilibre  d'un  fîl 
homogène  pesant,  la  tension  varie  d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe. 
M.  Collignon  se  propose  de  chercher  la  forme  d'équilibre  d'un  fil 
à  section  variable  dans  lequel  la  tension  par  unité  de  surface  serait 
constante  (=  R)  en  tous  les  points. 

Si  l'on  admet  pour  axe  des  x  la  tangente  au  point  le  plus  bas 
de  la  courbe  et  pour  axe  desjK  la  normale  de  la  courbe  au  même 
point,  on  trouve  que  l'abscisse  d'un  point  de  cette  courbe  est  pro- 
portionnelle à  l'angle  formé  entre  la  tangente  correspondant  à 
la  courbe  et  l'axe  des  x.  L'équation  de  la  courbe  est  donc  de  la 
forme 

Y 

X  —  - 

cos  -  =  e     " . 
a 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y  et  admet 
pour  asymptotes  une  série  de  droites  é  qui  dis  tan  tes,  parallèles  à  cet 
axe.  Du  reste,  la  courbe  complète  est  composée  d'une  infinité  de 
branches  égales,  situées  du  côté  des  y  positifs,  comprises  entre 

des  valeurs  de  x  égales  a  — et  — — — - —  »  et  séparées  les 
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mies  des  autres  par  des  întervall  \  compris  entre  les  para] 

lèles  x  = —  cix=  — 

M.  Collignon  examine  en  mite  l<  s  propriétés  |-i  incipales  de  1 1 
courbe,  relatives  à  son  arc,  son  rayon  de  courbure,  son  aire,  •  te. 

Si  Ton  suppose  que  la  section  transvers  de  «lu  lil  considéré  soil 
un  cercle  de  rayon  rtrès  petit,  et  que  l'on  désigne  par  lî  la  tension 
constante  par  unité  de  surface,  on  aura  pour  la  tension  totale 

T      7T/-2R     ou  bien      T  =  — 

x 

>s  - 
(I 

r0  désignant  la  valeur  de  /•  correspondant  au  point  le  plus  bas  de 
la  courbe.  Si  l'on  représente  maintenant  la  tension  T  par  le  poids 
d'un  fil  de  même  rayon  que  la  chaînette  au  point  considéré  el  de 
même  poids  spécifique,  la  longueur  de  ce  fil  devra  être  constante 
et  égale  à  a. 

De  même  qu'en  prenant  le  symétrique  d'un  polygone  funiculaire 
par  rapport  à  un  plan  horizontal  on  obtient,  d'après  (  îrregorj  .  une 
voûte  sans  frottement,  de  même,  en  renversant  la  chaînette  d'é- 
gale résistance,  on  obtient  la  voûte  sans  surcharge  proposée  par 
M.  Yvon  Villarceau. 

M.  le  colonel  Peiuwer,  membre  de  l'Institut  :  Sur  le  pasSi 
de  Vénus  sur  le  Soleil. 

Séance  du  18  août. 

M.  Desboves  :  Sur  la  résolution  complète  en  nombres  entiers 

de  V équation  bi 'quadratique  Sx'4  —  3^*  =  5c2. 

M.  Emile  Lemoime,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique  :  Sur 
les  nombres  considérés  en  leurs  relations  avec  les  nombres  for- 
més des  mêmes  chiffres  écrits  en  sens  inverse. 

Soient  deux  nombres  entiers  Kcl  K/,  qu'on  peut  supposer  avoir 
un  nombre  égal  de  chiffres  (puisque  autrement  on  pourrait  faire 
précéder  le  plus  petit  d'entre  eux  par  un  certain  nombre  de  lit 
et  désignons  par  k  et  k'  les  nombres  formés  avec  les  chiffres  de  K 
et  K'  écrits  dans  l'ordre  inverse.  M.  Lemoine  demande  quand 
on  peut  avoir  K  +  K'  =/,•-!-  //,    ei    démontre  que,    dans  le    cas 
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où  K  et  K/  sont  d'un  nombre  pair  de  chiffres,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  chiffres  de  piàme  ordre  de  K  et  K/  aient  la  même  somme  que 
les  chiffres  du  même  ordre  de  k  et  k' ,  tandis  que,  dans  le  cas  où 
le  nombre  de  chiffres  de  K  et  K/est  impair,  il  faut  de  plus  que  les 
chiffres  de  milieu  de  R  et  K'  soient  les  mêmes. 

Le  même  :  Sur  les  quatre  groupes  de  deux  points  du  plan 
d'un  triangle  qui  sont  à  la  fois  les  foyers  d'une  conique  in- 
scrite et  d'une  conique  circonscrite  à  ce  triangle. 

Les  quatre  solutions  de  ce  problème  correspondent  aux  quatre 
cercles  qui  touchent  les  côtés  du  triangle  ABC  considéré.  Ainsi 
les  droites  qui  joignent  les  points  A,  B,  G  au  centre  d'un  de  ces 
quatre  cercles  constituent  les  normales  aune  conique  circonscrite 
au  triangle  ABC  et  homofocale  à  une  conique  inscrite  dans  le 
même  triangle.  Cette  dernière  conique  touche  les  côtés  de  ABC  à 
des  points  où  ces  côtés  sont  touchés  respectivement  par  trois  autres 
des  cercles  considérés.  Le  centre  des  médianes  antiparallèles  du 
triangle  formé  par  les  centres  de  ces  trois  cercles  est  le  centre  des 
deux  coniques  homofocales  correspondantes. 

M.  Leveau  :  Théorie  de  Vesta  par  la  méthode  de  Hansen. 

M.  Leckàlàs  :  De  V emploi  de  l'hypothèse  dans  les  Sciences 
m  a  th ém atiq  ues . 

Séance  de  l'après-midi. 

M.  Colligjvon  présente  un  travail  de  M.  Ju?ig,  professeur  à 
l'Institut  technique  supérieur  de  Milan,  intitulé  :  Sur  les  systèmes 
de  points  qui n 'ont point  de  barycentre. 

M.  Jung  considère  un  système  de  n  points  pesants  n'ayant  point 
de  barycentre  (c'est-à-dire  un  système  tel  que,  si  l'on  applique  à 
ses  points  des  forces  parallèles,  proportionnelles  à  leurs  masses^ 
ces  forces  se  font  équilibre,  quelle  que  soit  leur  direction)  et  dé- 
montre que  les  surfaces  centrales  d'inertie  de  tous  les  groupes 
de  n  —  i  points  appartenant  au  système  sont  des  surf  aces  liomo- 
thétii /ues  de  second  ordre.  M.  Jung  ajoute  une  extension  de  cette 
proposition,  due  à  M.  Reye,  et  consistant  en  ce  que  les  surfaces 
centrales  de  tous  les  systèmes  qu'on  peut  former  en  ajoutant 
au  système  considéré  un  point  pesant  quelconque  sont  des  sur- 
faces  liomotlié tiques  de  second  ordre. 
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M.  Collignon  fail ensuite  une  Communication  xurquelqui    / 
blêmes  sur  le  mouvement  relatif*  Le  premier  problème  traité  | 

M.  Collignon  est  celui-ci  : 

On  suppose  qu'un  point  matériel  M,  de  masse  égale  à  l'unité, 
soit  attiré  vers  deux  points  O  et  L  proportionnellement  aux 
masses  de  ces  points  et  aux  distances  MO,  ML,  Des  deu  t points 
attirants,  l'un  O  est  suppose  fixe;  Vautre  L  est  animé  d'un 
mouvement  uni/orme  de  rotation  autour  du  premier  <  le  plan 
OML  restant  toujours  fixe).  On  donne  la  vitesse  angulaire  n  du 
rayon  OL  autour  du  point  O.  On  demande  le  mouvement  du 
point  M  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  0\.  I  H  ,  dont 
l'un  coïncide  avec  la  droite  OL. 

La  solution  complète  de  ce  problème  se  ramène,  dans  le  cas  gé- 
néral, à  la  résolution  d'une  équation  différentielle  linéaire  du  qua- 
trième ordre  à  coefficients  constants.  Pourtant,  dans  le  cas  où 
n2  =  k2  -f-  k'2  (k2  et  k'2  étant  les  attractions  exercées  par  les  cen- 
tres O  et  M  sur  le  point  M,  supposé  à  l'unité  de  distance  de  ces 
centres),  le  problème  dépend  d'une  équation  différentielle  linéaire 
du  second  ordre  à  coefficients  constants.  Dans  ce  cas,  le  mouvement 
absolu  peut  être  considéré  comme  le  résultat  de  la  composition  de 
trois  mouvements  élémentaires  :  i°un  mouvement  circulaire  uni- 
forme de  M  autour  d'un  certain  point  mobile  I;  2°  un  mouvement 
de  translation  uniforme  du  système  IM  parallèlement  à  l'axe 
OY;  3°  un  mouvement  de  rotation  uniforme  des  axes  OX,  OY  au- 
tour du  centre  fixe  O. 

M.  Collignon  considère  en  second  lieu  le  mouvement  d'un  point 
matériel  attiré  d'un  côté  par  le  globe  terrestre,  supposé  en  (  ),  el 
d'autre  part  par  la  Lune,  supposée  en  L,  en  tenant  compte  du 
mouvement  que  la  Lune  possède  autour  de  la  Terre.  \  a  les  dif- 
ficultés de  ce  problème,  pris  dans  toute  sa  généralité,  M.  Collignon 
en  restreint  un  peu  l'étendue,  de  manière  à  rendre  applicables  les 
méthodes  d'approximation  et  les  procédés  graphiques;  aussi  sup- 
pose-t-il  tout  d'abord:  i°  que  l'on  fasse  abstraction  de  la  résistance  de 
l'air;  2°  que  le  point  de  départ  du  mobile  soit  pris  dans  le  plan 
même  de  l'orbite  terrestre,  au  point  pour  lequel  La  Lune  occupe  le 
zénith,  et  qu'il  soit  lancé  de  manière  à  ne  pas  sortir  du  plan  de 
l'orbite  pendant  le  trajet;  'S  '  que  la  Lune  occupe  en  ce  moment  la 
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région  apogée  de  son  orbite  et  enfin  qu'elle  soit  à  cette  époque  en 
son  premier  ou  en  son  dernier  quartier. 

Le  problème  se  ramène  de  cette  manière  à  la  résolution  des  deux 
équations  différentielles  simultanées 

d2x  fmx       fm'(R-.r)  dy 

dt2  z*  z'z  dt 

d2y  tmy      fui!  y         _  dx 

— —  =  — •- — " — -^ — h  n2y —  in  —r  -> 

dt*  z*  z'A  J  dt 

où /Cet 4^',  (s  =  v/^2+r2»  ^=\/(R-^)2  +  72)  représentent 

les  attractions  exercées  par  O  et  L  sur  le  point  M. 

Pour  simplifier  le  problème  d'intégration,  M.  Collignon  suppose 
que  y  ait  une  valeur  absolue  très  petite,  c'est-à-dire  que  le  mou- 
vement du  mobile  M  s'opère  aux  environs  de  la  droite  OL.  De 
cette  manière  il  substitue  aux  équations  précédentes  celles-ci  : 

d2x  fm  fm'  _  dx 

— r—  =  —  —z  H — rr rs  -h  n2  x  -{-  t.  n  -j- , 

dt*  x*       (R  —  x)2  dt 

d2  y  dx 

—±-  =  —  2/1-7-, 

dt2  dt 

dont  l'intégration  s'effectue  au  moyen  de  quadratures. 

M.  Collignon  cherche  ensuite  à  déterminer  les  constantes  in- 
troduites par  l'intégration  de  manière  que  le  projectile  puisse  at- 
teindre la  Lune. 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  le  problème  du  cavalier  aux  échecs. 

M.  Stéphawos  :  Sur  la  décomposition  d'une  fonction  ration- 
nelle en  fonctions  simples. 

M.  Gohieure  de  LowGCHAMrs  présente  et  analyse  un  Mémoire  de 
M.  Schoute,  professeur  à  l'Université  de  Groningue,  sur  deux 
transformations  géométriques  uniformes. 

M.  Schoute  étudie  dans  ce  travail  deux  transformations  unifor- 
mes (birationnelles)  dans  le  plan,  auxquelles  il  a  été  conduit  en 
généralisant  des  résultats  dus  à  M.  Le  Paige. 

La  première  transformation  consiste  dans  la  correspondance  in- 
volutive  établie  sur  les  diverses  droites  issues  d'un  point  P,  par 
les  courbes  C„  de  degré  n  passant  //  —  •>.  fois  par  le  point  P  cl  une 
fois  par  chacun  de  4 («  —  i)  autres  points  Q  (appartenant  par  con- 
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sc([ uenL  à  un  faisceau  ).  Par  celle  correspondance  une  droile  quel- 
confjuc  est  transformée  en  une  courbe  d'ordre  2/1  — 1  ayant  le 
point  P  pour  point  i(n  —  ij"1'1''  et  les  points  Q  pour  pointa  simple 
M.  Sehoute  généralise  encore  ce  mode  de  transformation  en  rem- 
plaçant le  faisceau  de  droites  issues  de  I'  par  un  faisceau  de  courbes 
Qm  d'ordre  /n,  dont  une  quelconque  a  La  propriété  de  ne  rencontrer 
chacune  des  courbes  C„  du  premier  faisceau  qu'en  deui  points. 
C'est  la  correspondance  entre  deux  pareils  points  qu  il  1  onsidère. 

La  seconde  transformation  étudiée  par  M.  Se  hou  te  est  obtenue 
en  généralisant  une  transformation  plane,  due  à  M.  Le  Paige,  et  qui 
consiste  dans  la  correspondance  involutive  établie  par  les  droites 
cl  issues  d'un  point  fixe  P  par  les  cubiques  appartenant  à  un  rése;m 
qui  passent  par  le  point  d'intersection  de  la  droile  cl  avec  une  droite 
fixe  L. 

M.  Sehoute  remplace  d'une  part  le  réseau  de  cubiques  par  un 
système  linéaire  de  courbes  C„,  d'ordre  71,  et  d'autre  part  il  sub- 
stitue à  la  droite  L  une  courbe  Cpi  d'ordre  quelconque/)^/?  —  2. 
Les  courbes  Gw  doivent  former  un  système  linéaire  à/>  -+-  1  para- 
mètres et  admettre  le  point  P  pour  point  (/? — p —  2),pe.  La 
transformation  étudiée  par  M.  Sehoute  consiste  ainsi  dans  la  cor- 
respondance involutive  établie  sur  les  droites  issues  de  P  par  les 
courbes  Cn  qui  passent  par  les  p  points  de  rencontre  de  la  droite  d 
avec  la  courbe  Cy,. 

M.  Vawecek,  professeur  à  Firin  (Bohème)  :  Explications  rela- 
tives à  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  (com- 
muniqué par  M.  G.  de  Longchamps). 

M.  Vanècek  trouve  que,  dans  l'exposition  des  propriétés  de  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  certains  auteurs 
tombent  dans  des  inexactitudes  qu'il  se  propose  de  relever  dans 
cette  Communication.  Les  inexactitudes  en  question  seraient  re- 
latives à  la  manière  dont  on  doit  envisager  la  transformation  des 
courbes  passant  par  un  ou  par  plusieurs  points  fondamentaux  de 
l'inversion  (centre  d'inversion  et  points  à  l'infini  sur  le  cercle  d'in- 
version). Par  exemple,  on  dit  ordinairement  qu'un  cercle  se  trans- 
forme en  un  autre  cercle,  tandis  qu'en  vérité  un  cercle  se  trans- 
forme en  une  courbe  du  quatrième  ordre  composée  d'un  cercle  et 
des  deux  asymptotes  du  cercle  d'inversion. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  .>."  série,  t.  VIII.  (Mai-  iss',.)  - 
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Remarques  analogues  pour  le  cas  de  la  transformation  dans  l'es- 
pace. Par  exemple,  on  ne  doit  point  dire  qu'un  plan  «  se  trans- 
forme en  une  sphère,  mais  qu'il  se  transforme  en  une  surface  du 
quatrième  ordre  composée  d'une  sphère  et  de  deux  plans  touchant 
la  sphère  d'inversion  aux  points  d'intersection  du  plan  iz  avec  le 
cercle  à  l'infini. 

M.  Vanecek  :  Sur  la  transformation  des  figures  polaires  réci- 
proques. —  M.  Vanècek  étudie  les  lieux  décrits  par  le  quatrième 
sommet  d'un  tétraèdre,  conjugué  par  rapport  à  une  surface  du  se- 
cond ordre,  lorsque  les  trois  autres  sommets  sont  assujettis  à  dé- 
crire des  droiles  ou  des  plans  convenables. 

Il  suppose  d'abord  que  deux  des  sommets  d'un  tel  tétraèdre 
doivent  se  trouver  sur  deux  droites  M,  M',  polaires  réciproques  par 
rapport  à  la  surface  S2.  Alors,  si  un  troisième  sommet  L  de  ce  té- 
traèdre décrit  une  droite  /,  le  quatrième  sommet  N  décrit  une  cu- 
bique gauche  passant  par  les  points  d'intersection  de  S2  avec  les 
trois  droites  M,  M'  et  /.  D'autre  part,  si  le  point  L  doit  se  trouver 
sur  un  plan  «,  le  point  N  décrit  une  surface  du  troisième  ordre 
passant  par  le  pôle  du  planl  et  par  les  deux  droites  M,  M'. 

M.  Vanecek  considère  par  la  suite  diverses  autres  combinaisons 
sous  des  conditions  élémentaires  auxquelles  on  peut  assujettir  trois 
des  sommets  du  tétraèdre  considéré,  et  examine  en  particulier  les 
cas  où  les  lieux  décrits  par  le  quatrième  sommet  se  décomposent. 

Séance  du  20  août. 

M.  Mawtel,  de  Delft:  Sur  les  combinaisons  d'éléments  disper- 
sés dans  un  plan.  —  M.  Mantel  se  propose  de  montrer  qu'il  y  a 
utilité  à  considérer  les  combinaisons  d'éléments  dispersés  dans  un 
plan  d'une  manière  déterminée.  Il  présente  d'abord  deux  exemples 
d'une  pareille  application  relatifs  l'un  à  la  démonstration  de  la  for- 
mule du  binôme,  l'autre  aux  formules  qui  donnent  les  sommes  des 
puissances  semblables  des  racines  d'une  équation.  Il  expose  en- 
suite quelques  considérations  sur  le  problème  des  reines  au  jeu 
des  échecs. 

M.  G.  de  Lomgchamps  :  Sur  les  transformations  unicursales  et 

réciproques  dans  le  plan,  c'est-à-dire  sur  les  transformations  des 
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iormes  du  plan  qui  établissent  des  homographies  involulives  -ur 

toutes  les  droites  d'un  faisceau. 

M.  Gyp.  Stéphanos  :  Sur  un  système  remarquable  de  %ix  posi- 
tions d'une  figure  plane  sur  un  plan,  —  Étant  données  cinq  po- 
sitions arbitraires  F',,  F'!2,  ....  \'\  d'une  figure  plane  F,  sur  un  plan  ic, 
il  y  a  quatre  points  A0A2,Aj,A4  de  cette  figure  I  donl  les  cinq 
positions  correspondantes  se  trouvenl  sur  <lr>  cercles.  Le  qua- 
drangle  formé  par  les  centres  B, ,  B2,  H-,  1  >  -.  de  ce  cercle  el  l«-  qua- 
drangle  formé  par  les  quatre  points  A , ,  \_,.  \ ...  \,oni  la  propriété 
que,  de  quelque  manière  qu'on  les  déplace  séparément  sur  1<- 
plan  71,  leurs  points  correspondants  A/,  B/  constituent  quatre  rou- 
pies des  points  conjugués  par  rapporta  un  cercle.  De  plus,  il  ar- 
rive que  la  figure  F  peut  prendre  sur  le  plan  n  une  sixième  |><>>i- 
tion  FVI,  telle  que  les  quatre  points  A,,  A_,,  A:!,  A,  de  celte  figure 
viennent  à  tomber  sur  les  mêmes  cercles  que  dans  les  cinq  posi- 
tions précédentes. 

M.  Genaille,  ingénieur  civil  :  Sur  une  machine  à  calculer. 

M.  Laisant  :  Sur  un  système  de  figures  semblables.  — 
M.  Laisant  résout  par  la  méthode  des  équipollences  le  problème 
suivant  :  Sur  les  côtés A2  A3,  A3  A,,  A,  A2  d'u/i  triangle  A,  \j  \  . 
on  construit  les  triangles  B,A2A3,  B2  A3  A,,  B3  A,  V2  directe- 
ment semblables,  puis  les  triangles  Ct  A2A3,  C2A3A,,  CM  A,  \j 
directement  semblables,  connaissant  les  points  B,,  B2,  B.,  et  les 
points  G|,  G2,  C3  (tels  que  les  centres  de  gravité  des  deux 
triangles  B,B2B3  etG|C2G;,  coïncident),  on  propose  de  retrouver 
le  triangle  primitif. 

M.  Laisajnt  :  Remarque  sur  les  intégrales  définies.  —  Démon- 
stration et  extension  d'une  formule  donnée  par  M.  Marchand 
(Nouvelles  Ann.,  p.  4^°;  1882). 

M.  Edouard  Lucas  :  Sur  un  Mémoire  de  Cauchy  et  sur  1rs 
nombres  de  Bernoulli. 

Séance  du  22  août. 

Mme  Clémence  Royer  :  Critique  de  l'hypothèse  de  Laplace  et 
sur  la  détermination  du  plan  de  l'orbite  solaire. 

M.  Brocard,  capitaine  du  génie  à  Montpellier  :  Nouvelles  pro- 
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priélés  du  triangle  (communiqué  par  M.  Em.  Lemoine).  — 
M.  Brocard  se  propose  d'indiquer  divers  systèmes  de  points  remar- 
quables du  plan  d'un  triangle  situés  en  ligne  droite.  Plusieurs  de 
ces  points  sont  relatifs  aux  cercles  de  sept  points,  ou  sont  définis  à 
l'aide  du  procédé  bien  connu  de  corespondance  entre  deux  foyers 
dune  conique  inscrite  dans  un  triangle. 

M.  le  général  Parmejntier  :  Sur  le  problème  des  n  reines  aux 
échecs.  —  M.  Parmentier  s'attache  surtout  à  l'application  d'une 
méthode  due  à  M.  de  Ja  Noë.  Cette  méthode  a  pour  point  de  dé- 
part la  décomposition  de  l'échiquier  de  n-  cases  en  un  carré  central 
(formé  d'une  seule  case  ou  de  quatre  cases  suivant  que  n  est  im- 
pair ou  non)  et  en  une  suite  de  bandes  concentriques.  On  est  ainsi 
conduit  à  une  classification  rationnelle  des  solutions  du  problème 
en  question  d'après  le  nombre  des  reines  qui  doivent  se  trouver 
sur  les  bandes  successives.  Si,  en  partant  d'une  solution  du  pro- 
blème, on  envisage  les  sept  autres,  distinctes  en  général  de  la  pre- 
mière et  entre  elles,  et  qui  s'en  déduisent  par  rotation  ou  par  symé- 
trie, on  remarque  qu'elles  appartiennent  toutes  à  une  même  classe. 

Pour  n=6  il  n'y  a  que  quatre  solutions,  qui  sont  toutes  du  type 
4  —  2  —  o  (4  reines  sur  la  bande  extérieure  et  i  sur  la  bande 
moyenne)  et  peuvent  se  déduire  toutes  d'une  solution  primor- 
diale. —  Pour  n  =  7  ily  a  quarante  solutions  appartenant  à  quatre 
types  différents  (4  —  i — 2 —  o,  3  —  3 — 1  —  o,  4  —  2  —  °  —  lt 
4  —  1 — 1  —  o)  et  se  déduisant  de  six  solutions  primordiales. 

M.  Parmentier  présente  le  tableau  de  toutes  les  solutions  du 
problème  pour  les  cas  de  n  =  6,  7,  8,  9. 

M.  Genaille,  ingénieur  civil  :  Graphique  de  la  résistance  des 
matériaux. 

M.  Edouard  Lucas  :  Calendrier  perpétuel. 
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NOTES  POUR  L'HISTOIRE  DES  LIGNES  ET  SURFACES  COURBES 
DANS  L'ANTIQUITÉ  ('); 

l\\it   M.  I'am   TANNER1 . 
VU. 

LE  CONCEPT   DE   COURBE. 

Après  la  quadratrice  d'Hippias,  après  la  spire  d'Archytas,  doui 

avons  encore  une  fois  à  revenir  aux.  temps  antérieurs  à  la  d< 
verte  des  coniques.  Eudoxe  de  Cnidc  (4o8-3T)5  av.  J.  C),  en  effet, 
en  dehors  deV/iippopède,  dontnous  avons  déjà  parlé,  s'est  signalé 
par  l'invention  d'une  courbe  destinée  à  la  solution  du  problème  de 
Délos  et  qu'il  appela  du  ternie  général  de  xa;x7ruXy)  (infléchie). 

Malheureusement  Eutocius  (A rchimède,  éd.  Torelli,  p.   i3{ 
1 44 )  n'a  Pas  compris  la  solution  d'Eudoxequi  subsistait  encore  <l<- 
son  temps,  et,  la  trouvant  erronée,  ne  nous  Ta  pas  conservée.  On 
est  donc  réduit,   sur  la  nature  de  la  kampyle,  à  des  conjeclm *es 
sans  appui  (2). 

Je  ne  veux  m'arrêter  à  ce  terme  de  kampyle  que  pour  en 
préciser  l'historique.  Il  n'est  pas  douteux  qu'Eudoxe  ne  l'ail  dé- 
tourné d'un  sens  général  pour  lui  attribuer  une  signification  toute 
particulière;  mais  cela  laisse  supposer  que  le  sens  général  était 
relativement  vague. 

Toutefois,  tandis  qu'il  serait  difficile  de  rencontrer,  antérieure- 
ment à  Eudoxe,  le  mot  xa;j.7ruXov  dans  le  sens  précis  de  courbe  op- 
posée à  droit  (euOu)  (3),  immédiatement  après  lui,  et  peut-être  à  cause 
même  de  son  adoption  de  ce  terme,  quoiqu'il  l'eût  pris  dans  un  sens 


(')   Voir  les  numéros  d'octobre  i883  et  de  janvier  t884> 

(2)  J'ai  supposé  ailleurs  {Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physique*  et 
naturelles  de  Bordeaux,  2e  série,  t.  II,  p.  277-283)  qu'il  s'agissait  de  lune  des 
projections  des  courbes  gauches  de  la  solution  d'Archytas.  Cette  projection  a  pour 
équation  polaire 


P  = 


a  cos-  tp 


son  intersection  avec  le  cercle  p=acoscp    donne  pour  le  rayon  vecteur  une  des 
deux  moyennes  proportionnelles  entre  a  et  0,  p3  =  air. 

(3)  Ainsi  on  ne  le  trouve  pas  dans  Platon,  qui  oppose  d'ordinaire  la  circonfé 
renre  à  la  droite,   auparavant,  Heraclite  oppose  le  vxo).iôv  à  l'eùfrû. 


io2  PREMIÈRE   PARTIE. 

particulier,  la  signification  générale  précise  semble  s'imposer.  Elle 
est  courante  chez  Aristote,  qui  donne  d'ailleurs  l'opposition  droit- 
courbe  (eu8b-xa[ATTuXov)  comme  une  des  dix  que  certains  pythagori- 
ciens de  son  temps  regardaient  comme  fondamentales. 

Si  Euclide  ne  nous  fournit  aucune  indication,  Archimède  oppose 
aussi  aux  droites  les  lignes  xajJwruXai,  à  la  vérité  seulement  dans  un 
plan  et  en  y  comprenant  les  lignes  brisées  [De  sphœra  et  cylindro, 
axiome  I)  ;  son  objet  est  d'ailleurs  de  définir  la  concavité. 

Par  un  singulier  retour,  après  Archimède,  le  sens  général  se  perd 
au  moins  chez  les  mathématiciens,  car  il  se  retrouve  naturellement 
chez  les  commentateurs  d'Aristote  (  *  ).  Mais  le  terme  xocjatcuXt]  ne  se 
trouve  point  chez  Pappus,  qui  dit  seulement  en  général  ypaa^ 
(ligne),  et,  si  on  le  rencontre  dans  Proclus  (Geminus),  il  s'y  trouve 
opposé  aux  circonférences  d'une  part,  aux  lignes  hélicoïdes  de 
l'autre. 

«  Platon  (Philèbe,  01,  C.)  ayant  posé  les  deux  espèces  les  plus 
simples  et  les  plus  primordiales  de  la  ligne,  la  droite  et  la  circu- 
laire, fait  provenir  de  leur  mixtion  toutes  les  autres,  aussi  bien 
toutes  celles  qu'on  appelle  hélicoïdes  et  qui  sont  planes  ou  bien 
s'engendrent  autour  des  solides,  que  toutes  les  espèces  de  lignes 
kampyles  qui  proviennent  des  sections  des  solides.  »  (Ed.  Fried- 
lein,  io3,  21  à  io4,  5). 

De  même  dans  les  Definitiones  du  Pseudo-Héron. 

«  4.  Quelles  sont  les  différences  des  lignes? — Des  lignes,  les 
unes  sont  droites,  les  autres  non;  de  celles  qui  ne  sont  pas  (2) 
droites, les  unes  sont  circulaires,  celles  qu'on  appelle  7r£pi*épetou  (:1), 
les  autres  hélicoïdes,  les  autres  kampyles.  » 

Pour  les  kampyles,  la  même  compilation  (-),  après  avoir  dit 
qu'il  y  en  a  une  infinité,  se  contente  de  reproduire  la  définition  de 
la  concavité  d'après  Archimède;  pour  les  hélicoïdes  (8),  elle  dé- 


(')  Ainsi,  chez  Proclus  (éd.  Friedlein,  121,  16),  dans  un  passage  qu'il  emprunte 
exceptionnellement  à  son  maître  Syrianus,  y)[xïv  ércouivoiç  tm  Y;u.ET£pr.>  xaOr,yE[xôvi 
1  p.  123,  [9). 

('-)  Héron,  éd.  Ilulisch,  p.  8,  1.  122.  —  Où*  est  évidemment  à  rétablir  avant 
eù9eiùv. 

(:1)  Ce  terme  désigne,  chez  les  géomètres  classiques,  aussi  bien  un  arc  de  cercle 
que  la  circonférence  entière. 
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finit  la  spirale  plane  d'après   Vrchimède  ;m --> i  « -:  ,  .  el  l'hé- 

lice cylindrique  d'après   Apollonius  |  - ..'.  t6C  /,// 

C'est  donc  l'invention  de  la  spirale  et  de  l'hélice  par  \n  himède 
qui  a  été  L'occasion  de  ne  pus  maintenir  la  généralisation  qu'il  ;i\;iii 
adoptée;  la  véritable  cause  qui  afail  rejeter  cette  généralisation  esl 
d'ailleurs  indiquée  par  Proclus;  elle  doit  être  cherchée  dans  uim- 
tentative  de  retour  aux  idées  de  Platon. 

Ce  retour  —  e'est-à-dire  la  triparti ti on  des  lignes  en  droites,  cir 
culaires  et  mixtes,  les  deux  premières  espèces  étant  d'ailleurs  i 
gardées  comme  simples  —  nous  apparaît  comme  propre  à  Gémi- 
nus,  quoique  lui-même  ait  sans  doute  emprunté  cette  division  à 
quelque  autre  auteur. 

Pappus  ne  la  reconnaît  point  explicitement  :  l<>  termes  de  li- 
gnes simples  el  mixtes  lui  sont  inconnus;  cependant  leur  distinc- 
tion subsiste  au  fond  dans  son  classement  des  problèmes  en  plans 
(c'est-à-dire  dont  la  solution  n'emploie  que  les  lignes  simples)  et 
solides  ou  grammiques  (qui  réclament  des  lignes  mixtes). 

De  même  Pappus,  qui,  au  contraire  de  Geminus,  fait  des  coni- 
ques une  classe  toute  spéciale  (solution  des  problèmes  solides  . 
distingue  vaguement  pour  les  autres  lignes  entre  celles  qui  sont 
engendrées  par  des  intersections  de  surfaces  et  non  plus  seule- 
ment par  des  sections  planes,  et  celles  qui  sont  engendrées  par 
des  mouvements,  comme  les  hélices,  les  quadratrices,  les  cochloï- 
des,  les  cissoïdes.  Mais  ce  n'est  point  l'opposition  tranchée  de 
Proclus  et  des  Définit io nés  entre  les  hélicoïdes  et  les kampyles,  op- 
position que  l'on  doit  cependant  ramener  originairement  à  une 
grossière  distinction  entre  les  formes  plutôt  qu'à  la  différence  du 
mode  de  génération. 

Quoique  la  classification  platonicienne  de  Geminus  n'ait  donc 
pas  rallié  l'assentiment  général,  elle  n'en  a  pas  moins  joui  d'une 
certaine  faveur  vers  la  fin  de  la  période  alexandrine, et  en  tout  cas 
elle  a  empêché  l'adoption  d'un  terme  technique  comme  celui  de 
kampyle,  pour  désigner  les  courbes  par  opposition  aux  droites, 
malgré  l'exemple  d'Archimède.  Les  citations  de  Proclus  montrent 
d'ailleurs  que  la  classification  en  simples  et  mixtes  avait  donné 
lieu,  antérieurement  à  Geminus,  à  des  discussions  qu'il  essaya  de 
clore. 

Ainsi  (p.  io{-iot))on  s'était  demandé  s'il  ne  fallait  pas  consi- 
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dérer  comme  une  troisième  ligne  simple  l'hélice  cylindrique,  en 
raison  de  sa  propriété  que  tous  ses  arcs  sont  superposables,  ou, 
ainsi  que  le  disaient  les  anciens,  puisqu'elle  est  homéomère  au 
même  titre  que  la  droite  et  le  cercle. 

Geminus  rejette  cette  opinion  en  se  fondant  sur  ce  que  l'hélice 
est  engendrée  par  la  combinaison  de  deux  mouvements,  simples  à 
la  vérité,  mais  différents. 

a  Geminus  a  remarqué  que  si  plusieurs  mouvements  simples  en- 
gendrent une  ligne,  elle  n'est  pas  toujours  mixte,  elle  ne  l'est  que 
si  ces  mouvements  sont  dissemblables.  Ainsi,  qu'on  imagine  un 
carré  et  deux  mouvements  de  même  vitesse,  l'un  suivant  la  lon- 
gueur, l'autre  suivant  la  largeur,  la  ligne  engendrée  est  la  diago- 
nale, c'est-à-dire  une  droite;  mais  il  ne  faut  pas  dire  pour  cela 
qu'elle  est  mixte,  car  elle  n'est  pas  précédée,  comme  l'hélice  cylin- 
drique, par  une  autre  ligne  différente  engendrée  par  un  mouvement 
simple.  De  même,  si  l'on  imagine  une  droite  inscrite  dans  un  angle 
droit  et  dont  le  milieu  décrit  un  cercle,  il  ne  faut  pas  conclure  que 
la  ligne  circulaire  engendrée  est  mixte;  car  les  extrémités  de  la 
droite  ont  des  mouvements  rectilignes,  mais  d'ailleurs  non  unifor- 
mes pour  toutes  deux  (p.  106, 1.  1 3,  lire  àvoWXox;  au  lieu  de  ô^aXwç); 
le  milieu  ne  se  meut  donc  pas  uniformément  et  décrit  un  cercle, 
tandis  que  les  autres  points  décrivent  des  ellipses,  en  sorte  que 
la  génération  de  la  ligne  circulaire  résulte  de  la  non-uniformité 
dans  le  mouvement  du  milieu,  ou  de  ce  que  la  ligne  droite  est  don- 
née inscrite  dans  un  angle  droit  et  n'a  pas  son  mouvement  na- 
turel. » 

Nous  avons  déjà  vu,  d'un  autre  côté,  que  la  distinction  des  sim- 
ples et  mixtes  s'était  étendue  des  lignes  aux  surfaces,  où  le  plan  et 
la  sphère  étaient  regardés  comme  simples.  Geminus  (Proc/us, 
p.  1  i-y- 1  18)  a  remarqué  que  le  concept  de  mixte  n'était  pas  iden- 
tique pour  les  lignes  et  pour  les  surfaces.  Pour  ces  dernières,  il 
n'y  a,  dit-il,  ni  composition  (cuvôsaiç)  ni  confusion  (ffuy/uatç),  mais 
plutôt  en  quelque  sorte  mélange  (xpaciç)  des  éléments.  Les  diffé- 
rentes sections  qu'on  y  peut  faire  redonnent  ces  éléments  généra- 
teurs (par exemple  la  droite  et  le  cercle  dans  le  cône);  on  résout 
ainsi  les  surfaces  en  leurs  éléments  simples.  Pour  les  lignes,  au 
contraire,  il  n\  ;»  rien  de  semblable  ;  la  mixtion  a  plutôt  le  carac- 
tère d'une  Jusion  (auy/uaiç). 


MÉLANG1  io5 

<(  L  hélice  esl  mixte,  elle  n'a  pas  une  parlie  droite)  une  partie 
courbe,  comme  l<is  mixtes  par  composition;  on  ne  peol  la  coui 
de  façon  à  (aire  apparaître  l<-^  éléments,  comme  dans  les  mixtes 
par  mélanges;  mais  ces  éléments  ont  comme  disparu  en  se  fondant 
ensemble;  c'est  donc  à  ton  que  Théodore  le  malhématii  ien  I  '  i 
admis  un  mélange  pour  les  lignes.  » 

L'historique  que  je  viens  d'essayer  de  retracer  n'a  gu<  re  d' lutre 
intérêt,  au  fond,  que  de  marquer  un  empiétement  malheureux  de 
la  Philosophie  dans  le  domaine  des  Mathématiques;  cel  empiéte- 
ment ne  pouvait  aboutir  à  une  classification  rationnelle,  ni  pour 
les  lignes,  ni  pour  les  surfaces. 

VIII. 

LA    SPIRALE    D'ARCHIMÈDE. 

Gomme  je  n'ai  pas  l'intention  d'aborder  ici  l'histoire  des  coni- 
ques, qui  a  droit  à  être  traitée  pour  elle-même,  il  ne  me  reste  dé- 
sormais qu'à  dire  quelques  mots  sur  la  spirale  d'Archimède,  sur  la 
conchoïde  et  sur  la  cissoïde. 

Je  puis  être  d'autant  plus  bref  sur  la  première  de  ces  courbes  que 
nous  possédons  le  Traité  d'Archimède  Dspi  sXîxwv  (éd.  Torelli, 
p.  217-255),  où  il  a  résolu  en  général  le  problème  de  mener  en  un 
point  donné  la  tangente  à  la  spirale  et  trouvé  la  mesure  de  L'aire 
comprise  entre  la  courbe  et  un  rayon  vecteur  quelconque. 

Nous  venons  d'ailleurs  de  voir  que  le  nom  d'£Xt(  donné  par  \r- 
chimède  à  sa  spirale  servit  également  dans  l'antiquité  pour  de- 
signer toutes  les  courbes,  planes  ou  gauches,  présentant  une  forme 
enroulée  ou  tortillée;  et  nous  avons  notamment  rencontré  déjà 
l'hélice  cylindrique,  également  inventée  par  Archimède  au  point 
de  vue  pratique,  et  des  hélices  coniques  et  sphériques  imagim 
ultérieurement. 

Par  opposition  à  ces  hélices  gauches,  la  spirale  d1  Vrchimède  esl 
appelée  (Dejinitiones,  8,  Pappus,  p.  a34)j  hélice  plane  (!Xt|j  £v 
imiriSto).  Il  est  très  douteux  au  reste  que  le.^  anciens  aient  consi- 
déré d'autres  spirales  planes. 


(')  Probablement  Théodore  «le  Soles,  qui  avail  donné  nue  explication  des  pas- 
sages mathématiques  de  Platon  ( Plutarque, De  orac.  de/ecC.  -  De  anim. procr.). 
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Le  seul  indice  qui  se  rencontre  à  cet  égard  est  un  passage  assez- 
obscur  de  Proclus  (p.  i  76),  où,  après  avoir  remarqué  que  non  seu- 
lement des  droites,  mais  encore  d'autres  courbes  peuvent  être  pro- 
longées indéfiniment  sans  se  rencontrer,  il  ajoute  :  «  Ainsi  il  est 
possible  d'imaginer  des  hélices  tracées  dans  une  telle  relation  avec 
des  droites  (  '  )  que,  si  on  les  prolonge  indéfiniment  en  même  temps 
que  ces  droites,  elles  ne  se  rencontrent  jamais  ». 

Si  l'on  admet  que  Proclus  voulait  ici  parler  de  spirales  planes 
et  qu'il  ne  comptait  pas  comme  telles  la  conchoïde  ou  la  quadra- 
trice,  on  ne  pourrait  guère  penser  qu'à  la  spirale  hyperbolique  ; 
mais,  en  fait,  l'hypothèse  première  est  assez  improbable. 

La  spirale  d'Archimède  fut,  après  son  inventeur,  l'objet  de  quel- 
ques travaux;  nous  avons  déjà  vu  la  relation  indiquée  parPappus 
entre  cette  courbe,  l'hélice  cylindrique  et  la  quadratrice;  nous 
avons  également  vu  que  la  spirale  d'Arcbimède  avait  été  employée 
pour  résoudre  le  problème  du  partage  d'un  angle  dans  un  rapport 
donné  (2). 

Dans  son  Livre  IV  (p.  234-242),  PaPPus  expose  quelques  théo- 
rèmes d'Archimède  et  leur  ajoute  celui-ci  :  que  l'aire  engendrée 
par  un  rayon  vecteur  est  proportionnelle  au  cube  de  ce  rayon.  Les 
théorèmes  généraux  d'Archimède  (prop.  26-28)  ont  un  énoncé 
beaucoup  plus  compliqué,  parce  qu'ils  portent  sur  des  différences 
entre  les  aires  et  des  secteurs  circulaires;  la  simplification  ne  pré- 
sentait aucune  difficulté  et  elle  doit  être  très  antérieure  à  Pappus. 

On  peut  enfin  signaler  le  terme  technique  à' hélice  monostrophe 
employé  par  Proclus  (p.  180-187)  pour  désigner  la  courbe  cor- 
respondant à  la  première  révolution  du  rayon  vecteur;  ce  terme, 
en  effet,  n'est  point  dans  Archimède,  et  Pappus  ne  l'emploie  que 
pour  l'hélice  cylindrique.  Il  faut,  au  reste,  remarquer  que  le  pas- 
sage de  Proclus  (p.  18-)  n'est  nullement  emprunté   à  Geminus, 


(')  TeTayjxévaç  D.txaç  Tuept  eùOeiaç  (I.  'ï.\-:>\).  On  pourrait  lire  Tiapà,  au  lieu  de 
7iepi  (autour),  qui  indiquerait,  par  exemple,  l'hélice  cylindrique  autour  de  son 
axe.  Mais,  plus  loin,  Proclus  distingue  avec  Geminus  les  lignes  asymptotes  (qui 
ne  se  rencontrent  pas,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge),  suivant  qu'elles  sont  ou 
non  dans  un  même  plan,  et  ne  donne  comme  exemple  des  asymptotes  dans  un 
plan  que  des  droites  parallèles  d'une  part,  que  l'hyperbole  et  la  conchoïde  d'autre 
part. 

(3)  Pappcs,  p.   iS|>.  —  PaocLts,  p.  27a. 
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puisque,  en  contradiction  formelle  avec  ce  dernier  (p,  1  1  i),Proclua 
y  reconnaît  des  courbes  s'arrétant  brusquement  |  '   . 

Quant  au  nom  de  Conon  qui  a  parfois  été  lubstituéâ  celui  d1  \i- 
chiinède  dans  la  désignation  de  la   spirale,  il  ;i  été  emprunté 
Pappus,  qui  dit  formellement  (p,  a34)  :  «  La  théorie  de  la  spirale 
tracée  dans  un  plan  a  été  proposée  par  l<-  géomètre  Conon  d    S 
mos.  »  Mais  il  ne  peut  y  avoir  là  (prune   méprise   sur  le  sens  du 
langage  d'Archimède  dans    sa  Préface.   Ce  lai  est    pourtant 

assez  clair,  et  la  méprise  de  Pappus  n'est  malheureusement  pas  de 
nature  à  nous  inspirer  une  grande  confiance  dans  la  parfaite  exac- 
titude de  tous  les  renseignements  qu'il  nous  a  consen    s. 

IX. 

LES   COXCIIOÏDIiS    DE   NICOMEDE. 

J'ai  déjà  établi,  d'après  un  passage  des  commentaires  de  Sim- 
plicius  sur  la  Physique  d'Aristote  (éd.  Diels,  p.  60),  que  l'in- 
venteur de  la  courbe 

b 


a 


cos  o 


a  dû  être  plus  âgé  qu'Apollonius,  s'il  était  d'autre  part  plus  jeune 
qu'Eratosthène  ;  il  vivait  donc  au  111e  siècle  avant  notre  ère. 

Pappus  qui,  de  même  que  Jamblique  dans  Simplicius,  appelle 
cette  courbe  cocliloïde,  en  parle  dans  deux  de  ses  Livres. 

III  (p.  58-62).  «  Nicomède  a  résolu  le  problème  (des  deux 
moyennes  proportionnelles)  par  la  ligne  cocliloïde,  au  moyen  de 
laquelle  il  a  également  effectué  la  trisection  de  l'angle.  »  Suit  la 
solution  classique  du  problème  des  deux  moyennes  proportion- 
nelles. 

IV  (p.  242-200).  On  retrouve  une  répétition  plus  détaillée  de 
cette  solution,  avec  la  définition  de  la  courbe  cl  les  indications 
suivantes  : 

Nicomède  appelai txavo>v  (règle)  la  droite  fixe,ir»Xo<  le  point  fixe, 
Siàcraipa  (intervalle)  la  longueur  a,  et  distinguait  quatre  cochloïdes, 
dont  la  première  correspondait  aux  valeurs  positives  de  u  (les 
trois  autres,  ajoute  Pappus,  servaient  pour  d'autres  théorèmes).  Il 

(')  Il  donne  précisément  l'exemple  assez  malheureux  de  V hélice  monostrophe 
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indiquait  le  tracé  à  l'aide  d'un  instrument  et  démontrait  que  la 
règle  est  asymptote;  enfin  il  n'aurait  exposé  que  la  solution  du 
problème  de  Délos  sans  démonstration. 

Eutocius  (p.  140-149)  reproduit  la  démonstration  de  Pappus  et 
ne  nous  apprend  guère  plus,  si  ce  n'est  que  l'invention  de  Nico- 
mède  fut  mise  par  lui  en  rivalité  avec  le  Mésolabe  d'Eratosthène, 
et  qu'il  avait  écrit  un  Traité  spécial  sur  les  lignes  conchoïdes. 

Enfin  Proclus  cite  la  conchoïde  (p.  1  1 1)  parmi  les  lignes  ne 
formant  pas  figure,  mais  se  prolongeant  indéfiniment,  tandis  que 
page  177,  où  d'ailleurs  il  parle  de  son  asymptote,  il  la  range  seu- 
lement parmi  celles  qui  se  prolongent  indéfiniment,  et  paraît  en- 
tendre, ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu,  une  des  espèces  de  la  con- 
choïde comme  type  des  courbes  formant  boucle  et  se  prolongeant 
ensuite  indéfiniment. 

Il  parle  encore  de  la  conchoïde  (p.  112),  comme  pouvant,  par 
exemple,  être  la  méridienne  d'une  surface  de  révolution  (p.  1 1 3), 
comme  décrite  par  Geminus  ;  enfin  (p.  272,  cf.  356),  il  en  attribue 
formellement  l'invention  àNicomède,dit  que  ce  dernier  en  a  donné 
la  génération,  le  classement  et  les  caractères,  et  que  d'autre  part 
il  s'en  est  servi  pour  obtenir  la  trisection  de  l'angle  droit. 

Ainsi  que  l'a  remarqué  M.  Cantor  (Vorlesungen,  p.  3o5),  la 
solution  de  ce  dernier  problème  se  retrouve  en  fait  dans  Pappus 
(p.  2^4)?  et  quoique  celui-ci  semble  vouloir  s'en  arroger  l'invention 
(p.  246),  il  n'est  pas  douteux  qu'on  ne  doive  la  faire  remonter  à 
Nicomède,  au  moins  dans  son  essence. 

Quant  aux  trois  autres  espèces  de  conchoïde  distinguées  par 
Nicomède  après  la  première  et  seule  dont  parle  Pappus,  le  savant 
historien  moderne  croit  devoir  laisser  indécise  la  question  de  leur 
restitution;  mais, malgré  son  opinion,  je  crois  que  l'on  ne  peut  mé- 
connaître dans  ces  trois  espèces  les  trois  formes  que  prend  la  courbe 
lorsque  a  est  négatif,  suivant  qu'il  est,  en  valeur  absolue,  plus  petit 
que  6,  égal  ou  plus  grand. 

Je  viens  de  rappeler  un  passage  de  Proclus  où  la  quatrième 
espèce,  la  conchoïde  à  boucle,  est  très  probablement  indiquée.  Je 
n'ai  donc  qu'à  réfuter  les  objections  que  l'on  a  pu  faire  à  l'identi- 
fication proposée. 

Ed  premier  lieu,  il  est  clair,  d'après  Eutocius,  que  Nicomède 
débutait    par  la  description   de  l'instrument  servant  au    tracé  <lc> 
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conclioïdes,  instrument  qui  se  prête  facilement  à  la  variation  de  a 
dans  tous  les  sens,  mais  suppose  que  la  directrice  esl  rectiligne;  le 
classement  établi,  suivant  Proclus,  après  l'exposé  de  la  généi  ation, 
ne  pouvait  donc  porter  sur  des  conchoïdes  à  dire<  trû  e  i  oui  be,  i  on- 

jecture  qui  a  été  émise. 

D'autre  part,  les  théorèmes  auxquels  servaient  les  trois  dernières 
conclioïdes  pouvaient  très  bien,  quelle  que  soit  l'expression  de 
Pappus,  être  de  simples  transformations  des  solutions  obtenues 
avec  la  première  conchoïde,  et  il  est  facile  de  les  imaginer  :  car,  pour 
inscrire,  par  exemple,  dans  un  angle  donné  une  droite  de  longueur 
donnée  dont  le  prolongement  passe  par  un  point  donné,  <m  peut 
évidemment  prendre  l'un  ou  l'autre  des  deux  cotés  de  l'angle  pour 
directrice  delà  conchoïde,  et  l'on  peut  par  conséquent  résoudre 
le  problème  soit  avec  la  première  conchoïde,  soit  avec  Tune  des 
trois  autres. 

Ajouterai-je  que  la  forme  avec  boucle  est  peut-être  la  seule  qui 
justifierait  l'appellation  de  cochloïde  employée  par  Pappus  et 
Jamblique,  au  lieu  de  celle  de  conchoïde  qui  paraît  être  la  véri- 
table ? 

X. 

LA    CISSOÏDE    ET   DIOCLÈS. 

La  dernière  courbe  dont  il  me  reste  à  parler  n'a  été  identifiée 
que  par  une  hypothèse  très  plausible  à  la  vérité,  mais  qui,  il  con- 
vient de  le  remarquer,  n'est  nullement  assurée. 

Le  nomdeDioclès  ne  se  trouve  que  dansEutocius  (Archimède, 
p.  1 38,  i63,  171),  qui  lui  attribue  un  Ouvrage  Iïepi  irupeia»  et  en 
donne  deux  extraits,  dont  l'un  est  la  solution  par  les  coniques  du 
problème  d'Archimède  :  Couper  par  un  plan  une  sphère  dans 
un  rapport  donné;  dont  le  second  est  la  solution  du  problème  des 
deux  moyennes  proportionnelles  par  une  courbe  dont  le  nom  n'est 
pas  donné  et  dont  l'équation  est 

7*(R -*-*•)  =  (R  —  x)*. 

Ainsi  le  nom  de  cissoïde  ne  se  trouve  pas  dans  Eutocius,  tandis 
que  Pappus  et  Proclus  ne  donnent  point  celui  de  Dioclès  et  ne 
définissent  nullement,  de  fait,  la  courbe  dénommée  d'après   sou 

analogie  avec  la  feuille  de  lierre. 
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Pappus  la  cite  deux  fois  (p.  54  et  270),  mais  seulement  comme 
une  courbe  qui  n'est  pas  engendrée  par  une  section  plane  d'un 
solide  géométrique  et  qu'il  classe  par  conséquent  avec  les  hélices, 
quadratrices,  conchoïdes. 

Proclus  dit  (p.  1 1 3 )  que  Geminus  en  donnait  la  génération 
(p.  111  et  102),  que  la  cissoïde  est  une  ligne  mixte  tracée  sur  un 
plan  et  formant  une  figure  en  retombant  sur  elle-même  (p.  126), 
que  lorsque  les  lignes  cissoïdes  vont  se  réunir  en  un  même  point, 
figure  qui  se  présente  sur  la  feuille  de  lierre  (xurcoç)  et  d'où  vient  le 
nom  de  la  ligne,  elles  forment  un  angle  qui  est  compris  sous  des 
lignes  mixtes.  Cette  indication  est  partiellement  corrigée  (p.  128), 
où  il  est  dit  que  l'angle  est  formé  en  réalité  par  une  seule  ligne,  car 
on  appelle  cissoïde  la  courbe  tout  entière  et  non  l'une  de  ses  parties. 

Ainsi  la  cissoïde  est  une  courbe  plane  fermée,  et  présentant  au 
moins  soit  un  rebroussement,  soit  un  point  saillant.  On  peut  évi- 
demment l'identifier  avec  la  courbe  de  Dioclès,  à  condition  tou- 
tefois, comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  de  la  limiter  à  l'inté- 
rieur du  cercle  générateur  de  rayon  R  et  de  la  compléter  par  la 
courbe  symétrique 

Mais  on  pourrait  évidemment  aussi  supposer  une  courbe  tout  à 
fait  différente,  comme,  par  exemple,  telle  épicycloïde  ou  telle  hypo- 
cycloïde. 

L'hypothèse  courante  est  plausible  en  ce  qu'elle  place  sous  un 
nom  assigné  par  les  Grecs  à  une  certaine  courbe  la  seule  ligne 
dont  on  sache  qu'ils  se  soient  occupés,  sans  connaître  comment  ils 
la  désignaient;  mais  cette  hypothèse  devrait  tomber  immédiate- 
ment si  l'on  découvrait  quelque  preuve,  par  exemple,  que  Dioclès 
était  postérieur  à  Geminus. 

Le  sujet  de  l'Ouvrage  de  Dioclès  est  au  reste  assez  incertain. 
Galien  emploie  le  terme  de  mipeiwv  pour  désigner  les  miroirs  ar- 
dents avec  lesquels,  suivant  la  tradition,  Archiinède  porta  l'in- 
cendie sur  la  flotte  romaine.  Si  cette  tradition  esta  peine  soutenable, 
il  n'en  est  pas  moins  avéré  qu'Archimède  s'était  occupé  de  la  ré- 
flexidn  sur  les  miroirs  (!)  et  l'on  peut  supposer  que  Dioclès  avait 

(')   Voir  Heiberg,  Qucestiones  Archimedece,  p.  33. 
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repris  un  sujel  <léj;,i  abordé  par  le  Syracusaio,  el  peut-être  ainsi 
contribué  à  la  formation  ultérieure  de  la  légende. 

On  a  récemment  retrouvé  dans  un  manuscril  de  VAmbrosienne 
un  fragment  grec  relatif  à  la  théorie  des  miroirs  ardents  el  qui   ■ 

été  publié  sous  le  titre  de  Fragmentum  mathemalicum  Bobiei 
(Hermès,  KVI,p.  261  etsuh  .,voirp.6$j  etsuiv.).M.Cantorapensé 
qu'on  pouvait  attribuer  à  Dioclès  ce  fragment  <jui  témoigne  de  la 

connaissance  du  foyer  de  la  parabole  (').  M.  Heiberg  (J)  .1  com- 
battu cette  opinion  et  restitué  à  bon  droit,  croyons-nous,  l'honneur 
du  nouveau  texte  à  l'ingénieur  Antliemius  de  Tralles  |  :  .  contem- 
porain d'Eutocius  (vie  siècle  après  J.-C).  Toutefois  la  «lut.-  de  la 
découverte  que  constate  ce  texte  peut  rester  incertaine,  car  si 
Anthemius,  dans  un  passage  sur  les  7rup£Î;,  revendique  l'originalité 
pour  ses  travaux  et  prétend  que  ses  précurseurs  ont  employé  des 
sections  coniques  sans  discernement  et  sans  démonstrations,  la 
chose  est  assez  peu  croyable,  surtout  quand  on  voit  Dioclès  traiter 
des  problèmes  qui  semblent  si  éloignés  de  son  sujet.  Mais,  à  l'époque 
où  vivait  Anthemius,  les  écrits  anciens  qui  subsistaient  encore 
étaient  déjà  assez  souvent  mutilés  et  défigurés  pour  qu'on  puisse 
expliquer  son  langage  sans  ajouter  foi  à  ses  assertions. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  retombons  pour  Dioclès  sur  les  seules 
données  d'Eutocius.  Elles  peuvent  suggérer  les  remarques  sui- 
vantes : 

Il  semble  bien  qu'Eu tocius  ait  effectivement  eu  à  sa  disposition 
l'Ouvrage  Ilspi  rcupeicov,  ce  qui  n'était  pas  le  cas,  je  crois,  ni  pour 
bon  nombre  d'écrits  d'auteurs  dont  il  cite  les  solutions  du  pro- 
blème de  Délos,  ni  pour  Dionysodore  dont  il  donne,  concurrem- 
ment avec  celle  de  Dioclès,  la  solution  du  problème  d'Archimède. 

Pour  Dionysodore  en  effet,  Eutocius  ne  donne  pas  le  titre  de 
l'Ouvrage  où  il  avait  publié  sa  solution,  et  l'on  peut  penser  qu'elle 

(')  On  sait  qu'Apollonius  connaissait  les  foyers  «le  l'ellipse  et  de  l'hyperbole; 
on  n'a,  au  contraire,  aucun  autre  indice  que  ce  nouveau  fragment  de  la  décou- 
verte par  les  anciens  du  foyer  de  la  parabole. 

(2)  Zeitschri/t  fur  Math,  und  Phys.,  t.  XXVIII,  p.  \. 

(3)  Je  signale  en  passant  la  donnée  de  Suidas  :  «  Vrchimède  de  Tralles,  philo- 
sophe, auteur  d'un  Commentaire  sur  Homère  et  de  Traités  de  Mécanique  »,  comme 
une  preuve  qu'Anthemius  avait  reçu,  comme  mécanicien,  le  surnom  glorieux 
d'Archimède  de  Tralles,  et  fut  par  suite  confondu  ultérieurement  par  Suidas  a\ee 
un  commentateur  d'Homère. 
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se  trouvait  comme  complément  sur  des  exemplaires  du  traité  d'Ar- 

chimède  :  De  la  sphère  et  du  cylindre. 

Les  citations  des  coniques  d'Apollonius  qui  se  trouvent  dans  la 
solution  de  Dioclès  doivent  être  des  interpolations  d'Eutocius  et  ne 
peuvent  servir  pour  déterminer  la  limite  supérieure  de  l'époque  où 
vivait  Dioclès;  je  crois  cependant  que  ce  dernier  doit  être  regardé 
comme  postérieur  à  Apollonius  et,  en  raison  même  de  la  mutila- 
tion qu'avait  déjà  subie  de  son  temps  le  Traité  précité  d'Archimède, 
je  serais  porté  aie  rapprocher,  le  plus  possible  au  moins,  de  l'âge 
de  Ge minus. 

D'un  autre  côté,  Eutocius  remarque  très  justement  que  la  solu- 
tion du  problème  de  Délos  par  Dioclès  est  au  fond  identique  à  celles 
de  Sporos  et  de  Pappus,  si  l'on  supprime  l'emploi  de  la  courbe 
pour  y  substituer  un  autre  procédé  graphique  plus  simple.  Il  est 
dès  lors  très  peu  probable  que,  si  Sporos  a  joint  à  la  compilation 
qu'il  faisait  (')  une  solution  qu'il  s'attribuait,  il  en  ait  également 
reproduit  une  autre  susceptible  de  diminuer  singulièrement  l'ori- 
ginalité de  son  travail.  Ce  n'est  donc  point  dans  cette  compilation 
qu'Eutocius  a  dû  trouver  la  solution  de  Dioclès. 

Ainsi  l'Ouvrage  IlsptTrupeiwv  devait  encore  exister,  plus  ou  moins 
complet  au  reste,  à  l'époque  d'Eutocius  et  d'Anthemius;  on  pour- 
rait donc  avoir  quelque  espoir  d'en  rencontrer  une  version  arabe. 
Malheureusement  l'indication  qui  existe  à  ce  sujet  dans  Gasiri 
paraît  erronée,  comme  M.  Heiberg  l'a  fait  voir. 


(')   Voir  un  Essai  Sur  les  fragments  d'Eudème  de  Rhodes,  dans  les  Annales 
de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  p.  70;  1882. 
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STEINIIAUSER  (Anton).  —  I1ilfstafi:i.n  zuh  PBlciSEfl  Hereciimni;  zuan- 

ZIGSTELLIGER    LOGÀRITHMEN    7X    GEGBBENEN    Z.Ull.F.N     I  M»     DEM    Zmii.I.n    /i 
ZWANZIGSTELLIGEN  LoGABITHMEN.  Wicn,  Druck  und  Verlag  \.ni  C;irl  Gerokffl 
Sohn.  xn-296  p.;  1880. 

Il  ne  manque  pas  aujourd'hui  de  Tables  logarithmiques  aux- 
quelles peuvent  recourir  les  mathématiciens  qui  ont  besoin  d'un 
grand  nombre  de  figures  pour  le  développement  de  calculs  nu- 
mériques. 

Des  Tables  auxiliaires  spéciales,  permettant  le  calcul  d'un  loga- 
rithme avec  plus  de  décimales  que  d'ordinaire,  se  trouvent  dans 
de  nombreux  Ouvrages  faciles  à  se  procurer,  par  exemple,  les 
Tables  de  Gardiner,  Callet,  Westphal,  Salomon,  Schron  et  Ger- 
nerth.  En  particulier,  une  Table  de  logarithmes  avec  plus  de  dé- 
cimales pour  les  nombres  premiers  a  été  ajoutée  par  Wolfram 
au  Thésaurus  de  Vega,  et  Stiozzi-Rudolfi  a  fait  une  semblable 
addition  à  l'édition  florentine  de  Gardiner. 

Dès  1807  parut  la  Table  auxiliaire  de  Steinhauser  pour  le  cal- 
cul des  logarithmes  à  onze  figures;  en  18-6,  les  Tafeln  zur  dreiss- 
igstelligen  Logarithmen-Rechnung  de  R.  Hoppe  (Leipzig, 
Koch)  ;  elles  reposent  sur  l'artifice  suivant  :  diviser  préalablement 
le  nombre  donné  par  des  facteurs  de  un  ou  deux  chiffres,  le  rap- 
procher ainsi  aussi  près  que  possible  de  l'unité  et  le  déeomposer 
de  la  sorte  en  facteurs  de  la  forme 

I  -f-  71.  IO-7'. 

Ces  Tables  sont  d'ailleurs  dans  le  système  naturel. 

Elles  sont  dépassées  par  celles  qu'a  laissées  en  manuscrit  un 
calculateur  bien  connu,  A.  Namur,  et  qui  vont  jusqu'à  trente-six 
décimales;  leur  disposition  a  été  exposée  par  P.  Mansion  1  )/a- 
thesis,  t.  I,  p.  40-  Namur  montre  que  l'on  peut  appliquer  son 
procédé  pour  un  module  quelconque;  soient  M  ce  module,  N  le 
nombre  dont  le  logarithme  est  à  déterminer  avec  la  plus  grande 
exactitude;  il  rapproche  d'abord  le  nombre  N  de  M.  de  la  même 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  ••  série,  t.  VIII.  (Avril  188$.)  t> 
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manière  que  Hoppe  le  rapproche  de  l'unité  et  en  sorte  que 
(N  —  M)3  tombe  au-dessous  d'une  limite  déterminée  avec  pré- 
cision, puis  il  emploie  la  relation 

,      *,  ™       (N  — M)2 

où  A  est  un  nombre  constant  pour  le  système  de  logarithmes  con- 
sidéré. 

Il  y  a  déjà  de  longues  années  que,  de  son  côté,  A.  Steinhauser, 
dont  les  travaux  pour  la  Mathématique  appliquée  méritent  d'être 
connus  dans  le  cercle  le  plus  large,  poursuivait  le  calcul  de  Tables  à 
vingt  figures,  qui  ont  pu  être  publiées  grâce  aux  sacrifices  de  l'édi- 
teur et  à  un  appui  pécuniaire  accordé  par  l'Académie  d'Autriche. 
Naturellement,  le  grand  âge  de  l'auteur  ne  lui  permettait  pas  d'ac- 
complir sans  aide  un  travail  aussi  gigantesque;  il  lui  a  été  gran- 
dement facilité  par  le  concours  de  son  neveu,  le  professeur 
A.  Steinhauser,  et  par  celui  de  M.  Slavvik  qui  a  particulière- 
ment calculé  une  Table  de  ioooo  multiple  du  module  0,43429..., 
pour  faciliter  le  passage  des  logarithmes  de  Briggs  aux  logarithmes 
hyperboliques.  Pendant  la  préparation  du  manuscrit  pour  l'im- 
pression, M.  Steinhauser  a  pu  disposer  de  plus  du  Traité  de  Bur- 
nier  et  utiliser  les  corrections  proposées  par  ce  dernier. 

Pour  prendre,  dans  les  Tables  dont  nous  rendons  compte,  le 
logarithme  d'un  nombre  de  plusieurs  figures,  on  commence  par 
le  partager  en  quatre  facteurs  par  trois  diviseurs  qui  vont  d'ail- 
leurs en  diminuant  successivement  de  longueur.  Pour  chacun  de 
ces  facteurs,  on  peut  chercher  directement  le  logarithme  dans  une 
des  colonnes  A,  B,  G,  D.  Il  n'y  a  aucune  autre  Table  qui  réduise 
à  un  pareil  minimum  le  calcul  à  faire  par  celui-là  même  qui  l'uti- 
lise; cet  avantage  et  la  confiance  que  doit  inspirer  le  nom  de 
Steinhauser  assurent  certainement  à  ses  Tables  à  vingt  figures 
la  supériorité  sur  tous  les  Ouvrages  qui  pourraient  lui  faire  con- 
currence. S.  G. 
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RICCARD1  (Pietro).  —  Cbnni  bulla  btoria  i»i.i  i  \  Geodesm  in  Itm.I\  dalu 

PRIME   EPOCHE    fin'   OLTRB   LA   M  i:  I  \    lui.   BBCOLO   \i\.  Miiikui.i  del   |»rol 

Pietro  Riccardi,  Part.  II.  Capo  I.       Bologna,  tipi  Gamberini  el  Parmeggiani, 

68  p.;  i883. 

J'ai  déjà  rendu  compte  dans  le  Bulletin  de  la  première  Partie 
de  cet  Ouvrage,  entrepris  sur  de  vastes  proportions.   La  seconde 

Partie,  dont  la  publication  est  désormais  commencée,  doil  com- 
prendre plusieurs  Chapitres;  mais  le  premier  ;i  pu  être  édité  i 
parement,    comme    offrant  une  vue  générale   sur  l'ensemble    des 

matières,  et  comme  nous  faisant  connaître  les  noms  de  i<»n->  les  per- 
sonnages qui,  dans  le  cours  des  xvii1'  et  xvin*  siècles  <>ni  exercé 
une  influence  sur  le  développement  de  la  Géométrie  pratique  en 
Italie*  Il  ne  s'agit  guère  ici  de  travaux  spéciaux  el  hors  Ligne  qui 
aient  changé  d'un  coup  le  caractère  de  la  Science;  mais,  précisé- 
ment pour  cela,  l'esquisse  des  progrès  accomplis  pas  à  pas  est  une 
entreprise  méritoire  qui  ne  pouvait  être  tentée  avec,  succès  que  par 
quelqu'un  ayant  sur  cette  matière  des  connaissances  aussi  appro- 
fondies que  M.  Riccardi.  Tout  le  monde  conviendra  qu'il  esl  rela- 
tivement plus  facile,  pour  un  homme  du  métier,  d'exposer  dans 
une  monographie  les  mérites  d'un  coryphée,  que  de  tirer,  d'une 
foule  de  matériaux  rares  et  difficilement  accessibles,  précisément 
les  points  dont  la  réunion  peut  former  un  tableau  fidèle  el  clair 
du  progrès  intellectuel  pendant  une  longue  période. 

Parmi  les  nombreux  écrits  géodésiques  qui  appartiennent  à 
cette  époque  et  dont  notre  auteur  caractérise  le  contenu  au  moins 
par  quelques  traits,  les  plus  saillants  sont  les  Istruzioni per  Vin- 
gegnere  civile  d'Alberti,  les  Elément  a  Geometriœ  et  Practicœ 
de  Lecchi,  et  le  De  re  ichnographica  de  Marinoni,  Ouvrage  qui 
s'est  répandu  dans  un  cercle  plus  étendu  et  qui  a  été  édité  à 
Vienne  en  i^5i  . 

En  ce  qui  concerne  le  matériel  instrumental,  les  géomètres  du 
xvne  siècle  se  trouvaient  en  présence  de  cette  multiple  variété 
de  dispositions  pour  tel  ou  tel  but,  que  nous  ont  déjà  lait  connaître 
les  études  antérieures  de  M.  Riccardi,  et  il  ne  manqua  pas  de 
gens  qui,  comme  Riccioli  par  exemple,  crurent  nécessaire  d'ajou- 
ter aux  anciens  instruments  d'autres  nouveaux  d'une  utilité  plus 
ou  moins  douteuse.  Cependant  on  commença  peu  à  peu,  el  c'était 
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un  progrès  décisif,  à  préférer  la  mesure  directe  des  longueurs  à 
celle,  toujours  très  peu  sûre,  des  distances  à  un  poste,  aussi  bien 
qu'à  se  servir  du  carré  géométrique  pour  la  détermination  des 
angles;  le  cercle  divisé  et  la  boussole  entrèrent  également  dès  lors 
en  jeu. 

L'invention  d'un  diastimètre,  vraiment  digne  de  ce  nom  et 
muni  d'une  lunette,  est  due  à  Geminiano  Montanari,  que  l'histoire 
de  l'Astronomie  mentionne  également  avec  honneur;  M.  Riccardi 
voit  dans  cet  instrument  le  précurseur  immédiat  de  nos  télémètres 
modernes. 

Vers  la  fin  de  la  période  en  question  fut  inventé  un  micro  go- 
niomètre dont  un  certain  Perez  réclame  la  priorité,  aux  dépens  du 
P.  Eliseo,  des  Carmes.  Des  détails  plus  précis  sur  l'idée  qui  est 
au  fond  de  cet  instrument  nous  intéresseraient  d'autant  plus  que, 
comme  on  le  sait,  le  géologue  allemand  Friedrich  PfafF  s'est  si- 
gnalé par  un  appareil  du  même  nom  destiné  à  la  mesure  des  très 
petits  angles  et  qu'il  a  reconnu  aussi  comme  très  approprié  aux 
recherches  sur  le  mouvement  de  translation  des  glaciers. 

Notre  auteur  consacre  une  étude  spéciale  à  la  mesure  des  hau- 
teurs et  au  nivellement;  au  reste,  ce  domaine  spécial  fut  un  de 
ceux  où  se  déploya  le  plus  l'esprit  d'invention  des  géodètes  ita- 
liens; ainsi  Alberti,  que  nous  avons  déjà  mentionné,  donna  trois 
constructions  différentes  pour  le  niveau  d'eau. 

Parmi  les  nivellements  les  plus  considérables  qui  furent  exécu- 
tés à  cette  époque,  on  doit  signaler  celui  que  le  cardinal  Gonti  fit 
faire  pour  donner  au  Reno  une  nouvelle  embouchure  dans  l'Adria- 
tique. 

D'un  autre  côté,  une  série  d'auteurs  consacrait  ses  efforts  à  la 
Stéréométrie  appliquée,  qui  se  propose  de  traiter  les  volumes  de 
forme  quelconque,  problème  pour  la  solution  duquel  le  chemin 
avait  déjà  été  indiqué  par  le  célèbre  Gavalieri,  dans  sa  Centuria 
di  varii  problemi  per  dimostrare  l'uso  e  la  facilita  dei  loga- 
ritmi  (Bologne,  1612). 

Un  coup  d'œil  est  jeté  en  passant  sur  le  dessin  des  plans  archi- 
tectoniques  ;  il  est  remarquable  qu'on  doive  le  meilleur  recueil 
des  plans  de  villes  italiennes  à  un  étranger,  Le  Français-Lalainlr, 
qui,  comme  auteur  de  voyages,  occupe  un  rang  aussi  considérable 
que  pour  ses  abrégés  astronomiques. 
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Pour  la  partie  purement  géométrique  de  la  Géodésie,  le  j 
tage  des  surfaces  d'après  <!<••>  conditions  données,  un  Traité  in- 
téressant était  déjà  écrit  par  Citaldi,  l'inventeur  des  fractions 
continues;  plus  tard,  des  phénomènes  naturels,  \<>  fréquents  déboi  - 
déments  des  ûeuves  de  Toscane  el  de  Lombardie,  provoquèrent  les 
savants  à  entreprendre,  d'après  les  règles  scientifiques,  le  part 
de  terrains  ondulés;  Fiorini  et  Barattieri  s'en  occupèrent. 

L'art  du  dessin  topographique  avait  déjà  été  solidement  fondé 
par  Pomodoro  dans  la  précédente  période  ;  l'Ouvrage  de  Marinoni, 
sur  ce  sujet,  se  répandit  au  loin,  tandis  que  Marc  Antonio  Cellio 
inaugurait  une  méthode  destinée  plus  tard  à  de  grands  perfection- 
nements, la  copie  de  dessins  d'après  des  procédés  optiques. 

Magini  et  Cavalieri  avaient  fait  connaître  en  Italie  le  calcul  tri- 
gonométrique,  et  dans  le  Vero  nuovo  geodeta  siciliano,  Benedetto 
Maria  del  Castrone  mettait  en  honneur,  comme  faisant  partie  de 
l'arpentage,  la  résolution  des  triangles  au  moyen  de  formules,  à 
une  date  (i^3o)  où,  en  Allemagne,  on  n'employait  encore  que  de 
grossiers  procédés  graphiques  pour  les  opérations  de  la  Géodésie 
inférieure. 

Des  solutions  manuelles  de  problèmes  géodésiques  avaient  déjà 
été  proposées  par  Commandino  pour  des  cas  simples;  dans  cet 
ordre  d'idées,  Muzio  Oddi  et  le  marquis  del  Monte  sont  à  citer 
comme  précurseurs  de  Galilée,  à  qui  son  compas  de  proportion 
bien  connu  assura  à  cette  époque  au  moins  autant  de  gloire  que 
l'une  quelconque  de  ses  grandes  découvertes  mécaniques.  Il  lui 
suivi  dans  cette  voie  par  de  nombreux  compatriotes,  parmi  les- 
quels je  me  bornerai  à  nommer  Lorgna. 

Quant   à  la  planimétrie   mécanique,   comme    parait   l'avoir,    le 
premier,  remarqué  A.    Favaro,  c'est  encore  Marinoni  qui  se  ci 
un  titre  par  sa  Bilancia  planimetrica. 

Mais,  pendant  que  les  mathématiciens  italiens  déployaient  ainsi 
un  zèle  méritoire  et  fécond  pour  le  développement  de  la  Géodésie 
inférieure,  les  plus  hautes  branches  de  cette  science  étaient  presque 
complètement  négligées.  D'ailleurs,  on  n'entreprit  guère  d'opéra- 
tions importantes;  on  se  borna  à  dresser  des  plans  topographiques, 
des  cartes  territoriales  et  cadastrales  ;  ce  niveau  ne  fut  guère  dé- 
passé que  pour  des  opérations  hydrauliques  destinées  à  régulari- 
ser le  cours  des  fleuves. 
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J'ai  cherché  à  donner  une  rapide  esquisse  d'un  travail  accompli 
avec  une  remarquable  érudition;  j'ajouterai  que  l'attention  y  est 
appelée,  en  général,  sur  ce  qui  se  faisait  à  l'étranger  pendant  la 
même  période,  qu'on  y  mentionne  notamment  en  leur  lieu  et 
place  les  représentants  les  plus  considérables  de  la  Géodésie  alle- 
mande, Prretorius,  Schwenter,  Faulhaber  (ce  dernier  nom  est  mal 
écrit).  S.  G. 


FOULLET-DELISLE.  —  Ixtorno  allv  vita  ed  ai  lvvoiu  di  Antonio  Carlo 
Marceluno  Polllet-Delisli:,  Notizic  raccolte  da  B.  Boncompagni. 

Sous  ce  titre,  l'illustre  éditeur  du  Bullettlno  dl  Blbllografia 
e  cil  Storla  délie  Sclenze  mate  mat  le  he  e  ftslche,  le  prince  Bal- 
thazar  Boncompagni  vient  de  publier,  à  Rome,  une  intéressante 
Notice  biographique,  qui  remet  en  lumière  un  savant  mathémati- 
cien français,  un  administrateur  intègre  et  distingué,  mort  il  y  a 
moins  de  quarante  ans,  injustement  oublié  de  ses  compatriotes  et 
même  de  l'Université  dont  il  avait  été  l'un  des  serviteurs  les  plus 
dévoués.  Nul  bibliographe  français,  à  l'exception  de  Quérard,  n'a 
songé  à  seulement  mentionner  le  nom  et  les  Ouvrages  de  Poullet- 
Delisle. 

Né  à  Janville  (diocèse  de  Chartres)  le  17  janvier  1778,  mort  le 
a3  août  1849  à  Arrou  (arrondissement  de  Châteaudun),  Antoine- 
Charles-Marcellin  Poullet-Delisle,  ancien  élève  de  l'Ecole  Poly- 
technique et  professeur  de  Mathématiques  au  lycée  d'Orléans, 
n'avait  pas  encore  trente  ans,  lorsqu'il  publia,  sous  le  titre  de  Re- 
cherclies  arithmétiques,  sa  traduction  des  Dlsqulsltlones  culth- 
metlcce  de  Gauss.  Deux  ans  plus  tard,  en  1809,  il  faisait  paraître 
et  dédiait  à  Laplace  un  Traité  d'application  de  l'Algèbre  à  la 
Géométrie  qui  fut  longtemps  classique.  Mais  bientôt  il  quittait 
l'enseignement  des  Mathématiques  pour  entrer  dans  l'Administra- 
tion universitaire,  et,  le  io  décembre  de  cette  même  année  1809, 
il  étaitnommé  Inspecteur  de  l'Académie  d'Orléans.  Dans  ces  fonc- 
tions, comme  dans  celles  de  Recteur  d'Académie  et  d'Inspecteur  gé- 
néral qu'il  obtint  ensuite,  pendant  toute  la  durée  de  sa  longue 
carrière  administrative,  ainsi  qu'il  le  dit  lui-même,  Il  attaqua  de 
front  les  coupables  et  défendit  ouvertement  l'innocence  in  jus- 
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tentent  attaquée*  il  fat  toujours  juste  envers  set  subordonnés, 
remplissant  ainsi  le  premier  des  devoirs  d'un  chef;  mais  on  m:  !•• 
fut  pas  toujours  à  son  égard.  Une  lettre  qu'il  écrivil  de  Limoj 
le  10  juin  1825,  au  Directeur  de  l'Instruction  publique,  le  démontre 
suffisamment.  Cette  lettre,  conservée  aux  archives  nationales, 
a  été  reproduite  intégralement  dans  la  Notice  du  prince  Balthai  n 
Boncompagni;  nous  regrettons  de  ne  pouvoir  la  donner  ici  tout 
entière,  mais  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  d'en  citer  les  lignes 
suivantes,  en  rappelant  que  c'était  M.  l'abbé  Frayssinous,  évéque 
d'Hermopolis,  premier  aumônier  du  roi,  qui  remplissait  alors  les 
(onctions  de  Ministre  Secrétaire  d'Etat  au  département  des  Aifaires 
ecclésiastiques  et  de  l'Instruction  publique. 

Poullet-Delisle  s'exprime  ainsi  :  «  En  182/j?  je  me  trouve  exilé 
d'Angers  à  Limoges,  parce  qu'un  homme  ambitieux,  et  intrigant, 
qui  cherche  à  peupler  de  ses  créatures  le  département  de  Maine- 
et-Loire  qu'il  veut  dominer,  travaillait  depuis  dix-huit  mois  à  faire 
placer  son  ancien  précepteur  à  la  tête  de  l'Académie  d'Angers,  et 
que  lui  et  ses  amis  d'alors,  car  je  doute  qu'il  les  ait  tous  conservés, 
trompèrent  la  religion  de  Son  Excellence,  en  lui  persuadant  que 
l'on  désirait  un  recteur  ecclésiastique.  Cependant,  Monsieur  le  Di- 
recteur, Son  Excellence  daigna m'assurer  que  j'étais  loin  d'avoir 
rien  perdu  dans  son  estime,  et  qu'Elle  ne  m'envoyait  à  Limoges  que 
pour  rétablir  l'ordre  de  celte  Académie,  ajoutant  qu'Elle  tiendrait 
compte  du  sacrifice  qu'Elle  m'imposait.  Dans  la  conversation  Elle 
s'aperçut  que  je  n'avais  pas  la  croix  de  la  Légion  d'honneur.  Elle 
eut  la  bonté  de  s'en  étonner,  et  surtout  que  je  ne  l'eusse  pas  de- 
mandée. «  Monseigneur,  lui  répondis-je,  elle  s'obtient ,  mais  ne 
»  se  demande  pas!  » 

Nous  devons  être  reconnaissants  au  prince  Balthazar  Boncom- 
pagni  d'avoir  fait  connaître  au  monde  savant,  et  particulièrement 
au  public  français,  un  mathématicien  et  un  administrateur  si  digne 
d'estime,  et  nous  applaudissons  sincèrement  pour  noire  part  à  cet 
acte  de  réparation  et  de  justice.  Aristide  Ma  rue. 
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MELANGES. 

SUR   LA   DÉCOMPOSITION    EN    FRACTIONS   SIMPLES   D'UNE   FONCTION 
RATIONNELLE    HOMOGÈNE; 

Par   M.  CYPARISSOS    STEPHANOS. 

Lorsqu'on  considère  la  décomposition  en  fractions  simples  d'une 
fonction  rationnelle 

CD 
/2 

(où  ©  et  /  désignent  deux  formes  binaires  ©  =  ©J./n  et  f  =  a™+1 , 

dont  la  seconde  a  son  discriminant  D  différent  de  zéro),  on  est 

conduit  à  remarquer  que   la  somme  des  fractions  du  premier 

degré,  dans  le  résultat  de  la  décomposition  en  question,  est 

égal  à 

i   t™-* 

D—  ' 

t  =  t™~x  représentant  un  covariant  simultané  des  deux  formes 
©  et  f,  et  que,  de  même,  la  somme  des  fractions  restantes  est 
égale  à 

D    /    ' 

oit  ol=  ol^'1  représente  également  un  covariant  simultané  des 
deux  formes  ©  et  f. 

En  allant  plus  loin,  on  reconnaît  que  la  forme  a  coïncide  avec 
lajacobienne  (/,  s)t  de  f  et  d^  une  autre  forme  s'=  sf^t+i,  laquelle 
constitue  encore  un  covariant  simultané  des  deux  formes  ©  et  f. 

Les  formes  s  et  t  satisfont  ainsi  à  la  relation 


et  sont,  par  conséquent,  telles  que  l'intégrale 

D  /  -^  Oi  dx.2  —  cr2  dxi ) 


soit  égale  à 


/?<- 


i  dx2  —  ,r2  dr^). 


m  +  i/ 
Il  nous  a  semblé  intéressant  d'examiner  les  propriétés  des  formes 
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s  et  /  ainsi  définies.  Cette  étude  nous  ;i  conduil  à  divers  résultats, 
dont  nous  nous  proposons  d'exposer  quelques-uns  dans  le  petit 

travail  qui  suit  (f  ). 

A  côté  de  propriétés  se  rattachant  directemenl  â  la  décomposi- 
tion en  fractions  simples,  la  présente  Note  contient  aussi  quelques 

autres  résultats  qui  ne  me   paraissent  pas  dénués  de  toul  înb 
Parmi  ceux-ci,  je  citerai  avant  tout  les  résultats  du  n°  L2ï.  relatifs 
à  la  forme  A==  A*"i_3,  dont  l'évanouissement  identique  constitue 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  forme   I  ----  a 
admette  deux  racines  doubles  distinctes  ou  bien  une  racine  qua- 
druple. 

Dans  une  prochaine  occasion,  nous  espérons  revenir  sur  quel- 
ques autres  propriétés  des  formes  s  et  /,  relatives  à  la  manière 
dont  on  peut  représenter  ces  formes  au  moyen  d'opérations  (  Leber- 
scJiiebungen)  portant  une  seule  fois  sur  chacune  des  formes 
cp,  /  et  le  covariant  A  =  A*"1-2  de/,  défini  par  les  relations 

(A,/),w=o,     (A,/)m+1=o(*). 

I. 

Formules  et  remarques  préliminaires. 

1.  Rappelons  tout  d'abord  certaines  formules  où  figurent  1rs 
racines  de/=  ûfj+1  et  qui  nous  seront  bien  utiles  par  la  suite. 


(')  La  plupart  des  résultats  de  cette  Note  (n08  l-'22)  nous  étaient  <l<j.ï  connus 
lors  de  la  rédaction  de  notre  Mémoire  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires 
ayant  une  même  jaco  bien  ne  (présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance 
du  12  décembre  1881,  et  inséré  dans  le  t.  \\\  Il  du  Recueil  des  Mémoire*  des  Sa- 
vants étrangers,  i883).  Le  §  4  de  la  première  Partie  du  Mémoire  en  question  est 
consacré  à  l'étude  de  faits  étroitement  liés  avec  ceux  exposés  dans  la  présente  Note. 

(2)P.  S.  —  Dans  une  Note  5 ur  l'intégration  d'une fonction  rationnelle  homo& 
insérée  dans  les  Comptes  rendus  du   3  décembre  i8S3  (t.  XCVII,  p.  1290  |,   nous 
avons  indiqué  la  solution  d'une  question  plus  générale  don!  voici  l'en  >ncé  : 


Etant  données  deux  formes  binaires 


OU 


m.        ni  (  /;/  -i-  i)(  //  -i-  1), 


déterminer  l'expression  générale  des  formes  S  et  T,  d'ordres  respectifs  ml  ei 
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Les  facteurs  linéaires  de/ seront  désignés  par 

étant  posé,  pour  abréger, 

Nous  aurons  ainsi 

/=  a'xl+l  =  (xxt)(xx2)  . .  .  (xxm+[). 
De  là  on  déduit 
(1)  ' --      'V^(^) 

(a) 


(M  +  ,W<=/2gy 


m(m  -I-  1) 


y    x  j  ^  (xxi){xxj) 


Maintenant,  si  l'on  pose 

11/  —  (xixl){xix2)  '  '  •  (xlxi—l)(xixl-hl)  '  •  •  (xxm-hl)j 

on  aura 

(  3  )  (  m  4-  1  )  a  y  a"\  =  11/  (  yxt  ), 

(4)  -^ -«?<     =  n'<^>2i(i^)  ('<^' 


De  la  formule  (4)  on  déduit 


w(m  h-  1) 


^™  \xixj) 


m,  —  (  «  —  1)  (  m  4-1)  —  2,  satisfaisant  à  la  relation 

!>"?  =  (/,  S),+/»T 
(owD  désigne  le  discriminant  de/,  supposé  différent  de  zéro). 

La  détermination  de  ces  formes  S  et  T  est  ramenée  également  à  la  considéra- 
tion de  la  forme  A. 

Quant  aux  formes  s  et  t,  considérées  dans  la  présente  Note,  elles  ont  pour  cx- 
pressions 

riant  pose 

//i    "T-    I 

«1  1  a  ,•  r>    —  a  y  »r  )  »,  s  y 


(.cv) 


]:(, 


>)• 
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Nous  aurons  ainsi,  par  suite  de  (3  », 

(  ))  ; (aa  )-n_,t       ",,  -II,. 

Si  l'on  pose  maintenant 

on  aura,  conformément  aux  formules  précédentes, 

(6)  (  m  4-  i  )  «>  «ï!  =  (  J-'V  »/' '"  • 

(?)  ^^c^w^r- 


Soit  remarqué,  en  passant,  que  la  dernière  de  ces  formules  ex- 
prime cette  propriété  bien  connue  qu'étant  donné  un  groupe  de 

m-\-\  éléments  f=  a™+i  (points  d'une  droite,  etc.),  les  deux 
points  y  (qui  sont  centres)  harmoniques  du  second  degré  d'un 
quelconque  xi  de  ces  éléments  par  rapport  au  groupe  f=oy 
coïncident  l'un  avec  le  point  x-L,  l'autre  avec  le  point  (qui  est 
centre)  harmonique  du  premier  degré  de  Xi  par  rapport  au 

groupe  des  m  points  restants  p™  =     •     ,  de  f. 

2.   Les  notations  précédentes  étant  adoptées,  la  formule  ordi- 
naire, pour  la  décomposition  de 

h         h™ 


f       a!rl 
en  fractions  simples,  devient 

w  f       jid  11,  (**,)' 

la  forme  y*  étant  supposée  à  racines  inégales. 

A  côté  de  cette  formule,  il  convient  de  placer  celle  autre, 

{t™~x  désignant  une  forme  quelconque  d'ordre  m  —  i),  laquelle 
n'est  au  fond,  comme  on  sait,  qu'un  cas  particulier  de  la  formule 
précédente  (8). 

Si  dans  la  formule  (8),  écrite  comme  il  suit, 


V  A? 


f 


11/  <"  "       (aw,  l 


i*4 
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on  remplace  les  symboles  hif  h2  par  y2  et  — yK,  el  puis  les  #,, 
x2  par  les  symboles  —  A2,  hl9  on  obtient  la  formule 

y  - Zi     \\i    Ky  l)  ' 

qui  fournit  la  relation  linéaire  par  laquelle  la  forme  h"!  est  liée  aux 
puissances  mièmes  des  m  -f-  i  expressions  {yxî).  De  même,  il  est  à 
remarquer  que  la  formule  (9)  peut  être  écrite 

2— s—  =°> 

et  fournit  ainsi  la  relation  linéaire  qui  doit  exister  entre  les 
puissances  (m  —  [^mes  ç\es  m  _|_  j  facieurs  linéaires  de  f. 

3.  Il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler,  de  formule  de  décomposi- 
tion en  fractions  simples,  pour  le  quotient  de  deux  formes,  dans 
le  cas  où  la  forme  en  numérateur  serait  d'un  degré  moindre  de 
plus  d'une  unité  que  le  degré  du  dénominateur  (celui-ci  étant  sup- 
posé à  racines  inégales).  Pourtant,  s'il  s'agissait,  par  exemple,  de 
l'expression 


/  »>   1 
1  r 


a 


m+ 1 


on  pourrait  appliquer  la  formule  (8)  à  l'expression 
manière,  on  obtient 


(./■r)/ 


De  cette 


(10) 


t  t'""1 


itn-\ 


a' 


y  1jI1  (m) 

II;     (xxt)' 


Cette  dernière  formule  se  prête  fort  bien  aux  besoins  d'une  pre- 
mière intégration.  En  effet,  comme  on  a 

lof 


(II) 


d 


(xy) 
on  doit  aussi  avoir 


co 


nst. 


(xy)(jrjri) 


(./'!  dx2  —  .r.,  r/./'j  ), 


(12) 


^       /    -{Xl  dx,  —  X,  dXy)  =  —  ^  ~]7~  OSC^)  —  l<>g(*J  >J  "+■  G 


1.   En  appliquant  la  formule  (8)  à  l'expression 

«  ~r^Tf  ~   (xy)a'r1  ' 
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cj ii  obtient 

{xy  )<*'»+*  '        2d  ~  II/    i  r/)         rj    <' •  '  ' 

ou  bien 

<'+*/>y'  +  l—«™M  /,».  +  !  y    //"M     ^. 

(ay)  ^     U/     ~i  >  > 

De  là  on  déduit  la  valeur  remarquable  suivante  pour  la  ja< 

bienne  {m  +  i)(/,  £•),  : 

Xd     II,     (ara?/)1 

Il  résulte  de  cette  formule  (i4)  que  l'expression  générale  des 
jacobiennes  des  faisceaux  X/-4-  u^-  qui  contiennent  une  forme 

dot)  née 

f=  a%+i  =  (xxl)(xx2)  ...  (a\rm+i) 
est 

h 


(i5)  aS*=/«2 


(à?a?/)»' 


où  les  A;  désignent  des  paramètres  arbitraires. 

Maintenant  la  formule  (i3)  montre  ceci  de  plus,  qu'étant  donnée 
une  forme  telle  que  (i  5),  c'est-à-dire  qui  soit  la  jacobienne  d'un 
faisceau  \/-f-  \ng  contenant  la  forme  f=  «™+1,  la  condition  pour 
que  deux  points  x  et  y  appartiennent  à  une  même  forme  de  ce 
faisceau  est 

/(.,)  g(.r)  -  f(r) g<x)  =  y  h  âïlÛZl-o. 

(xy)  Aà       (xxt)  (j'Xi) 

5.  On  aurait  pu  arriver  également  à  la  formule  (i4)  en  considé- 
rant la  différentielle  de  l'expression  rationnelle 

bHl  =  _  v  6™+1     (*y)     4.  hHl 

a'J!+l  '        Zà    II,     (xxi)(yxt.)       «J*+l 
Cette  différentielle  est.  en  effet, 


07) 


d  ^ïïrn  =(w  +  i) r^ -  (a?i  rfri  —  a?,  «*r,  | 
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et  cela  par  suite  de  la  formule 

(18)  cl yH±  =  —  ,yX,l,  ( #i dx2  —  x2 dxv ), 

qu'il  convient  de  comparer  à  la  formule  (i  i)  précédente. 

La  propriété  exprimée  parla  relation  (if;)  fait  voir  que  la  déter- 
mination des  faisceaux  de  formes  binaires  de  degré  m  +  i  avant 
une  jacobienne  donnée  a  =  a^.m  fournit  la  solution  de  cette  ques- 
tion :  Déterminer  les  formes  f=  a™+l  qui  sont  telles  que  l'in- 
tégrale 

I  ■^(xidr2  —  x2dxi), 

où  a  est  une  forme  binaire  donnée  de  degré  imy  ait  une  valeur 

fr  m+ 1 

algébrique  de  la  forme  -^  (  '  ). 


b'il+i 
(')  C'est  exprès  que  je  dis  «  de  la  forme     '         »,  parce  qu'il  y  a  aussi  d'autres 

ax 
expressions  rationnelles  (dont  les  termes  sont  des  formes  d'un  degré  supérieur  à 
m-j-i)  qui  conduisent  à  des  différentielles  telles  que 

f  étant  une  forme  de  degré   m  -+-  i  admettant  des   systèmes  convenables    de  ra- 
cines multiples. 

Le  problème  de  la  recherche   de   ces  diverses  expressions  rationnelles  rentre, 
comme  cas  particulier,  dans  la  question  de  la  détermination  des  formes 

f  -  a'£+l  =  (  xxx  )*i  (  xx2  )**  . . .  (  xx n  )*»,     (  S kt  =  m  -f-  i  ), 

auxquelles  correspond  une  intégrale 

m+tt— 1 


/. 


Uixx^i+i  (<0°x  dX2  ~  *2  dXl  ) 

b'"+i 
(où  ^   désigne  une  forme  donnée)   admettant  une  valeur  algébrique     '*       » 

(En  prenant  n  =  ni -ht,  on  a    le  cas  considéré  dans  le  texte.) 

Il  est  à  remarquer  que  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  n  facteurs 
linéaires  d'une  pareille  forme/  (supposés  inégaux  et  de  degrés  de  multiplicité 
/.',->  o)  coïncident  avec  celles  qui  expriment  que  la  forme  f%m  =  ty.Tl(&Xi)*i-i 
constitue  la  jacobienne  d'un  faisceau  Xaî'+1  -+-  u.6™+1  contenant  la  forme  /.  Le 
nombre  de  ces  conditions  est  égal  à  n  —  i,  comme  cela  a  déjà  été  remarqué  (Ser- 
rkt,  Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  5o6).  Nous  examinerons  plus  bas  (n09  21  et  22) 
ce  <|"°  deviennent  les  n  conditions  en  question  dans  le  cas  où  l'on  a  n  =  m  -1-  t 
(pour  Arj:  i).  Dans  le  cas  où  f—  (#a?,)*i(a7a?2)*t,  (/i  =  a),on  doit  avoir  simple- 
ment <J^î<|<îi 
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En  effet,  on  voit  !)ion  que,  si  pour  une  valeur  déterminée  de 

/  — "™+1  l'intégrale  précédente  devient  égale  ;*i  ■—,  toute  antre 

forme  \a%+1  -+-  ;/.//"'  l,  placée  dans  L'expression  de  l'intégrale  con- 
sidérée, au  lieu  de/,  doit  également  conduire  i  nue  valeur  alf 

brique 

de  la  même  intégrale. 

6.  Deux  formes  binaires  a%+i  et  #?+1,  d'un  même  degré,  sonl 
appelées  conjuguées  (d'après  M.  Rosanes),  dans  le  caa  où  leur 

invariant  simultané  (ab)m+i  est  nul. 

Les  formes  b'"*x  qui  sont  conjuguées  aux  formes  d'un  système 
linéaire  à  k  paramètres 

V/oH-*i/i-+-...-+»  W* 
forment  aussi  un  système  linéaire,  à  m  —  k  paramètres, 

(Les  formes  /0,/(,  .  .  . ,  /*  doivent  être  linéairement  indépendantes 
entre  elles  ;  il  doit  en  être  de  même  pour  les  formes  /*+, ,  ...,/„, +1  ). 
Deux  pareils  systèmes  linéaires,  conjugués  entre  eux,  admettent 
les  mêmes  covariants  (combinants  des  formes  f;  qui  déterminent 
ces  systèmes).  Ainsi,  par  exemple,  les  déterminants  fonctionnel^ 

et 

Zà~     dxf-k     '  "  dxtdxf*-*       efcrf"* 

de  ces  deux  systèmes  ne  diffèrent  entre  eux  que   par  un   facteur 
constant. 

Lorsqu'on  pose 

a»l+i=  {xx[)(x.r.2)  .  .  .  (.r.r„,  |  1 1, 

l'invariant  (ab)m+i  devient 

(ab)>n+i  =  brtbXi  ...  />,,„,. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  a 

a%af  '"^    ... 


isi8 
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la  forme  (xy)h(xz)m-k+i  est  conjuguée  à  f=a'£+1.  En  particu- 
lier, la  forme  (xr)"l+i  est  conjuguée  à/,  si  l'on  a 


a 


tn+\ 


Dans  le  cas  où  les  diverses  racines  xK,  x2,  .  .  . ,  x„l+i  de  /  sont 
inégales,  l'expression  générale  des  formes  conjuguées  à  /est 

X1(a7d?1)w+1  -+-  X2(aro2)'»+i  -h.  ..+  1;„+1(ct„;+1)'"+i. 

On  dit  que  la  forme  ax+1  est  apolaire  par  rapport  à  une  forme 
c*  de  degré  n  >  m  +  i ,  si  l'on  a  identiquement 

(  ac)fn+i  c'j.-,H+l  =  o. 

On  voit  que  dans  ce  cas  la  forme  cx  est  conjuguée  à  toute  forme 
ax+l  Vx  ~"l+i  contenant  f  en  facteur.  On  peut  désigner  cette  rela- 
tion de  la  forme  cx  à  la  forme  a™+l  en  disant  encore  que  la 
forme  cx  est  conjuguée  à  la  forme  ci'"+Y.  Si  les  racines  de/  sont 
inégales,  on  doit  avoir,  pour  des  valeurs  convenables  des  A/, 


7.  Nous  savons  déjà  (n°  A)  que  les  jacobiennes  des  faisceaux  de 
degré  m  +  1,  qui  contiennent  une  forme  donnée  /==  «J+1,  consti- 
tuent un  système  linéaire  à  m  paramètres.  Il  résulte  de  là  que 
les  formes  A*.'",  conjuguées  à  toutes  ces  jacobiennes,  doivent 
constituer  un  système  linéaire  km  —  i  paramètres. 

Gomme  ces  formes  Axn  doivent  satisfaire  à  la  relation 

(Aa)"l(Ab)>»(ab)  =  o, 

quelle  que  soit  la  forme  6™+1,  on  voit  que  l'on  doit  avoir  identi- 
quement 

(Aa)»lAx'ax  =  o. 

Il  est  manifeste  que,  réciproquement,  toute  forme  Ax"  satisfaisant 
à  cette  relation  est  conjuguée  par  rapport  à  toutes  les  jacobiennes 

(/>  g)*>  qiiel  que  soit  g  =  bTl- 

En  ayant  égard  à  l'expression  générale  des  jacobiennes  (/,  g), 
en  question,  donnée  au  n°  4,  on  voit  que,  si  toutes  les  racines  Xi 
de/ sont  inégales,  on  devra  avoir 

/ 

(A,  pi)2m  =  O,      OÙ     fi  =  jr^-y 

quelle  que  soit  la  racine  ./,. 
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8.  Comme  toute  forme  (xy)m(xz),  telle  que  tz^aj  o,  est  con- 
juguée à  /',  on  voit  que  les  formes  (xy  )'"  n'"  a ,  doivent  être  i  onju- 
guées  à  j\  quel  que  soi!   )-. 

Plus  généralement,  toute  forme  comprise  dans  L'expression 


lin 


doit  être  conjuguée  à  /',  quelle  que  soit  la  forme  / 

D'après  le  numéro  précédent,  il  n  \  a  parmi  Les  formes  / \ '"  que 
m,  linéairement  indépendantes  cuire  elles,  <|ui  donnent  lieu  à  une 
expression  (),,  à)m  identiquement  nulle.  Il  suit  de  là  que  l'ex- 
pression (1,  a) m  est  toujours  capable  de  représenter  ///  —  i  formes 
linéairement  indépendantes  entre  elles,  lorsque  la  forme  a '.,'.'  est 
donnée.  On  voit  ainsi  que  l'expression  (a,  a ),„  peut  représente!  , 
dans  tous  les  cas,  toute  forme  b'"+l  conjuguée  à  '/"'+1. 

Il  est  aisé  d'obtenir  l'expression  de  Çkà)m\^Ox  sous  la  forme 
Hu.i(xXi)m+i.  Il  suffit  pour  cela  de  considérer  la  formule  (i4)  du 
n°  4,  formule  qu'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

7/"  4-1  f 


i         x^  b"'  +  { 

(ab)a'jl  b™  =  ^-— [    N^  -jj-  pf      où    Pi  = 


I  XXi  ) 

En  changeant  dans  cette  formule  les  x{,  x2  en  X2,  — a,  et  le- 
/;,;  b2  en  —  x2-,  x  K,  on  obtient,  en  effet, 

{\ayn\>Zax=  -i-    y}XiP})lkm(xxty*+K 

ni  -h  1    Amà  1 1  i 

Il  est  à  remarquer  que  la  formule  (i3)  du   n°  4  peut  aussi  con- 
duire à  une  représentation  de  la  forme 

(ac)'»+1  b'ji-  +  l  —  (ab)»l+i  c™+l 
(laquelle  est  manifestement  conjuguée  à  /'),  par  une  expression 

En  remplaçant,  en  effet,  dans  la  formule  en  question 

f(x)g(y)  —f(y)g(x)  =  ^4  ~\f~  (',[V  )pi{  x  )Pl ' y  '" 

lesx,,  x2  parles  symboles  c2,  — c,,  puis  les  symboles  /;( ,  />_>  par 
—  #2,  #j,  et  enfin  les ^4,  y^  par  62,  — 6»,  on  obtient 

AV///.  des  Sciences  mathém.,  •"  série,  1.  NUI.  (  \\iil  1884.)  g 
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Dans  le  cas  où  la  forme  g  =  b"!+i  est  conjuguée  à  /,  (ab)m+l 
étant  égal  à  zéro,  la  formule  précédente  donne  la  représentation 
de  g  sous  la  forme  d'une  somme 

par  l'emploi  auxiliaire  de  la  forme  c™+1  qui  peut  être  quelconque 
(différente  pourtant  de /dans  le  cas  où  m  est  impair). 

II. 

Décomposition  en  fractions  simples  de  -'  • 

9.  J'arrive  maintenant  à  la  décomposition  de  l'expression  ra- 
tionnelle 

i,   où  ?  =  ?r,  /=«m+1, 

en  fractions  simples. 

Pour  obtenir  cette  décomposition  je  procéderai  de  la  manière 
suivante. 

Je  remarque  que 

p 

peut  être  considéré  comme  le  carré  de  l'expression  symbolique 

7' 

laquelle,   d'après  la  formule  générale  de   décomposition   (n°  2), 
doit  être  égale  à 

H    =  Y^  _ L_ 

en  supposant  toujours  que  les  racines  de  f=o  soient  inégales. 
Nous  aurons  ainsi  l'identité 

i.  ryÉ  _i_]2 

Ami     11/IIy     (XXi)(XXj)  Amé     \\f      {XX  if 

De  cette  manière  la  somme  des  fractions  du  premier  degré  dans 
le  développement  de  j-%  en  fractions  simples  sera 

1>      /        -°-Z   n,ll,    (xxt){XXj)      (/'    "' 


i  m     m  r  2  m 
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I)  désignant  le  discriminant  de  la  forme  /'.  Quant  ft  la  forme 
t=  t^1)  elle  constitue  un  covarianl  simultané  des  deux  formel 

et  /,  dont  les  coefficients  sont  des  expressions  entières  du  premû 
degré  par  rapport  aux  coefficients  de  s  el   de  degré    >in  -     i  pai 
rapport  aux  coefficients  de/. 

De  même,  la  somme  des  fractions  du  second  degré  dans  le  dé- 
veloppement considéré  sera 

a  =  aj/;i  étant  un  covariant  simultané  des  deu\  formes  ^  el  /'.  du 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  s  et  de  degi  é  >  m  par 
rapport  aux  coefficients  de  f.  Remarquons  que,  d'après  l<-  n°  i.  la 
forme  a  doit  être  la  jacobienne  d'un  faisceau  XaJH'1  -h  M.oJH  '  :  'lit- 
doit  donc  être  de  la  forme  (ah)a™b™. 

10.  Dans  le  cas  où  D  =  o,  les  deux  formes  t  et  a,  définies  par 
les  relations  (2)  et  (3)  précédentes,  subsistent  encore,  quoiqu'elles 
ne  correspondent  plus  aux  sommes  des  fractions  de  premier  el  de 

second  degré  dans  le  développement  de  -^- 

En  supposant,  en  effet,  que  xi  et  xj  soient  les  deux  racines  de 
f  qui  deviennent  égales  dans  ce  cas,  on  aura 

OÙ 

m  (;??  +  !) 

[n/y]  =  (-r)     a      ntn2 ...  nviuv,.,  ...iiy-jO^,  ...  nm+„ 

et  cela  en  admettant  que,  dans  le  cas  général,  on  a 

d  =  (—  1)    2     n1n2...nM.H. 

Maintenant,  pour  que  les  formes  t  et  a  deviennent  identique- 
ment nulles  à  la  fois,  il  faut  et  il  suffit  que  la  condition  D  =  O  soit 
accompagnée  par  une  des  circonstances  suivantes  : 

i°  Que  le  facteur  double  (##,)  =  ($Xj)  de/entre  aussi  en  fac- 
teur (au  moins  simple)  dans  cp; 

20  Qu'il  y  ait  encore  une  troisième  racine  de  /  qui  devienne 
égale  à  Xg  =  Xj  ; 
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3°  Qu'il  y  ait,  en  dehors  de  Xi  —  Xj,  un  autre  couple  de  racines 
de  /qui  deviennent  égales  entre  elles. 

11.  Tant  que  les  deux  formes  t  et  a  =  (ab)a™b'£  ne  deviennent 
pas  identiquement  nulles  à  la  fois,  elles  peuvent  être  définies  par 
la  relation 

(  4  )  D  cp| «  =  a£+  »  *£- »  +  ( a* )a5"  &£ . 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  où  D^o,  la  forme  t  ne  peut 
être  identiquement  nulle  que  si  m  est  la  jacobienne  d'un  faisceau 

contenant  la  forme /.  De  même,  lorsque  D^o,  la  forme 

a.=z{ab)a%b™ 
ne  peut  être  identiquement  nulle  que  si  la  forme  o  est   divisible 

Dans  le  cas  où  D  =  o,  l'évanouissement  identique  de  l'une  des 
formes  t,  a  entraîne  l'évanouissement  identique  de  l'autre  (*). 

12.  Par  suite  de  l'identité 
il  se  trouve  que  l'expression 

.  m     ni 

I      t  V^    ^.r^.vj  I 


=  2  y  ****** 


D     f  MSEÀ        11/  17  y  {XXi)\yXXj) 

peut  être  écrite  comme  il  suit 

1  t  _    ?v  fo-iT-r/     T        Or*/) 

D  /  Zd   JI/lly    (a?,*,)  (*r)(awp/) 

Pour  obtenir  la  valeur  du  coefficient  de 

l_        (y  Xi) 

11/  Ojk  )  <>./•/ > 


(')  Lorsque  D  =  o,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cp  puisse  être 
mise  sous  la  forme  ft-\-  (/,  g)v  est  que  o  admette  comme  racine  À"upu  toute  ra- 
cine (/.  -  t)wPle  de/',  mais  alors  il  j  a  une  ku*u  infinité  de  déterminations  pour  les 
formes  /  el  (/,  g)r  Gela  correspond  encore  au  problème  de  la  décomposition  de 

-r;  en  frael  ions  simples. 
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dans  celle  expression,  je  remarque  que,  d'après  la  formule  de  dé- 
composition (S)  du  n°  ï2.  on  <l(»ii  avoir 

©£  \      i-*'i  r  !    f  , 

Maintenant,  si  l'on  fait  x  =  ./■,•  dans  cette  relation,  <»n  obtient 

'ïx,    7.     r~ ;   =  f" 


m  y       ?.r,- 

*XiAàjTLj{xiXj 


on  bien 

0m  y  ?£/        _        m(m-i-i)  (oa)^/"   2<    ' 

par  suite  de  la  formule  (7)  du  n"  1. 
On  voit  par  là  que  le  coefficient  de 

_L     077) 

Ui  {xy)(xxiY 
dans  l'expression  (5),  sera 

m(m-\-  1  )  -^ ^ -^ 

11/ 

On  aura  de  la  sorte 

_        1)1   /     111  I  T    »  X  '  '  '  ' 


D/  =  m(m  +  I)^ 


n?  (^r»(.  /■./■/) 

13.   Envisageons  maintenant  la  valeur  de  l'intégrale 

Jjl  O  dx)  =  ^j  -Ax  dx)  +  fifji  O  <**  >i 

où  nous  avons  posé,  pour  abréger, 

( x  dx )  =  xt  dx-i  —  x2  dxi. 
L'application  de  la  formule  (1 1)  du  n°  3  à  l'expression 


(')  Cette  formule  paraît  n'être  qu'un  ras  particulier  «rime  autre  |>ln>  générale, 
laquelle  serait 


m(  m  -+- 1  ) 


'   '2  ~y  ^d  11,11,  (■«»,)*{ 


(?,  a),  =  /3  >   ^^  T^rrb^a  (  <    ./  I, 


)3 

mais   dont  je    n'ai    eu    l'occasion    de    vérifier    l'exactitude    que    pour    le-    cas   de 
m  —  1,  2,  3. 
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donne 

1  (xdx)  =  m(m  +  i)J^-! 1^- ?i-  log(arc,-)-+-const. 

D'une  manière  analogue,   en    appliquant  la   formule   (18)    du 
n°  5  à  l'expression 

on  obtient 


hfï^-m 


(ry) 


(xxi){yxi) 

Dans  cette  dernière  formule,  c'est  y  qui  joue  le  rôle  de  la 
constante  d'intégration.  Toutefois  il  est  aisé  de  mettre  l'expres- 
sion 

(xy) 


(x  xt)  (y  Xi) 


sous  une  forme  où  les  x  et  les  y  figurent  séparément. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que,   par  suite  de  l'identité 
symbolique 

(y&  )  «Par,-  =  {y  Xi  )<?x  —  (xXi)yy, 

on  a 

y?ff'     (y*)      ..yy^-ir1      yMlT 

Zd  OJ    0^-)(7^)  "    ^  (a?a?/)n|        ^(7^-)nf  * 
On  obtient  ainsi  la  formule  remarquable  suivante  : 

(7)  ifr>(xdx)=%10îw  +  consl- 

La  valeur  de   cette  intégrale,  si  l'on  fait  abstraction  de   la  con- 
stante, se  présente,  comme  on  voit,  sous  la  forme 


(m-M)D/' 

où 


(8)  s  =  sm+,={m  +  l)ï)^^L 


2  m—\  r 


(XX  i) 


est  une  forme  du  (m  +  iVèmc  ordre  laquelle  constitue  un  covariant 
simultané  des  deux  formes  cp  et/,  du  premier  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  es  et  de  degré  im  —  i  par  rapport  aux 
coefficients  de  /. 
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Le  faisceau \f  |-u**  =  Xa£+1  <j.s'" ''  admel  précisément  pour 
jacobienne  la  forme  a.  Quanl  .1  la  relation  qui  «luit  exister  entre 
deux  points  x  et  y  appartenant  à  une   même  forme   d< 

ceau,  clic  est 

i*y)  éU  II,       i  i        k*/)  " 

14.  Dans  le  cas  où  la  forme  s  <l<-\  ient  identiquemenl  nul!.-,  il  en 
est  naturellement  de  même  pour  la  jacobienne  « 

Maintenant  le  cas  où  la  forme  a  devient  identiquemenl  nulle 
a   besoin   d'être  examiné   de   plus   près,    puisqu'alors    M    peul 
faire  ou  bien  que  la  forme  s  soit  identiquemenl   nulle   ou   bien 
qu'elle  soit  proportionnelle  à /(égale,  par  exemple,  à  /./',  pour 
\$o). 

Examinons  d'abord  le  cas  où  D  =  o.  Si  les  racines  de/  qui  de- 
viennent  égales  entre  elles  dans  ce  cas  sont  xt  et  Xj,  nous  aurons, 
pour  la  forme  s, 


.  =  (m  +  i)[n,y].?.r?.?.;»-»^, 


étant  posé 

[•n/y]  =  (- 1)    2     utu2.  ..Ut-tUM.. .ny_, iiy+1. . .  aw . ,. 

L'évanouissement  de  a  est  accompagné,  dans  ce  cas,  par  une 
des  circonstances  indiquées  au  n°  10. 

Si  la  première  de  ces  circonstances  a  lieu,  c'est-à-dire  si  la 
forme  cp  devient  nulle  pour  x  =  a?/,  on  voit  que  'f.*- 'f  "r '"  '  sera  di- 
visible par  (xxï).  La  forme  5  sera  alors  égale  à  )./,  X  étanl  un 
coefficient  qui  ne  devient  nul  que  si  la  forme  cp  admel  |  a ■./ ■,  |  pour 
facteur  double  ou  bien  si,  en  même  temps  que  l'on  a  f(xA  =  o, 
une  des  deux  autres  circonstances  se  présente. 

La  forme  5  devient  aussi  identiquement  nulle  si  la  deuxième  ou 
la  troisième  des  circonstances  mentionnées  a  lieu,  c'est-à-dire  si 
la  forme/admet  une  racine  triple  ou  bien  deux  racines  doubles. 

Je  passe  maintenant  au  cas  où,  D  étanl  différent  de  o,  <>n  a 
Dcp  =/£,  par  suite  de  a  =  o.  On  a  alors 

et 

■    Jmà(a:xl  ni-  a  m         ***    il 
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Mais  comme,  d'après  le  n°  2,  on  a  2^-^j-=  o,    on  voit  bien  que 

la  forme  s  est,  dans  ce  cas,  identiquement  nulle. 

Il  est  à  remarquer  que  la  forme  s  est  aussi  identiquement 
nulle  toutes  les  fois  que  o  est  divisible  par  /,  et  cela  quel  que 
soit  D. 

III. 

Propriétés  relatives  à  la  forme  s. 

15.   La  forme  s,  définie  dans  ce  qui  précède  par  la  relation 

,r     ,r2>n     i  r 


(0  s  =  s™  =  (m  + 1)  D  ^T^ 


{xxt) 


devient,  comme  nous  venons  de  remarquer  (n°  14),  identiquement 
nulle  toutes  les  fois  que  o  est  divisible  par/",  quel  que  soit  du 
reste  D.  C'est  là  un  fait  bien  important  et  dont  découlent  des 
propriétés  bien  remarquables  de  cette  forme. 

Comme  la  forme  s  ne  contient  les  coefficients  de  z>  qu'au  pre- 
mier degré,  on  voit  qu'elle  ne  doit  pas  être  altérée  lorsqu'on 
remplace  o  par  o  -\-/h  ,  h  désignant  une  forme  quelconque 
d'ordre  m  —  i.  Parmi  ces  formes  cp  -f-  fh  se   distingue  la  forme 

o  —  fifti  laquelle  constitue  la  jacobienne  d'un  faisceau  contenant 

la  forme  y. 

Tout  cela  fait  voir  que  la  forme  s  est  déterminée,  à  un  facteur 
constant  près,  toutes  les  fois  qu'on  donne  la  forme  /=  a^l+l  et  le 
faisceau  Xa™+1  -f-  \i-b'"+l  qui  doit  contenir  s. 

Du  reste,  pour  calculer  la  forme  s,   en  partant  de  ces  données, 


on  n'a  qu'à  supposer 


?  =  (a&)a£62, 


dans  l'expression  précédente  (i)  de  la  forme  .v. 
Ainsi,  en  remarquant  que 


*xyî?-1  =(ab)axa%-xb™  +.L(œxt)(aby*a™   l  bx\  » 

=  __i_  D/6X65  -h  -  {xxt  M  ab  i«aS    '  ///■!   '  , 

///  -r-  I  2 
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on  obtient 

Ad  wL  (,  \    J    Zà        ii 

2         ^        ^  Il 

Si  maintenant  la  formes  devail  être  proportionnelle  à  la  forme 
6J*1,  le  coefficient  de/,  dans  L'expression  précédente,  devail 
nul. 

Gela  montre  que  les  formes  s,  contenues  dans  l'expression 


<*■<      il/       (rra 


so«£  toutes  liées  à   la  forme  f=a£+ipar   l<>  relation   inva- 
riante 

(a)  Dy(^^'^"  =0. 


Jl 


En  d'autres  termes,  les  formes  s  considérées  doivent  être  toutes 
conjuguées  à  la  forme 

/  q  \  r\  ^t^    XX  j  )  t(-.(i, 

laquelle  constitue  bien  un  covariant  de  /. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  Ton  désigne  parA  =  Aj'fl  a  le  covarianl 

^(m  +  OD^— _- 
de /,  la  forme  (V)  sera  égale  à  (\«)"1  "  '  A"'   l  a*      (  '  ). 

16.   Parmi  les  formes  5  il  en  existe  toujours  une  qui  soit  com- 

f 

posée  par    un   facteur   de  degré  />?,  p  =  r^-7- ,  de  la  forme  /  el 

(  XX i) 

(')  La  forme  A  a  la  propriété  d'être  conjuguée  (voir  u'  6)  par  rapport  aux 
premières  polaires  aYa'x  de  la  forme,/,   \ussi  satisfait-elle  aux  relations 

(Aa)OTAi?-2a,  =  o,     (A^)""1-^'   :! 

L'évanouissement  identique  de  cette  forme  A  constitue  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  forme/  ad  me  tic  soil  un  facteur  linéaire  triple,  soi!  deux 
facteurs  linéaires  doubles  distincts.   Il  est  aussi  à  noter  que,  si  l'on  désigne  par  II 

la  hessienne  ( /,  f)2  de/,  on  doit  avoir 

I  »     ;  —  i  (  H  A 
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par  un  autre  facteur  linéaire  (#£/).  Il  est  à  remarquer  que  ce  fac- 
teur (xzi)  coïncide  avec  la  forme  pxp'x~x  >  c'est-à-dire  qu'il  repré- 
sente le  point  (qui  est  centre)  harmonique  de  premier  degré  de  xt 
par  rapport  au  groupe  des  m  points  p  =  o. 

Cette  propriété  résulte  simplement  de  ce  que  la  formes 


jn—i 


f 


s  =  (m  -H  i)  D  \  Ï^Ê3-   J 
qui  correspond  à  cp  =/?2,  est  égale  à 

Ainsi  donc  V expression  générale  des  formes  s,  dans  le  cas  où 
les  facteurs  (xxi)  de  f  sont  inégaux,  est 

f  f 

2hpxP%Tlr\>    où   P~ 


y  XX  i  )  y  XX  ï  j 

17.  De  la  proposition  que  nous  venons  d'établir,  on  peut  aisé- 
ment conclure  que  la  relation  invariante  (2),  par  laquelle  les 
formes  s  sont  liées  à/,  peut  être  écrite  de  la  manière  suivante  : 

dD  dD  dD 

(5)  S0 1-5!- K..-+-SnM-i   •: =  O, 

da0  oai  oam+i 

étant  supposé  que 


/  =  2  (  '         l  )  ai*?-1'*  x\ ,     s  =    >^  (  l  )  $t*p-t-i  x\ 


z?H-  1  \  ,   .  ^1  /  ni  -+-  1 

i 


Pour  cela,  il   suffît,  évidemment,   de  prouver  qu'il  en  est  ainsi 
pour  une  quelconque  des  formes 

(5)  p{**t\        où        p=-£—,     (xzi)  =  pxp™-* . 

Dans  ce  cas  on  doit,  en  effet,  avoir 

V       àD  dD  dD 

^md       âa/c  axa  dxiz 

c'est-à-dire 

Zd  S/c  dak  ~   2     Zdj  (  xt  xj  )  ' 
par  suite  de  ce  que 

D  =  (XiXiY^XiXsY'  . .  .(xmxmii  )-. 
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Comme  maintenant 


"i   i 


y  (z>tj)  _  •  /'  /''-" 

£àj(XtXj)   '       m  II 

on  voit  que  la  relation  (4)  est  bien    satisfaite  pour  chacune  des 
formes  (5)  et,  par  conséquent,  pour  toutes  Les  formes  i  considéi 

La  propriété  que  nous  venons  de  démontrer  est  intimement  liée 
à  ce  fait  que,  clans  le  cas  où  la  forme  /  admel  an  facteur  double 
{xx')y  la  forme  A  (du  n°  15)  devient  proportionnelle  i 
tandis  que  la  forme  (3),  c'est-à-dire  la  forme    la        'AJ  'a',  de- 
vient proportionnelle  à  (xx')"l+s . 

On  sait  en  effet  que,  dans  ce  cas,  les  diverses  dérivées 

dD      ÔD  dD 


■)  -\ —  •>   •  •  •  •> 


da0     dcii  àam+f 

du  discriminant  D  sont  respectivement  proportionmli 

(m  -+- 1  \ 

tandis  que,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  a,  en  général, 

IV. 

Propriétés  relatives  à  la  forme  t. 

18.  Je  passe  maintenant  à  l'examen  des  propriétés  relatif 
la  forme  t  =  t™~1 ,  laquelle  a  été  définie,  dans  ce  qui  précède (§  II   . 
par  la  relation 

I    t  ^1  $**?*/        1  I 

d/  _  2  2-lï7ïï7  (xxj)  (xxjy 

ou  bien  par  celle-ci  : 

(2)  -  -  =  m  (ni  -+- 1)  >  ^ ^- —  - — '— ■  • 

Df  jLd  11/  (xj 

Nous  avons  déjà  vu  que  dans  le   cas  où  Do,  la  forme   t   ne 
peut  être  identiquement  nulle  que  si   la  forme  a  esl  la  jacobienne 

(!)   Voir  Salmon,  Ifigher  Algebra,   3 *  édition,  d    113, 
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d'un  faisceau  contenant  la  forme  f.  Grâce  à  cette  circonstance, 
l'étude  des  propriétés  de  cette  forme  t  peut  avoir  son  utilité 
dans  l'étude  des  formes  a  =  (ab)a™b™,  correspondant  à  des  fai- 
sceaux contenant  la  forme/. 

19.  La  comparaison  de  la  formule  (2)  avec  celle-ci  : 

f       Zà    II;      {yx){xxi) 
(voir  le  n°  3),  montre  qu'on  a 


tm—\ 


D 


(3) 

étant  posé 

On  doit  bien   remarquer  que   les  m  -\-  1    expressions  Q£-  sont 
liées  entre  elles  par  la  relation  linéaire 


(4) 


V5i  -  y  (?*)'?'! 


9  ,JM-2  n^l—X 
Cl  xi 


m 


h/ 


o, 


laquelle  est  une  conséquence  de  la  formule  (9)  du  n°   2. 

20.  On  aurait  pu  arriver  à  la  formule  (3)  de  la  manière  sui- 
vante : 

De  la  relation 

qui  peut  servir  à  définir  les  formes  a  =  (/,  g)t  et  /,  pour  le  cas 
où  D^o  (voir  n°  11),  on  déduit  la  relation  importante 


(5) 


2  m(2m-  1)  D(cp,/)2  =  m(/>i  —  i)/(/,  #)3 
H-  (m  +  i)(am  —  1)  *(/,/)*+  (m  —  i)(iîi  —  2)/(/,  *V 


En  faisant  maintenant  j?  =  .r,-  dans  cette  relation,  on  obtient 


m  -r  i 


Tk/^k  t»i—\.    /  ~>.r\9  ~tfl—l      '"'-1 


formule   qui  ne  diffère  point  de  la   formule   (3),  par  suite  de  ce 
qu'on  a  (voir  le  n°  1) 
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21.  Dans  le  cas  où  la  forme  p  esl  la  jacobienne  d'un  faisc< 
)/-h  pg  contenant  la  forme  /,    ta  form<      j  ..   la  propriété 
d'être  divisible  par/.  La  relation 

?  = 
conduit,  on  effet,  à 

(6)  (  cp,  /"),  =      m  ~  '       /•  / 

V    ;  •    •"-        -Mini  —  t)J  ■'•  S 

conformément  à  la  formule  (5)  précédente. 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  considéré,  on  doil  avoir 

(?)  Qi^(*«)vr,«gri=oJ 

pour  toutes  les  racines  x-L  de/.  Dans  les  cas  où  \) ,  o,  on  pourrail 
aussi  déduire  ce  fait  de  ce  que  la  forme  /  doil  être  identiquement 
nulle  lorsque  cp  est  la  jacobienne  d'un  faisceau  contenant  la  forme/ 
Ainsi  donc  dans  le  cas  où  D^o  (et  aussi  dans  le  cas  où  la 
forme  /  n'a  qu'une  seule  racine  double)  les  m  -f-  i  relations  (-) 
suffisent  bien  pour  exprimer  que  la  forme /est  contenue  dans  un 
faisceau  ayant  cp  pour  jacobienne.  On  doit  toutefois  remarquer  que, 
dans  ce  cas,  une  de  ces  relations  est  une  conséquence  des  autres, 
et  cela  d'après  la  relation  (4)  (  *  ). 

22.  Par  suite  de   la  formule  (7)  du  n°  1,   la  relation  (7)  pré 
dente  peut  être  écrite  comme  il  suit  : 


2m—  1  „/«— 1  „,  J 


(8)  (?^)?irvS"t=o,  où  p-^ 


(!  )  Dans  le  cas  où  D  =  o  et 

/  =  (XXX  )*1  (  XX,  )/'•:  .  .  .  (  XX „  )*n ,  (  AT,  >  O ), 

il  n'y  a  que  n  des  relations  (7)  qui  soient  différentes  entre  elles. 

On  pourrait  cependant,   pins  généralement,  se  demander,  pour  ce  mèm< 
quelle  est  la  nature  des  conditions  qui   découlent  d<v  la  supposition  que  la  forme 
(cp,/)2  est  divisible  par/. 

La  réponse  à  cette  question  est  la  suivante  : 

Si  xt  est  une  racine  simple  ou  double  de  /  (c'est-à-dire  >i  />,  =  1  ou  •  ),  la  divi- 
sibilité de  ( cp, y)2  par  (xXi)^  n'implique  qu'une  seule  condition  (laquell 
cp',"  —  o  dans  le  cas  où  />', ,=  2).  Mais,  si  l'ordre  de  multiplicité  /.,  de  .r,  esl  plu  — 
grand  que  2,  la  divisibilité  de  (?,/)■_.  par  ( xxt )**'  n'implique  que  deux  conditions, 
consistant  en  ce  que  xt  doit  être  une  racine  double  de  ~.  I><'  cette  manière  on 
voit  qui"  m  le  nombre  des  racines  simples  el  doubles  de /esl  //  et  que  le  nombre 
des  racines  restantes  de  /  est  n",  >//;-//'  sera  le  nombre  de  conditions  qu'im 
plique  la  divisibilité  de  (cp,  /) .  par/  (étant  toujours  supposé  que  l>  soit  nul). 
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Cette  relation  exprime  que  la  valeur  de  x  pour  laquelle  on  a 
PxP'r1  =  °  doit  satisfaire  aussi  à  la  relation  cp^cpj"1"1  =  o  ('). 

Tl  résulte  donc  des  relations  (7)  ce  fait,  que  les  jacobiennes 
m  =  (/,  g)K  des  faisceaux  contenant  une  forme  donnée  f=  a™+i 
sont  toutes  conjuguées  aux  m  -j-  1  formes 

(9)  A,  =  (^^^C1  Cil  =    ~Tt  {xX^m-lp^Px. 

Dans  le  cas  où  D^o  ces  m  -f-  1  formes  sont  toutes  différentes 
entre  elles  et  ne  sont  liées  que  par  une  seule  relation  linéaire 


<■•>  23=2' 


11? 


o, 


laquelle  est  une  conséquence  de  la  relation  (4). 

On  voit  par  là  que,  dans  le  cas  considéré  (D^o),  V expression 
générale  des  formes  A2xm  qui  sont  conjuguées  aux  jacobiennes 
cp  =  (/,  g)t  des  faisceaux  contenant  une  forme  f=  a^+i  (n°  7)  est 

(11)  k%m  =  ^xi{xxiY"i-^a,llr'a%. 

23.  Lorsqu'on  a  un  système  linéaire  à  m  —  1  paramètres  com- 
posé de  formes  d'ordre  im,  le  déterminant  fonctionnel  de  ce 
système  (voir  n"  6)  est  une  forme  d'ordre  m  (m  -f- 1)  qui  admet 
comme  facteur  linéaire  (k  -f-  i)xPle  tout  facteur  linéaire  (/?z  +  A*)iple 
d'une  des  formes  du  système.  Or  nous  savons  que  parmi  les 
formes  AJm,  lesquelles  forment  précisément  un  système  linéaire 
km  —  1  paramètres,  il  y  en  a  m  -+- 1  qui  admettent  respectivement 
comme  facteurs  (2/n  —  i)1p1cs  les  m  -f-  1  facteurs  linéaires  de  f: 
les  m  H-  1  formes  en  question  sont  les  formes  (9).  Cela  montre 
que  le  déterminant  fonctionnel  du  système  des  formes  A*m  et, 
par  conséquent,  aussi  le  déterminant  fonctionnel  du  système 
conjugué,  constitué  par  les  jacobiennes  des  faisceaux  conte- 
nant la  forme  f,  coïncide  avec  la  mxcme  puissance  de  la  forme  f. 

C'est  là  une  proposition  qui  constitue  une  généralisation  assez 
curieuse  de  ce  qui  arrive  pour  le  cas  bien  connu  de/=  a\. 

Dans  le  cas  où  f=  a*,  les  formes  biquadratiques  ct.  =  (f,g){ 
sont  en  nombre  doublement  infini,  tandis  que  les  formes  A*  du 


(')  Cette  propriété  aurait  pu  aussi  cire  déduite  de  L'expression  générale  des  ja- 
cobiennes des  faisceaux  contenant  une  forme/    -  a'"'  l  donnée  {voir  n°  '1). 
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système  conjugué  constituent   mi  faisceau  ajanl   f-  pour  ja 
bicnnc.  Dans  ce  cas,  il  \  a  ceci  de  remarquable  <|n.-  les  foi  mes  \  ] 
coïncident  avec  Lesjacobiennes  x  des  faisceaux  X a]       ft&J  pour  les- 
quels on  a  (aù):]  =zo.   De  là  il  résulte  que  toutei  mei  \ 
sont  équianharmoniques  el  conjuguées  les  unes  aui  autn 

Dans  le  cas  où  /=  a*,  les  formes  \  sont  en  nombre  double- 
ment infini,  et  sont  caractérisées  parla  propriété  <jii<-  leur  cova- 
riant  i  =  (A,  A)/,  coïncide  avec,  la  forme  /'      a 

24.  La  forme  A.  —  La  relation  linéaire 


2 


nj  =0 


qui  existe  entre  les  m  -f-  i  expressions 

fait  voir  que  la  forme 

Q  =(çpa)2<p!m-2a™-J 

est  conjuguée  à  la  forme  de  degré  Zm —  3  suivante 

quelle  que  soit  <pj'". 

Cette  forme  AjJ'""3  constitue  un  covariant  entier  (de  degré 
im —  3)  de  la  forme  f  jouissant  des  propriétés  bien  remarqua- 
bles. Ainsi  non  seulement  elle  satisfait  à  la  relation 

(13)  (Aa)*-tA|»-»aJ  =  o, 

laquelle  n'est  qu'une  autre  forme  de  la  relation  (10),  mais  elle  es! 
aussi  conjuguée  aux  formes/  et  II  =  (/,/):>•  H  cst;  (M1  effet,  aisé 
de  voir  que  l'on  a 

(i4)  (Art)'»+iAj"<    '•  =o(») 

et 

(i5)  (AH  )««-*  A£*-*  =  o. 

(')  A  côte  des  relations  (i3)  et  (i/|)  il  convient  il-1  placer  vc{i<>  antre 
(m-hi)*(Aa)»Ai'"   3o,      A*."1   », 

où  figure  la  forme  A  considérer  au   n     15. 


I  f  ' 
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Il  est  à  remarquer  que  cette  dernière  relation  est  une  consé- 
quence des  relations  (i3)  et  (i4)- 

Dans  le  cas  où  D  ^o,  l'équation  (i 3)  peut  aussi  être  considérée 
comme  une  conséquence  des  relations  (i4)  et  (i5),  et  cela  grâce 
à  la  relation  (5).  Maintenant,  si  l'on  voulait  déduire  des  deux 
systèmes  de  conditions  (i4)  et  (i5)  l'expression  de  la  forme 
A3'"-3,  les  valeurs  des  coefhcients  de  cette  forme  qu'on  aurait 
ainsi  obtenues  contiendraient  D  en  facteur.  Cela  tient  à  ce  que  dans 
le  cas  où  D  =  o  les  équations  (i4)  et  (i5)  peuvent  aussi  être  sa- 
tisfaites par  une  simple  infinité  de  formes  de  degré  Zm — 3 
(formes  qui  appartiennent  à  un  faisceau). 

Tant  que  D  f  o  la  forme  À  ne  saurait  être  identiquement  nulle. 
Maintenant,  lorsque  D  =  o  et  qu'on  suppose  (xi  xf)  =  o,  la  forme  A 
est  égale  à  ce  que  devient  la  forme 

D  i       Y{xxi)*m-*       (xccj)*m-*~\ 

{XiXjY   {XiCCj)  l     q\XL)  qZ(Xj)      Ï 


OU 


/ 


q(x)  =  —  -, 

{XXi)(XJCj) 

lorsqu'on    suppose  que  les  #,-,  xj  soient  venus   à   coïncider.  En 
d'autres  termes,  la  forme  A  est,  dans  ce  cas,  proportionnelle  à 


D(gr),   (xx'y^q^qx, 


\X    —  Xi —  Xj  )i 


,"i-l 


D  (q)  désignant  le  discriminant  de  la  forme  q[ 

On  reconnaît  par  là  que  la  forme  À  ne  peut  devenir  identique- 
ment nulle  que  lorsque  f  admet  (au  moins)  deux  couples  de  ra- 
cines égales  ou  bien  une  racine  quadruple.  Ainsi  donc  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  forme  f  admette  deux 
racines  doubles  distinctes,  ou  bien  une  racine  quadruple,  est 
exprimée  par  V évanouissement  identique  de  la  forme 


y  3//1— 3 


D2 


(xxt) 


3  m  -  3 


11/ 


Dans  le  cas  où  m  —  2,  la  forme  A^  coïncide  avec  f=  a\.  Dans 
l<3  cas  où  m  =  3,  la  forme  A®  constitue  le  co variant  sextique 
T  =  (aa')'1  (aa") axa* d'JÏ  de /  =  a* . 

l'iiris.    umïl    l883. 
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L.   KHONECKER.  —   Festschript   zo    IIi  nu\   E.-E.  Kcmmbb'i 

DOCTOR-JUBILAEI  \i , 


Grundzuge  einer  arithmetischen  Théorie  des  algbbrais*  ren  Grossi  \. 

I. 

Nous  sommes  ici  en  présence  d'une  recherche  fondamentale. 
Une  étude  arithmétique  des  quantités  algébriques, j'entends  I  \i  I 
thmétique  telle  que  Gauss  l'a  conçue,  a  permis  à  M.  Kronecker  <!<• 
ramener  l'étude  de  ces  quantités  à  celle  de  formes  dont  les  coeffi- 
cients sont  fonctions  rationnelles,  à  coefficients  entiers,  de  plu- 
sieurs variables  indépendantes. 

Le  Mémoire  sedivise  en  deux  Parties.  Dans  la  première,  M.  kron- 
ecker définit  les  quantités  algébriques  par  un  nombre  quelconque 
d'équations  entre  un  nombre  également  quelconque  de  variables; 
il  les  réduit  et  les  classe  en  groupes  déterminés.  Dans  la  second»- 
il  introduit  une  notion  plus  générale  que  celle  de  la  divisibilité, 
une  divisibilité  de  rang  supérieur  au  premier,  le  rang  un  répon- 
dant à  la  divisibilité  ordinaire.  En  associant  aux  nombres  algé- 
briques entiers  les  quantités  indéterminées,  il  obtient  Ar>  formes 
algébriques  entières  ;  l'étude  de  ces  formes  comprend  la  plus  grande 
partie  du  Mémoire  :  c'est  elle  qui  amène  au  résultat  remarquable 
que  j'ai  énoncé  en  commençant. 

La  nature  si  abstraite  des  questions  traitées,  l'abondance  des 
matières  et  enfin  le  vif  désir  qu'a  éprouvé  M.  Kronecker  de  publier 
son  Mémoire  capital  à  l'occasion  du  cinquantième  anniversaire  du 
doctoratdeM.  Kummer,  contribuentà  rendre  la  lecture  des  Grund- 
zuge particulièrement  difficile. 

Ce  mot  Grundzuge  indique  déjà  qu'il  n'a  pu  entrer  dans  La  pensée 
de  l'auteur  d'écrire  un  Traité  d'Algèbre,  ni  même  un  Mémoire  dans 
le  sens  que  l'on  attache  habituellement  à  ce  mot.  Ce  qu'il  a  voulu, 
il  le  dit  lui-même  dans  sa  Préface,  c'est  indiquer,  à  grands  traits, 
le  point  de  vue,  en  grande  partie  nouveau,  sous  lequel  il  envisage 
l'Algèbre,  et  ce  but  peut  être  considéré  comme  atteint. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  Mil.  (Mai  iS8'(.)  10 
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M.  Kronecker  a  soin  d'insister  longuement  sur  plusieurs  des 
points  qu'il  considère  comme  essentiels.  Il  est  vrai  que  d'autres 
points  essentiels  sont  laissés  dans  l'ombre  ou  se  traduisent  par  de 
simples  remarques  auxquelles  on  est  d'abord  tenté  de  n'attacher 
qu'une  importance  secondaire.  Mais  ces  remarques  sont  fort  nom- 
breuses; elles  ont  été,  pour  plus  d'un  des  élèves  de  M.  Kronecker, 
le  point  de  départ  de  recherches  intéressantes  et  contiennent  sans 
doute  encore  le  germe  de  plusieurs  développements  d'Arithmé- 
tique et  d'Algèbre;  pour  pénétrer  dans  la  pensée  de  l'auteur,  il 
convient  donc  de  les  étudier  avec  soin. 

L'introduction  systématique  des  quantités  indéterminées  en 
Algèbre  permet  de  simplifier  considérablement  toutes  les  recher- 
ches :  aussi  ces  quantités  jouent-elles  un  grand  rôle  d'un  bout  à 
l'autre  du  Mémoire. 

Pour  juger  de  la  portée  du  travail  de  M.  Kronecker,  il  importe 
beaucoup  de  remarquer  que  ses  démonstrations  sont  concrètes, 
c'est-à-dire  que  chaque  pas  fait  en  avant  est  toujours  accompagné 
de  la  représentation  concrète,  à  l'aide  de  nombres  entiers  seule- 
ment, du  résultat  obtenu.  M.  Kronecker  attache  lui-même  une 
grande  importance  à  ne  jamais  s'écarter  de  ce  principe. 

IL 

J'ai  déjà  dit  que  toute  la  première  Partie  du  Mémoire  est  consa- 
crée à  la  définition  des  quantités  algébriques  et  à  leur  classification. 

Nous  rencontrons  d'abord  (§1,4)  la  définition  du  domaine  de 
rationalité  et  la  réduction  du  domaine  le  plus  général  que  l'on 
puisse  concevoir  à  celui  qui  est  formé  par  des  quantités  variables 
et  une  seule  fonction  algébrique  de  ces  quantités.  Cette  réduction 
exige  déjà  la  connaissance  de  la  théorie  générale  de  l'élimina- 
tion (§  10),  c'est-à-dire  de  la  décomposition  en  variétés  d'ordres 
différents  d'un  système  formé  par  un  nombre  quelconque  d'équa- 
tions à  un  nombre  également  quelconque  d'inconnues,  quelque 
particulières  que  soient  ces  équations.  Un  domaine  qui  ne  con- 
tient pas  de  fonctions  ou  nombres  algébriques  est  dit  naturel. 

Nous  trouvons  ensuite  (§  5)  une  classification  naturelle  des 
quantités  algébriques  : 

I  n  genre  de  quantités  algébriques  est  formé  par  Vensemble 
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de  toutes  les  quantités  algébriques  l'exprimant  rationnellement 
les  ânes  par  les  mitres  dans  un  domaine  naturel  de  rationalité 
donné. 

Z'ordue  d'un  genre  est  le  degré  des  équations  irréductible* 
que  vérifient  les  éléments  d<>  ce  genre. 

Une  espèce  de  quantités  algébriques  est  form  e  pur  toute* 
fonctions  entières  à  Coefficients  entiers  d^ un  nombre  fini  quel" 
conque  dé  quantités  algébriques  entières  d'un  genre  déterminé. 

Chaque  clément  d'une  espèce  peul  donc  être  exprimé  par  une 
fonction  linéaire  d'un  nombre  fini  d'éléments  de  cette  espèce,  les 
coefficients  de  celte  fonction  linéaire  étant  entiers  dans  le  domaine 

naturel  de  rationalité  dont  le  genre  fixé  est  dérivé. 

Ce  nombre  fini  d'éléments  forme  un  système  fondamental  de 
l'espèce  considérée.  Toutes  les  quantités  entières,  contenues 
dans  un  même  genre,  font  partie  d'une  même  espèce,  /'es/,, 
principale  du  genre  Le  nombre  d'éléments  d'un  système  fonda- 
mental d'une  espèce  se  réduit  parfois  (§  7)  à  l'ordre  du  genre 
dans  lequel  est  contenue  l'espèce.  Cette  réduction  a  lieu,  par 
exemple,  dans  le  cas  particulier  des  nombres  algébriques^  ou 
encore  (§  12)  lorsque  l'on  considère  les  espèces  contenues  dans  l< is 
différents  genres  déterminés  par  les  racines  d'une  équation  dont 
les  coefficients  forment  le  domaine  de  rationalité.  On  ne  sait  p,i^ 
encore  si,  dans  ce  dernier  cas,  les  coefficients   sont  entiers. 

La  théorie    de  Y  élimination   (§  10),    qui    n'avait    jamais     été 
traitée  dans  toute  sa  généralité,  est  esquissée   à  la  suite  d'un  i 
spécial  dans  lequel  on  considère  le  résultant  de  n  -j-  i   fonctions 
d'un  nombre  égal  de  variables  et,  en  particulier,  celui  du  système 
formé  par  n  fonctions  et  leur  déterminant  fonctionnel. 

Elle  aboutit  au  résultat  fondamental  que  l'idée  de  fonction  algé- 
brique donnée  par  plusieurs  équations  n'est  pas  différente  de  celle 
qui  est  donnée  par  une  seule  équation,  et  elle  est  suii  ie(§  11)  d'un 
exposé  détaillé  du  principe  de  Galois,  d'après  lequel  L'étude  d'une 
équation  de  degré  /*,  quelque  particulière  qu'elle  soit,  est  ramenée 
à  celle  d'un  genre  de  fonctions  entières  de  //  variables  §  12  \  Y  af- 
fection de  l'équation  particulière  considérée. 

Toutes  les  équations  particulières  ayant  même  affection  forment 
une  classe  d'équations. 
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Les  recherches  qui  précèdent  (§8-9),  et  qui  ont  trait  aux  discri- 
minants des  genres  et  espèces,  font  partie  de  la  théorie  générale 
des  invariants. 

On  nomme  discriminant  d'un  genre  ou  d'une  espèce  déter- 
minée (§  8)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  discrimi- 
nants d'un  système  fondamental  de  cette  espèce,  et  l'on  démontre, 
entre  autres,  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  discriminants 
de  toutes  les  équations  dont  les  racines  font  partie  d'un  même 
genre,  est  un  diviseur  d'une  puissance  du  discriminant  de  ce  genre. 
Il  en  résulte  (§  12)  que,  quelque  particulier  que  soit  le  domaine  de 
rationalité,  dans  tout  genre  dont  le  discriminant  est  différent  de 
zéro,  il  est  possible  de  trouver  autant  de  fonctions  que  l'on  veul, 
telles  que  toutes  les  autres  fonctions  du  même  genre  puissent  être 
exprimées  rationnellement  par  la  fonction  choisie. 

Ce  théorème  une  fois  établi,  on  ramène  facilement  (13),  en  sui- 
vant la  marche  de  Gauss  (i8i5),  la  question  de  l'existence  des 
quantités  algébriques  en  général,  à  celle  plus  simple  de  l'existence 
des  quantités  algébriques  vérifiant  une  équation  de  degré  impair, 
à  coefficients  réels. 

Cette  dernière  question  n'est  pas  traitée  dans  le  Mémoire  de 
M.  Kronecker;  mais  elle  a  été  exposée  à  plusieurs  reprises  dans 
son  cours,  et  complète  ses  recherches. 

Tel  est  le  résumé  de  la  première  Partie  du  Mémoire. 

III. 

Dans  la  seconde  Partie  nous  nous  mouvons  dans  une  sphère 
quelque  peu  différente.  Les  quantités  algébriques  entières  sont 
considérées  comme  existantes,  et  c'est  leur  divisibilité  dont  nous 
abordons  l'étude. 

On  dit  que  deux  quantités  algébriques  entières  sont  divisibles 
l'une  par  l'autre,  lorsque  leur  quotient  est  également  une  quantité 
algébrique  entière. 

En  associant  aux  éléments  d'une  espèce,  des  fonctions  linéaires 
à  coefficients  indéterminés  de  ces  éléments,  on  peut  étendre  à  leur 
ensemble  l'idée  de  divisibilité  et  représenter  (§  14),  sans  aucune 
espèce  de  difficultés,  leur  plus  grand  commun  diviseur.  On  peut 
donc  représenter  le  plus  grand  commun  diviseur  d'un  nombre  quel- 
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conque  de  quantités  algébriques  entières  données  à  l'aide  de  foi  m 
algébriques,  c'est-à-dire  de  formes  dont  les  coefficients  fonl  partie 
d'un  domaine  général  de  rationalité  déterminé. 

Ce  résultat  est  entièrement  conforme  au  poinl  de  vue  généi  il 
de  M.  Kronecker,  d'après  lequel  il  convient  d'étudier  toujours 
simultanément  les  nombres  el  les  fonctions  entières,  l'Arithmé- 
tique et  l'Algèbre. 

Les  paragraphes  suivants  contiennent  une  séi  îe  de  définitions  el 
propositions  fondamentales  se  rapportant  aux  diviseurs  algébri- 
ques entiers  que  M.  Kronecker  nomme  aussi  modules,  el  .«u\ 
formes  algébriques  entières  qui  sont,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  intimement  liées  à  ces  diviseurs. 

Nous  y  trouvons,  en  particulier,  tout  d'abord,  la  définition 
d'une  unité  algébrique,  celle  d'une  forme  proprement  primitive, 
celle  de  l'équivalence  absolue  de  deux  modules  el  celle  d'un  mo- 
dule premier. 

Une  unité  algébrique  est  une  quantité  algébrique  entière  donl 
la  norme  est  égale  à  l'unité. 

Une  forme  proprement  primitive  est  une  forme  dont  !*■•* 
éléments,  c'est-à-dire  les  coefficients,  n'ont  aucun  diviseur 
commun. 

Deux  diviseurs  algébriques  entiers  sont  absolument  équivalents 
lorsqu'ils  sont  réciproquement  contenus  l'un  dans  L'autre. 

Dans  une  espèce  déterminée  un  diviseur  algébrique  entier  esl 
dit  premier  lorsqu'il  n'est  divisible  par  aucun  des  éléments  <!<•  cette 
espèce,  si  ce  n'est  par  ceux  qui  lui  sont  absolument  équivalents  <>ii 
encore  qui  sont  absolument  équivalents  à  L'unité.  (  h\  peut  tou- 
jours  (§  18)  reconnaître  si,  pour  un  diviseur  algébrique  entier 
donné,  cette  condition  est  remplie,  ce  qui  Légitime  La  définition 
précédente. 

11  est  facile  de  s'assurer  (§  16)  que  les  diviseurs  alg  'briques  en- 
tiers linéaires,  ayant  mêmes  éléments,  sont  absolument  équiva- 
lents. Deux  diviseurs  algébriques  entiers  quelconques,  ayant 
mêmes  éléments,  sont  également  absolument  équivalents  ;  mais  la 
démonstration  (§  17)  de  ce  dernier  théorème  qui  ramène  L'étude 
des  diviseurs  algébriques  entiers  quelconques  à  celle  des  diviseurs 
algébriques  entiers  linéaires  exige  plus  d'attention. 

On  en  déduit  une  propriété  fondamentale  des  diviseurs  algébri- 
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cinés  entiers  premiers  qui  peut  aussi  être  donnée  comme  définition 
de  ces  diviseurs  : 

Dans  une  espèce  déterminée,  un  diviseur  algébrique  entier 
est  premieb  lorsqu'il  n'est  pas  absolument  équivalent  à  un  pro- 
duit de  diviseurs  algébriques  entiers  de  cette  espèce. 

j'insiste  sur  ce  que  cette  seconde  définition  de  l'irréductibilité 
eût  été  illusoire  si  elle  avait  été  donnée  plus  haut. 

Nous  trouvons  plus  loin  un  exposé  du  principe  de  Kummer  et 
la  détermination  de  V équivalence  relative  de  deux  diviseurs  algé- 
briques entiers  répondant  exactement  à  la  détermination  de  l'équi- 
valence des  idéaux,  telle  qu'elle  est  contenue  dans  le  célèbre  Mé- 
moire de  M.  Kummer  (Journal  de  Liouville,  2e  série,  t.  XXXI)  : 

Deux  diviseurs  algébriques  entiers  d'une  espèce  donnée  sont 
relativement  équivalents  lorsqu'il  existe  dans  la  même  espèce  un 
troisième  diviseur,  tel  que  les  deux  produits  que  l'on  obtient  en 
le  multipliant  par  chacun  des  deux  premiers  soient  absolument 
équivalents. 

IV. 

Après  avoir  ainsi  exposé  les  principes  de  la  théorie  des  diviseurs 
algébriques  entiers,  M.  Kronecker  passe  à  un  autre  groupe  de  re- 
cherches qui  est  entièrement  nouveau. 

A  cet  effet,  il  introduit  tout  d'abord  (§20)  des  diviseurs  de  rangs 
différents;  en  d'autres  termes,  il  généralise  la  notion  de  la  divisi- 
bilité et  étend  à  cette  généralisation  les  mots  contenant  et  con- 
tenu. 

Une  fonction  entière  de  n  variables  contient  un  système  de 
fonctions  entières,  lorsqu'elle  peut  être  exprimée  par  une  fonc- 
tion homogène  et  linéaire  des  éléments  de  ce  système,  dont  les 
coefficients  soient  eux-mêmes  fonctions  entières  des  mêmes  va- 
riables; le  tout  dans  un  domaine  de  rationalité  déterminé. 

Le  théorème  fondamental  est  que  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante à  laquelle  doit  satisfaire  une  fonction  entière  pour  s'annuler 
en  même  temps  qu'un  système  de  fonctions  entières  qui,  égalées  à 
zéro,  sont  sans  solutions  multiples,  est  de  contenir  ce  système  dans 
le  sens  plus  général  donné  maintenant  à  ce  mot. 
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Le  rang  de  divisibilité  du  système  contenu  correspond  à  la  va- 
riété représentée  par  ce  système  égalé  à  zéro. 

J'ai  exposé  tout  au  loag(l)commenl  onpouvail  être  amené  par  des 
considérations  élémentaires  à  faire  cette  généralisation  el  de  quelle 
utilité  elle  pouvait  cire  dans  I ; ■  théorie  de  de  l'élimination 

C'est  un  résultat  important  (§  2\  |  que  l'on  puisse  déi  omp< 
un  système  quelconque  de  modules  <-n  ses  diviseurs  de  rangs  dif- 
férents et  qu'ensuite,  pour  un  rang  quelconque  déterminé,  on 
puisse  décompose/-  dans  un  domaine  «le  rationalité  donné,  chaque 
diviseur  en  ses  facteurs  irréductibles.  (  îette  dernière  dé<  om position 
est,  pour  le  rang  le  plus  élevé,  en  rapport  intime  avec  les  formules 
de  Jacobi. 

L'idée  de  divisibilité  d'un  rang  quelconque  amène  à  distinguer 
(§  22)  entre  les  formes  proprement  primitives  dont  les  coefficients 
n'ont  aucun  diviseur  commun  de  rang  quelconque,  el  les  formes 
improprement  primitives  dont  les  coefficients  tout  en  n'ayant 
aucun  diviseur  commun  dans  le  sens  ordinaire  attaché  à  ce  mot, 
ont  cependant  des  diviseurs  de  rangs  supérieurs  au  premier. 

Les  définitions  et  théorèmes  relatifs  aux  diviseurs  algébriques 
entiers  sont  ensuite  traduits  en  définitions  et  théorèmes  relatifs 
aux  formes  algébriques  entières  de  rang  un,  et  étendus  aux  formes 
algébriques  de  rangs  quelconques. 

M.  Kronecker  donne  deux  définitions  de  Véquivalence  absolue 
des  formes  de  rang  un,  l'une  suivant  le  principe  de  Gauss,  l'autre 
suivant  celui  de  Kummer,  mais  en  quittant  le  domaine  restreint 
des  nombres  entiers,  auquel  se  rapporte  ces  deux  principes  pour 
s'élever  dans  un  domaine  plus  général,  le  domaine  général  de 
rationalité.  11  montre  ensuite  l'identité  de  ces  deux  définitions. 
Cette  identité  repose  sur  le  théorème  eilé  (§  17),  que  deux  di\i- 
seurs  algébriques  entiers  quelconques,  avant  mêmes  éléments,  50 ni 
absolument  équivalents. 

Voici  ces  deux  définitions  : 

1.  Deux  formes  homogènes  et  linéaires  sont  absolument 
équivalentes  lorsqu'une  substitution  à  coefficients  entiers  per- 
met de  les  transformer  V une  dans  Vautre. 


(')  Acta  mathematica. 


i  yt. 
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2.  Deux  formes  quelconques  sont  absolument  équivalentes 
lorsqu'elles  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  proprement  pri- 
mitifs. 

Celte  équivalence  est  une  équivalence  de  rang  un.  Pour  obtenir 
une  équivalence  de  rang  quelconque,  il  est  nécessaire  de  généra- 
liser encore  l'idée  de  contenant  et  de  contenu  : 

Une  forme  en  contient  une  autre,  lorsque  la  première  est 
équivalente,  dans  le  sens  précédent,  à  une  fonction  entière  ho- 
mogène de  la  seconde,  prise  plusieurs  fois  pour  des  systèmes 
diffère n  ts  d  '  in  déterminées . 

Deux  formes  sont  absolument  équivalentes  lorsqu'elles  sont 
contenues  réciproquement  l'une  dans  Vautre.  Cette  définition 
comprend  la  précédente. 

On  démontre  que,  dans  le  sens  de  l'équivalence  absolue  qui 
vient  d'être  fixé,  toute  forme  algébrique  entière  de  rang  quel- 
conque peut  être  mise,  et  cela  d'une  seule  manière,  sous  la  forme 
d'un  produit  de  formes  premières,  ce  qui  permet  d'étendre  l'idée 
d'irréductibilité  aux  formes  algébriques  entières  de  rangs  quel- 
conques. 

Pour  les  formes  de  rang  un,  il  y  a  identité  entre  cette  idée  d'ir- 
réductibilité et  celle  de  l'irréductibilité  des  nombres  entiers.  Pour 
les  formes  de  rang  supérieur  au  premier,  il  y  a  cette  différence, 
qu'en  composant,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  formes 
premières,  on  n'obtient  pas  toutes  les  formes  possibles. 

M.  Kronecker  termine  ce  §  22,  en  insistant  sur  la  nécessité  de 
l'association  des  formes  algébriques  entières  aux  quantités  algé- 
briques entières  pour  étudier  ces  dernières  de  la  manière  la  plus 
simple  possible  et  à  l'aide  d'éléments  aussi  peu  étrangers  que 
possible  à  la  nature  du  sujet. 

Le  §  23  est  très  court.  Il  ne  contient  que  la  définition  de  X équi- 
valence relative  des  formes  algébriques  entières.  Le  mot  relatif  se 
rapporte  à  une  espèce  déterminée. 

Deux  formes  de  rangs  quelconques  A  et  B  sont  relativement 
équivalentes  lorsqu'on  peut  déterminer  deux  quantités  algé- 
briques a  et  b  telles  que  les  produits  A  a  etBb  soient  absolu- 
ment équivalents»  11  importe  de  remarquer  que  les  formes  primi- 
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tives  qui,  d'après  là  définition  de  l'équivalence  absolue  donc 
plus  liant,  peuvent  paraître  arbitrairemenl  dans  l'équivalence  des 
produits  À«  et   Bb,  doivenl   Ici    nécessairemenl   faire  partie   de 
l'espèce  déterminée  relativement  à  laquelle  on  <  onsidère  L'équû 

lence  des  deux  formes  Y  et  1>. 

Une  FOHME  FONDAMENTALE  (§  24)  est  II  tir  faillie  dont  >'/'- 

cients  sont  les  éléments  du  système  de  diviseur*  /■■>  mé  />"/■  l<i 
composition  d'un  système  de  diviseurs  quelconque  d'un  genre 
déterminé  et  d'un  système  fondamental  du  même  genre* 

Toute  forme  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  algébriques 
entiers  est  équivalente  à  une  forme  fondamentale  linéaire.  \  •  -\ 
contient  un  aperçu  de  la  théorie  de  ces  formes  et  une  application 
des  théories  générales  à  ce  cas  particulier  où  le  domaine  de  ratio- 
nalité  se  réduit  à  l'unité. 

Le  dernier  paragraphe  (§  25)  débute  par  deux  définitions  im- 
portantes. L'une  est  celle  des  formes  discriminantes,  l'autre  celle 
des  équations  fondamentales;  toutes  deux  se  rapportent  à  une 
espèce  déterminée. 

La  forme  discriminante  d'une  espèce  déterminée  d'ordre  u  ♦  ,-i 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  discriminants  de  // 
formes  algébriques  quelconques  de  cette  espèce;  c'est  l'invariant 
de  l'espèce.  Elle  est  égale  au  déterminant  dont  les  n  premières 
lignes  sont  formées  par  les  éléments  du  système  fondamental  de 
l'espèce  fixée  et  les  conjugués  de  ces  éléments,  tandis  que  !••> 
lignes  suivantes  ne  contiennent  que  des  quantités   îndétermini 

L'équation  fondamentale  d'une  espèce  déterminée  esl  1  é- 
quation  du  degré  n  dont  les  n  racines  sont  la  forme  fondamen- 
tale proprement  primitive  de  cette  espèce,  et  les  (n  —  i)  conjuguées 
de  cette  forme  fondamentale. 

Nous  voici  arrivés  au  théorème  fondamental  vers  lequel  conver- 
gent toutes  les  recherches  précédentes  : 

Le  discriminant  de  Véquation  fondamentale  d'un  genre 
déterminé  est  absolument  équivalent  à  la  forme  discriminante 
du  même  genre,  ou  au  moins  ne  contient  que  des  diviseurs  de  cette 
forme  de  rangs  supérieurs  au  premier,  >>u  encore  des  nombres 
entiers,  mais  seulement  lorsque  le  genre  donné  a  des  conjugu 
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Ainsi,  en  particulier,  pour  les  nombres  algébriques,  le  discri- 
minant de  l'équation  fondamentale  du  genre  de  Galois  est  absolu" 
ment  équivalent  au  discriminant  de  ce  genre. 

C'est  ce  théorème  fondamental  qui  ramène  la  théorie  arithmétique 
des  quantités  algébriques  à  celle  de  formes  de  rangs  quelconques, 
dont  les  coefficients  font  partie  d'un  domaine  naturel  de  rationalité. 

Un  résultat  capital  est  donc  atteint.  La  possibilité  de  s'affran- 
chir de  toute  irrationalité,  en  Algèbre,  est  démontrée. 

M.  Kronecker  n'effectue  la  démonstration  que  dans  le  cas  des 
diviseurs  de  rang  un,  et  termine  son  Mémoire  en  insistant  sur 
l'importance  de  l'étude  des  singularités  de  la  forme  discriminante, 
étude  commencée  par  M.  Netto,  et  sur  l'identité  de  cette  étude 
et  de  celle  des  séries  de  Sturm.  J.   Molk. 


É.  MATHIEU,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  —  Théorie  de 
la  capillarité.  Paris,  Gauthier-Villars,  i883,  in-40,  191  p. 

Le  nouvel  Ouvrage  de  M.  E.  Mathieu  embrasse  et  complète  les 
découvertes  de  Laplace,  de  Gauss  et  de  Poisson  dans  la  théorie  de 
la  capillarité.  Dans  cette  branche  importante  de  la  Physique  ma- 
thématique, on  se  propose  d'étudier  l'équilibre  des  liquides  mis 
en  contact  avec  des  corps  solides.  Laplace  est  le  premier  qui  ait 
donné  de  l'action  capillaire  une  explication  rationnelle,  bien 
qu'avant  lui  Thomas  Young,  assimilant  la  surface  libre  d'un  liquide 
à  celle  d'une  membrane  également  tendue  dans  tous  les  sens,  eût 
trouvé  l'équation  aux  différences  partielles  à  laquelle  satisfait  cette 
surface.  Gauss,  à  son  tour,  approfondit  les  principes  de  cette 
théorie  :  il  chercha  la  fonction  des  forces  qui  régit  le  liquide.  Cette 
fonction  renferme,  outre  un  terme  qui  provient  de  la  pesanteur, 
deux  intégrales  sextuples;  mais  par  des  transformations  analyti- 
ques, Gauss  les  ramène  à  la  somme  de  deux  termes  proportionnels, 
l'un  à  la  surface  libre  du  liquide,  l'autre  à  la  surface  du  vase  tou- 
chée par  le  liquide.  On  sait  que  l'analyse  de  Gauss  a  été  nota- 
blement simplifiée  par  M.  Bertrand.  Mais  ni  Laplace  ni  Gauss 
n'avaient  tenu  compte  du  changement  de  densité  qui  se  produit  à 
la  surface  libre  et  au  voisinage  des  surfaces  en  contact  avec  un  so- 
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lide.  C'est  Poisson  qui  combla  cette  lacune,  à  l'aide  d'une  and 
très  savante,  mais  très  laborieuse.  Les  équations  auxquelles  il  pai 
vient  sont  les  mêmes  que  dans  la  théorie  <!«•  Lapl  eulement, 

les  deux  constantes  qui  y  figurent  prennent  une  signification  pins 
compliquée.  Mais  il  n'est  pas  nécessaire,  comme  te  montre  If.  I 
Mathieu,  d'avoir  recours  à  des  calculs  si  difficiles  pour  modifier  la 
signification  des  constantes  capillaires. 

Le  Livre  de  M.  Mathieu  est  divisé  en  cinq  Chapitres 
Dans  le  premier,  l'auteur,  à  l'exemple  de  (  iau^.  loi  me  la  loin  lion 
des  forces  dont  la  variation  égalée  à  zéro  donne  l'équation  géné- 
rale du  principe  des  vitesses  virtuelles.  Négligeant  d'abord  les 
changements  de  densité  dans  le  voisinage  des  surfaces  terminales, 
il  retrouve  par  des  raisonnements  très  simples  le  résultai  obtenu 
par  son  illustre  devancier;  puis,  à  l'aide  de  très  heureuses  considé- 
rations synthétiques,  il  s'affranchit  de  la  restriction  d'une  densité 
invariable  et  fait  subir  à  l'équation  de  Gauss  la  correction  que 
Poisson  avait  appliquée  aux  équations  de  Laplace.  La  relation  gé- 
nérale ainsi  obtenue  contient  l'explication  de  tous  les  phénomènes 
capillaires;  l'auteur  en  conclut  immédiatement  L'équation  différen- 
tielle de  la  surface  libre  du  liquide,  la  constance  de  L'angle  de  rac- 
cordement, l'existence  d'une  tension  superficielle,  exerçant  sur  la 
paroi  une  action  normale  à  la  ligne  d'intersection  de  la  surface 
libre  avec  la  paroi  et  tangente  à  la  surface  du  liquide. 

Dans  le  deuxième  Chapitre  l'auteur  passe  aux  applications.  Il 
calcule,  en  reproduisant  l'analyse  de  Laplace,  le  poids  du  liquide 
soulevé  dans  un  tube  par  l'effet  de  la  capillarité.  11  étudie  ensuite 
l'élévation  ou  la  dépression  d'un  liquide,  soit  auprès  (Tune  Lame 
verticale,  soit  entre  deux  plaques  parallèles.  Ce  dernier  cas  donne 
lieu  à  une  discussion  intéressante,  suivant  que  le  Liquide  S  élève 
ou  s'abaisse  contre  chacune  des  lames  prise  isolément.  Le  pro- 
blème de  l'élévation  des  liquides  dans  les  tubes  circulaires  el  capil- 
laires fournit  à  M.  Mathieu  l'occasion  de  relever  une  singulière 
erreur  commise  par  Poisson  dans  le  calcul  de  la  hauteur  maximum. 
L'intégrale  de  l'équation  du  ménisque  s'obtient  facilement,  lors- 
qu'on suppose  très  petit  le  rayon  du  tube  :  elle  est  la  même  pour 
un  tube  de  révolution  quelconque  dont  Taxe  est  vertical  que  pour 
un  tube  circulaire.  Dans  un  tube  de  révolution,  il  peut  \  avoir 
plusieurs  états  d'équilibre  si  le  rayon  diminue  par  degrés  insensi- 
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blés  :  ces  divers  équilibres  sont  en  général  alternativement  stables 
et  instables;  c'est  ce  que  Laplace  avait  entrepris  de  prouver  : 
M.  É.  Mathieu  substitue  au  raisonnement  vague  de  Laplace  une 
démonstration  précise  fondée  sur  les  propriétés  bien  connues  de  la 
fonction  des  forces. 

Le  troisième  Chapitre  est  en  majeure  partie  consacré  à  l'étude 
des  conditions  d'équilibre  des  liquides  en  contact.  Après  avoir 
trouvé  l'équation  générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles  qui 
régit  le  système  des  deux  liquides,  l'auteur  examine  le  cas  où  le 
premier  figure  une  goutte  superposée  au  second.  Une  analyse  très 
complètel'a  conduit  à  la  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème 
remarquable,  admis  sans  raison  suffisante  dans  les  Ouvrages  de 
Physique  :  les  trois  tensions  superficielles  relatives  aux  deux  sur- 
faces libres  et  à  la  surface  de  contact  doivent  se  faire  équilibre.  Il 
faut  donc  que  la  plus  grande  de  ces  quantités  soit  plus  petite  que  la 
somme  des  deux  autres  ;  si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  li- 
quide le  moins  dense  se  répandra  sur  l'autre  en  couche  infiniment 
mince.  Le  problème  général  de  l'équilibre  de  deux  liquides  en  contact 
se  simplifie  lorsque  la  densité  est  la  même  pour  l'un  et  pour  l'autre; 
c'est  le  cas  des  expériences  célèbres  de  Plateau.  On  réalise  ainsi  un 
liquide  sans  pesanteur  :  la  ligure  d'équilibre  correspond  à  un  mi- 
nimum de  la  surface  terminale.  M.  E.  Mathieu  restreint  son  ana- 
lyse au  cas  des  surfaces  de  révolution  :  la  solution  dépend  des  in- 
tégrales elliptiques;  les  courbes  méridiennes  des  surfaces  minima 
de  révolution  se  composent  d'une  infinité  d'arcs  identiques  :  cal- 
culées pour  la  première  fois  par  Béer,  étudiées  au  point  de  vue 
géométrique  par  Delaunay,  ces  surfaces  ont  été  divisées  par 
Plateau,  suivant  leurs  formes,  en  onduloïdes  et  en  nodoïdes.  Le 
nodoïde  donne  comme  cas  particulier  la  caténoïde  qui  a  pour 
méridienne  une  chaînette  et  le  cylindre  circulaire  droit.  M.  E.  Ma- 
thieu montre  que  les  conclusions  que  Plateau  a  déduites  de  ses 
expériences,  relativement  à  la  stabilité  du  cylindre  circulaire  droit, 
ne  sont  pas  conformes  à  la  théorie.  On  ne  trouve  dans  l'Ouvrage  de 
M  .  Mathieu  aucune  intégration  relative  aux  surfaces  d'aire  minimum 
qui  ne  sont  pas  de  révolution  :  l'auteur  renvoie  le  lecteur  aux 
travaux  de  Monge,  de  Riemann,  de  MM.  O.  Bonnet,  Scherk, 
Schwarz,  Enneper.  Le  Chapitre  se  termine  par  des  calculs  relatifs 
aux  gouttes  liquides  suspendues  dans  les  tubes  capillaires;  >i  Ton 
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applique  la  théorie  au  cas  d'an  tube  cylindrique,  on  trouvé  que 
l'équilibre  n'est  pas  possible.  La  contradiction  entre  l'expérience 
et  la  théorie  s'explique  par  l'intervention  du  frottement,  et  M.  M 
thieu  nous  apprend  à  calculer  dans  ce  cas  la  résistance  opj 
par  la  viscosité  pour  contribuer  à  l'équilibre. 

Les  forces  qui  élèvent  ou  abaissent  un  liquide  en  équilibre  contre 
un  corps  solide  exercent  aussi  une  influence  sur  la  pression  sup- 
portée par  ce  corps.  La  modification  de  la  pression  hydrostatique 
fait  l'objet  du  quatrième  Chapitre.  On  y  considère  en  premier  lieu 
deux  lames  verticales  parallèles  plongées  dans  an  liquide.  En  cal- 
culant l'attraction  ou  la  répulsion  apparente  exercée  sur  l'une  des 
lames  par  l'autre,  Laplace  avait  négligé  l'action  de  la  Couche  super- 
ficielle du  fluide.  Poisson  a  le  premier  tenu  compte  de  cette  action, 
qui  n'est  pas  nulle  dans  le  cas  où  les  deux  faces  de  la  lame  sont  de 
nature  différente.  M.  Mathieu  a  réussi  à  faire  subir  à  la  formule  de 
Laplace  la  correction  voulue,  sans  modifier  essentiellement  le 
raisonnement  très  simple  de  l'illustre  inventeur.  Ouand  on  tient 
compte  de  la  capillarité,  la  poussée  verticale  qui  sollicite  un  corps, 
immergé  en  partie  dans  un  liquide,  n'est  plus  donnée  exactement 
par  le  principe  d'Archimède.  Pour  calculer  cette  poussée,  M.  Ma- 
thieu fait  d'abord  usage  de  considérations  synthétiques,  qui  font 
concevoir  plus  facilement  le  détail  des  phénomènes;  mais  la  dé- 
monstration ainsi  présentée  est  insuffisante:  on  n'y  tient  pas 
compte  de  certaines  forces  verticales,  qui  à  la  vérité  s'entre-détrui- 
sent,  comme  l'auteur  le  prouve  ultérieurement.  La  démonstration 
analytique  que  donne  ensuite  M.  Mathieu  ne  laisse  pin-*  subsister 
aucun  doute  sur  l'exactitude  des  résultats.  Poisson  ;i\ait  abordé 
cette  question  par  un  côté  très  difficilement  accessible;  malgré 
l'habileté  de  son  analyse,  il  n'était  parvenu  à  déterminer  reflet  des 
actions  capillaires  que  dans  le  cas  où  le  corps  est  de  révolution  et 
son  axe  vertical.  M.  E.  Mathieu  donne  la  solution  du  problème 
dans  le  cas  d'un  corps  de  forme  quelconque.  Cette  généralisation 
est  certainement  l'un  des  résultats  les  plus  remarquables  de  l'ou- 
vrage que  nous  analysons. 

Dans  le  cinquième  et  dernier  Chapitre,  il  est  question  de  l'élé- 
vation d'un  liquide  au  moyen  d'un  disque  circulaire  horizontal. 
L'auteur  donne  l'expression  connue  du  poids  du  liquide  soulevé  en 
fonction  de  la  hauteur  de  la  base  inférieure  du  disque  au-dessus 
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du  plan  de  niveau,  et  de  l'angle  que  fait  avec  l'horizon  le  plan  tan- 
gent au  bord  supérieur  du  liquide  (cet  angle  n'est  pas,  comme  on 
serait  tenté  de  le  supposer,  égal  à  l'angle  de  raccordement).  Ces 
deux  quantités  ne  sont  évidemment  pas  indépendantes  :  elles  sont 
liées  par  une  relation  que  Laplace  a  déduite  de  l'équation  appro- 
chée de  la  surface  capillaire,  dans  le  cas  où  le  disque  est  très  large, 
et  que  M.  E.  Mathieu  obtient  avec  une  approximation  plus  grande 
encore.  La  question  précédente  conduit  naturellement  au  problème 
de  l'équilibre  d'une  goutte  de  liquide  posée  sur  un  plan  horizontal. 
On  trouvera  dans  l'Ouvrage  de  M.  Mathieu  une  démonstration 
originale  du  théorème  de  M.  Bertrand  sur  le  volume  de  la  goutte. 
Dans  l'expression  de  ce  volume  figurent  l'épaisseur  de  la  goutte,  sa 
courbure  moyenne  au  point  le  plus  haut,  l'aire  et  le  périmètre  de 
sa  base.  Afin  de  mettre  en  évidence  la  dépendance  mutuelle  de  ces 
quantités,  il  faut  faire  des  hypothèses  sur  la  figure  de  la  goutte.  On 
se  restreint  au  cas  d'une  goutte  de  révolution,  qu'on  suppose 
d'abord  beaucoup  plus  large  que  haute.  Dans  ce  cas,  on  peut  inté- 
grer l'équation  différentielle  de  la  surface  libre,  et  l'on  en  déduit 
aisément  les  diverses  dimensions  de  la  goutte  en  fonction  de  son 
volume.  Dans  le  cas  d'une  petite  goutte,  M.  É.  Mathieu  obtient 
les  deux  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  méridienne  au 
moyen  de  développements  en  série  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  l'angle  o  formé  par  la  tangente  au  méridien  avec  l'ho- 
rizon. Ces  développements  ne  sont  suffisamment  convergents 
que  pour  la  partie  supérieure  de  la  goutte.  A  partir  d'une  certaine 
valeur  es,  de  l'angle  cp,  que  l'on  pourra  prendre  d'autant  plus  grande 
que  le  rayon  de  courbure  au  point  le  plus  haut  sera  plus  petit,  on 
détermine  le  rayon  variable  d'un  parallèle  au  moyen  d'un  autre 
développement  en  série  :  cette  nouvelle  série  procède  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  différence  entre  l'ordonnée  verticale 
du  point  considéré  et  celle  du  point  déterminé  par  l'angle  cp,. 
Lorsque  la  goutte  a  des  dimensions  moyennes,  le  calcul  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  de  cp  devient  extrêmement  pé- 
nible :  on  peut  confondre  la  partie  supérieure  du  méridien  avec  une 
ellipse  avant  le  même  axe  de  symétrie.  La  recherche  de  la  figure 
d'une  goutte,  suspendue  à  un  solide  qu'elle  mouille,  n'est  pour 
ainsi  dire  pas  un  problème  différent  du  précédent  au  point  de  vue 
analytique  :  il  suffit  de  changer  le  signe  d'une  constante  capillaire 
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pour  passer  des  formules  relatives  au  cas  d'une  goutte  reposant  snr 

un  plan  horizontal  à  celles  du  probli  me  a<  tuel.  L'auteur  applique 
ses  développements*  en  série  à  des  exemples  numériques.  Le  pi 
l)lcme  de  la  forme  d'équilibre  (Tune  goutte  moyenne  amène  M.  Ma- 
thieu à  l'importante  question  de  L'influence  de  la  capillarité  rar  le 
baromètre.  Laplace  avait  Indiqué  une  méthode  par  quadrature  pour 
déterminer  la  surface  du  ménisque  mercuiïel.  Son  procédé  consiste 
à  diviser  le  méridien  en  plusieurs  parties  qu'il  assimile  à  d< 
de  cercle.  M.  E.  Mathieu  obtient  une  exactitude  plus  grande  en 
substituant  aux  arcs  de  cercle  des  arcs  d'ellipse.  Vers  la  fin  du 
Chapitre  se  trouve  reproduite  une  Table  des  dépressions  baromé- 
triques, calculée  autrefois  par  Bravais. 

Dans  tout  le  cours  de  cet  Ouvrage,  on  trouvera  des  indications 
courtes,  mais  substantielles,  sur  les  expériences  qui  confirmenl  La 
théorie,  et  l'explication  des  désaccords  apparents  entre  la  théorie 
et  certaines  expériences;  dans  la  plupart  des  cas,  il  faul  chercher 
la  raison  de  ces  désaccords  dans  l'altération  des  surfaces  liquides, 
qui  modifie  beaucoup  l'angle  de  raccordement.  II. 


VERONESE.  —  Interprétations  géométriques   de   la  théorie  m:<  m  bsti- 

TUTIONS   DE   11   LETTRES   PARTICULIÈREMENT    POUR   II  =  3,  4,  5.  6  EN    RELATION 
AVEC    LES   GROUPES    DE    l'hEXAGRAMME   MYSTIQUE. 

Le  Mémoire  de  M.  Veronese  a  été  présenté  au  Concours  insti- 
tué pour  1 88 1  par  l'Académie  royale  de  Belgique,  Concours  donl 
l'objet  était  la  généralisation  des  propriétés  de  l'hexagramme 
mystique.  Le  prix  n'a  pas  été  accordé  au  .Mémoire  du  géomètre 
italien;  celui-ci  a  publié  son  travail  dans  les  Annali  di Matema- 
tica  et  l'a  fait  précéder  de  quelques  pages  assez,  vives  où  il  re- 
produit et  discute  le  Rapport  de  la  Commission  de  l'Académie. 
Nous  n'avons  point  à  entrer  ici  dans  celle  polémique.  Si  la  (loin- 
mission  académique  n'a  pas  proposé  de  décerner  le  prix  au 
Mémoire  de  M.  Veronese,  c'est  sans  doute  que  ce  Mémoire  ne 
répondait  pas  aux  intentions  des  membres  de  la  Commission  :  mais, 
d'un  autre  côté,  qu'un  Mémoire  soit  ou  non  conforme  à  quelque 
programme  que  ce  soit,  cela  n'a  rien  à  faire  avec  l'importance  de 
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ce  Mémoire,  et  les  arguments  par  lesquels  M.  Veronese  cherche  à 
établir  qu'il  a  atteint  le  but  proposé  n'ajoutent  rien  à  l'indiscu- 
table valeur  de  son  travail. 

Ce  n'est  pas,  à  son  sens,  dans  la  théorie  des  courbes  ou  des 
surfaces  d'ordre  supérieur  qu'il  y  a  lieu  de  chercher  des  générali- 
sations ou  des  analogies  à  lhexagramme  mystique  :  les  éléments 
que  l'on  peut,  dans  ces  théories,  essayer  de  substituer  aux  six 
points  de  la  conique  ne  sont  pas  arbitraires  comme  ces  six  points, 
en  sorte  que  les  propriétés  ne  subsistent  pas  quand  on  effectue 
des  permutations  sur  ces  éléments,  et  cette  permanence  des  pro- 
priétés des  figures  déduites  de  l'hexagramme  mystique,  quand  on 
effectue  une  permutation  quelconque  sur  les  sommets,  est  le  fonds 
même  de  la  théorie  de  l'hexagramme  :  elle  tient  essentiellement 
à  ce  que  la  théorie  des  groupes  de  l'hexagramme  n'est  qu'une  ex- 
pression particulière  de  la  théorie  des  substitutions  de  six  lettres. 
Reprendre  cette  dernière  théorie  au  point  de  vue  des  diverses  in- 
terprétations géométriques  dont  elle  est  susceptible,  montrer  les 
liens  de  ces  diverses  interprétations  et  plus  particulièrement 
comment  elles  dépendent  de  la  théorie  de  l'hexagramme,  tel  est  le 
but  que  s'est  proposé  l'auteur.  Il  débute  par  une  interprétation 
générale  de  la  théorie  des  substitutions  de  n  lettres,  interprétation 
faite  dans  un  espace  à  n —  i  dimensions,  les  n  lettres  étant  regar- 
dées comme  les  coordonnées  d'un  point  de  cet  espace;  à  chaque 
substitution  correspond  une  homographie  entre  deux  espaces  à 
n  —  i  dimensions;  l'étude  de  ces  homographies,  des  figures  qui 
répondent  aux  groupes  de  substitutions,  des  surfaces  obtenues  en 
égalant  à  zéro  la  fonction  qui  représente  chaque  groupe,  conduit 
M.  Veronese  à  un  nombre  considérable  de  propositions.  Celte 
théorie  d'une  nature  fort  abstraite  peut  maintenant  être  interprétée 
dans  l'espace  ordinaire  et  dans  le  plan.  M.  Veronese  y  parvient  en 
appliquant  systématiquement  la  méthode  qu'il  a  développée  dans 
un  Mémoire  inséré  dans  le  29e  volume  des  Mathematische  Anna- 
len,  sous  ce  titre  :  Behandlung  der projecU  Verhàltnisseh  der 
Râume  von  verjschiedenen  Dimensionen  durch  das  Princip  des 
Projicirens  und  Sclineidens.  Etant  donnée  une  configuration 
quelconque  dans  l'espace  à  n  —  1  dimensions,  il  en  déduit,  par 
projection  univoque,  sur  l'espace  et  sur  le  plan  des  configurations 
qu'il  appelle  de  même  classe  et  dont  les  propriétés   traduisent  en 
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quelque  sorte,  dans  le  langage  de  la  Géométrie  ordinaire,  les  pro- 
priétés de  la  première  configuration. 

Après  avoir  étudié   les  substitutions  de    >.    j.  5  lettres,    leurs 
groupes  et  les  ûgures  correspondantes  dans  le  plan,  dans  l'espa<  e 
à  trois  et  à  quatre  dimensions,  L'auteur  arrii  eà  son  objel  j n  i n<  i [>•• . 
l'étude  des  groupes  des  substitutions  de  six    lettres    :    c'e»1    bu 
moyen   de  la  théorie  même  de   l'hexagramme  qu'il  forme  les  sub- 
stitutions de  chaque  groupe,   \insi  chacun   des  i5  triangles  donl 
les  cotés  contiennent  les  (>  sommets  reste  inaltéré  par  [8  d< 
substitutions  que  l'on  peut  effectuer  sur  les  6  sommets;  en  d'autres 
termes,  chacun  de  ces  triangles  représente  un  groupe  de  (8  - 1 1 1  »  -  r  ï  - 
tutions;  de  même  chacune  des  6o  droites  de  Pascal  représente  an 
groupe  de  12  substitutions,  etc.  Le  cas  le  plus  intéressant  •  -t  celui 
des  figures,  dites  figures  II,  formées  comme  il  suit  :   à  l'hexagone 
123456  par  exemple  correspond   une  droite  de  Pascal;  en  négli- 
geant les  ()  côtés  de  cet  hexagone,  il  reste  <)  des  1  .'>  côtés  de  l'hexa- 
gramme;  avec  ces  9  cotés,  on  peut  construire  3  hexagones  i35 
1 36420,   I53Ô9.4  ;    les  3  droites  de  Pascal  qui  correspondent  à  1 
3  hexagones  se  coupent  en  un  point  de  Kirkman,  qui  correspond 
à  la  première  droite  de  Pascal.  Les  60  droites  de  Pascal  el   les  60 
points  de   KJrkman    correspondants  se  séparent   en   6  groupes  de 
10  droites  de  Pascal  et  de  10  points  correspondants  de  Kirkman, 
de  façon  que  3  droites  de  Pascal  passent  en  chacun  de-  1»  points 
.     et  que  3  points  de  rvirkman  soient  situés  sur  chacune  des  1  0  droites  ! 
chaque   groupe    constitue    une    figure    11.  Chaque  figure  II   reste 
inaltérée  par  120  des  ^20  substitutions  qu'on  peut  opérer  sur  les 
()  sommets  et  les    120  substitutions   sont    précisémenl   celles  qui 
constituent  le  groupe  découvert  par  M.  Serret,  auquel  correspond 
une  fonction  de  6  lettres  qui  n'est    susceptible  que  de  6  valeurs. 
Les  groupes  de   l'hexagone,  ou  les  groupes  correspondants  des 
substitutions    de    6   lettres  une    lois    formés,    donnent     naissance, 
d'après  le  procédé  qui  a  été  antérieurement  expliqué,  a   des  pro- 
positions relatives  à  l'espace  à  cinq  dimensions,  propositions  qui, 
par  l'application   du  principe    de   projection,  se   traduisent   dans 
l'espace   ordinaire  et  dans    le  plan.    Dans  l'espace  à   cinq   dimen- 
sions K6  on   fait  correspondre  à  chaque    sommet    de   l'hexagone 
123456  un  sommet  de  la  pyramide  fondamentale    à   laquelle  on 
rapporte  cet  espace  ;  par  exemple,  au  sommet  1  de  l'hexagone,  on 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  »•  série,  t.  \  III.  |  Mai  iv  11 
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fait  correspondre  le  sommet  de  la  pyramide  fondamentale,  dont 
les  coordonnées  #,,  x2,  #3>  &Ai  x$,  x6  sont  respectivement 
.#,,  o,  o,  o,  o,  o.  Dans  ce  même  espace  la  conique  circonscrite  a 
l'hexagramme  a  des  représentants  :  il  suffît  de  remarquer  que  cette 
conique  se  transforme  en  elle-même  quand  on  permute  les  six  pa- 
ramètres des  six  points;  par  suite,  dans  R5,  toute  configuration, 
toute  courbe  ou  surface,  à  2,  3,  4  dimensions,  qui  passe  ou  non 
par  les  six  sommets  de  la  pvramide  fondamentale  et  qui  se  trans- 
formeen  elle-même  par  lespermutationsdessixquantités  xt,  .  .  .,#<•? 
correspond  à  la  conique.  On  voit  ainsi  nettement  comment  dans 
cet  espace,  on  peut  trouver  des  analogies  directes  à  la  théorie  de 
l'hexagramme.  Dans  cette  voie,  une  application  particulière  était 
tout  indiquée  :  on  peut  regarder  les  six  quantités  .r,,  ...,  x0 
comme  les  coordonnées  d'une  droite  de  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, en  prenant  comme  figure  fondamentale  les  six  complexes 
linéaires  deux  à  deux  en  involution  de  M.  Klein.  Une  droite  quel- 
conque donne  alors  lieu  en  général  à  un  groupe  de  ^20  droites, 
un  point  à  un  groupe  de  36o  points  auquel  correspond  un  groupe 
de  36o  plans;  M.  Veronese  met  cette  figure  en  correspondance  di- 
recte avec  l'hexagramme  et  parvient  ainsi  à  des  propositions  nou- 
velles dont  le  développement  forme  la  fin  de  son  Mémoire. 

J.T. 


MELANGES. 

SUR  L'AUTHENTICITÉ  DES  AXIOMES  D'EUCLIDE; 
Par  M.  Paul  TANNERY. 

I. 

Si  l'on  devait  considérer  les  Eléments  d'Euclide  comme  une 
œuvre  réellement  originale,  il  serait  bien  difficile  d'admettre  l'au- 
thenticité des  définitions,  des  postulats  et  des  axiomes  qui  pré- 
cèdent les  propositions  du  Livre  I.  C'est  incontestablement  un 
début  qui  n'est  point  à  la  hauteur  de  ce  qui  suit  :  autant  l'ordon- 
nance des   problèmes  et  des   théorèmes   du    Livre   témoigne  d'un 
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art  consommé,  ainsi  que  d'une  méthode  puissamment  conçut 
systématiquement  poursuivie  dans  son  développemenl   peut-être 
un  peu  artificiel,  autant  la  disposition  des  énoncés  de  l'Introduc- 
tion offre,  là  où  l'on  devrait  le  moins  s'j   attendre,  de  l'incohé- 
rence et  de  singulières  négligences. 

Je  ne  m'arrête  point  aux  définitions  delà  droite  el  do  plan,  don! 
l'obscurité  est  célèbre,  ni  à  la  proposition  non  démontrée  que 
renferme  la  définition  17,  que  le  diamètre  divise  le  cercle  en 
deux  parties  égales.  Mais  je  dois  signaler  la  classification  des  qua- 
drilatères, où,  après  le  carré,  viennent  V  i'.i^yj.rt-/.i-  (rectangle  . 
qu'Euclide  appelle  constamment irapaXXy,XoYpa,u(xov  opOv-oVnov.  le  \ 
(losange),  dont  il  ne  parlera  jamais,  le  fojxpoeiSsç,  terme  auquel  il 
substituera  toujours  celui  de  7rapdXXriXoYpafxpov.  J)<'  même,  d'après 
les  définitions,  pour  les  polygones  en  général,  le  nom  devrait  être 
formé  en  ajoutant  au  radical  indiquant  le  nombre  des  i  ùtés  la  termi- 
naison irXeupov  '•  (ainsi,  7roÀu7:X£upov,  multilatère)  ;  Euclide  ajoute,  au 
contraire,  toujours  la  terminaison Ywvov^TpiYwvov^evTcrywvoVjetc.)^). 

Quant  aux  postulats  et  axiomes,  que  je  me  propose  d'examiner 
spécialement,  il  me  faut  en  donner  une  traduction  ;  je  suivrai  l'ex- 
cellente édition  de  M.  Heiberg  (2)  dont  le  premier  Volume  vienl 
de  paraître. 

«    Postulais  (aÎT^uaxa). 

»  1.  Qu'il  soit  demandé  de  mener  de  tout  poinl  à  tout  point 
une  ligne  droite  ; 

»  2.  Et  de  prolonger,  en  ligne  droite  et  en  continuité,  une 
droite  limitée; 

»   3.   Et  de  décrire  un  cercle  de  tout  centre  et  de  tout  rayon; 

»    4.    Et  que   tous  les  angles  droits  soient   égaux  entre  eux; 


OTerpàycovov  exceptionnellement  désigne  non  pas  le  quadrilatère  en  général, mais 
seulement  le  carré.  Par  conséquent,  Euclide  dit  exceptionnellement  aussi  TtTpà- 
ir).e\jpov  pour  le  quadrilatère  en  général;  il  semble  d'ailleurs  avoir  introduit  le 
terme  de  Tpa7tc'Çiov  pour  désigner  le  quadrilatère  non  parallélogramme. 

(2) Euclidis  Opéra  omiiia  ediderunt  .1.-1..  Heiberg  el  11.  Menge. —  Euclidis  ele- 
menta  edidit  et  latine  interpréta  lus  est  J. -Heiberg,  I>r  phil.  Vol.  I.  Libr.  l-l\ 
continens.  Leipzig,  Teubner,  iss.'i. 
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»  o.  Et  que,  si  une  droite  rencontrant  deux  droites  l'ait  du 
même  côté  des  angles  intérieurs  dont  la  somme  soit  moindre  que 
deux  droits,  les  deux  droites  prolongées  indéfiniment  se  rencon- 
trent du  côté  des  angles  dont  la  somme  est  inférieure  à  deux 
droits. 

»  Arotions  communes  (xoival  swoiai). 

»  1.  Les  choses  égales  à  une  même  sont  aussi  égales  entre 
elles  ; 

»  2.  Et  si  à  des  choses  égales  on  ajoute  des  choses  égales,  les 
sommes  sont  égales; 

»  3.  Et  si  de  choses  égales  on  retranche  des  choses  égales,  les 
restes  sont  égaux  ; 

»  [4.  Et  si  à  des  choses  inégales  on  ajoute  des  choses  égales, 
les  sommes  sont  inégales]; 

»   o.   Et  les  doubles  d'une  même  chose  sont  égaux  entre  eux; 

»  [6.  Et  les  moitiés  d'une  même  chose  sont  égales  entre 
elles]  ; 

»  7.  Et  les  choses  qui  coïncident  l'une  avec  l'autre  sont  égales 
entre  elles; 

»  8.   Et  le  tout  est  plus  grand  que  la  partie; 

o    [9.   Et  deux  droites  ne  comprennent  pas  d'espace]  ». 

Les  trois  premiers  postulats  ont  un  caractère  tout  particulier; 
ce  ne  peut  certainement  être  qu'un  profond  penseur  qui  conçut  le 
premier  l'idée  originale  de  réduire  les  constructions  élémentaires 
au  minimum  de  trois  et  de  les  formuler  en  postulats.  Cette  idée 
est,  au  reste,  en  parfait  accord  avec  le  plan  d'Euclide,  dont  la  se- 
conde proposition  est  la  solution  d'un  problème  qui  n'offre  évi- 
demment pas  d'intérêt  pratique  :  «  Mener  (avec  la  construction 
des  postulats)  à  partir  d'un  point  donné  une  droite  égale  à  une 
droite   Ion  née.  » 

Mais  ces  postulats  mis  à  part,  l'impression  que  donne  le  reste 
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e>t  que  1  <>n  a  ultérieurement  recherché  dans  le  premier  Livre  des 
Eléments  tout  ce  qui  étail  admis  sans  démonstration  el  que  les 
propositions  formulées  à  la  suite  <!<•  cette  re(  herche  ont  éjté  clas- 
sées tant  bien  que  mal  (*). 

Déjà  Geminus  l  un  siècle  avant  .).-(>.)  voulail  séparer  les  pos- 
tulats A  et  5,  qu'il  considérail  comme  des  théorèmes  â  démontrei  ■ 

Il  avait  incontestablement  raison,  en  ce  qui  concerne  le  postu- 
lat i;  mais  il  semble  évident  que,  >i  Euclide  !«•  premier  a  va  il  for- 
mulé cette  proposition,  il  ne  se  sciait  pas  mépris  sur  son  ca 
tère,  pas  plus  qu'il  n'aurait  été  arrêté  par  la  difficulté  d'une 
démonstration;  le  fait  est  que,  d'un  boul  à  L'autre  des  Éléments , 
l'égalité  des  angles  droits  entre  eux  est  prix-  comme  n'ayant  pas 
même  besoin  d'être  postulée. 

Quant  au  fameux  énoncé  relatif  au\  parallèles,  il  esl  au  con- 
traire certain  qu 'Euclide  a  dû  essayer  de  le  démontrer  et  renoncer  à 
ses  inutiles  recherches;  il  le  postule  nettement,  quoique  sous  une 
forme  beaucoup  plus  brève,  au  cours  de  la  prop.  XX  l\  ;  mais  il  esl 
incontestable  que  sa  place  logique  n'est  nullement  après  les  pos- 
tulats de  construction,  mais  bien  après  la  prop.  \\\  III  dont  il 
est  la  réciproque.  En  rapprochant  de  celle-ci  la  prop.  \\  II  : 
«  La  somme  de  deux  angles  quelconques  d'un  triangle  est  infé- 
rieure à  deux  droits  »,  le  caractère  et  la  convenance  du  postulat 
des  parallèles  sont  mis  en  toute  lumière.  Au  début  du  Livre,  sa 
formule  est  incontestablement  malheureuse  (-). 

On  sait  que  l'édition  de  Baie  et  celle  d'Oxford  (Gregorj  I  onl 
rejeté  les  postulats  i-o  à  la  fin  des  notions  communes  sous  les 
nus  10  et  11.  Cet  ordre  était  parfaitement  jn>ii!ié  au  point  de  vue 
de  la  convenance  de  distinguer  ces  postulats  de  ceux  de  construc- 
tion; mais  il  est  non  seulement  en  contradiction  avec  1  autorité 
des  meilleurs  manuscrits  et  avec  le  témoignage  de  Geminus,  mais 
encore  avec   le  caractère  de  la  seconde  série  d'énoncés,  caractère 


(')  Voici,  pour  chaque  postulat  et  axiome,  le  numéro  de  la  première  proposi- 
tion où  il  est  employé  : 

Postulais  :  1  (prop.  I),  2  (prop.  Il),  3  (  prop.  I  |,  i  (  prop.  \IN  ),  5  (prop.  \\l\  ). 
Notions  communes:  1  (prop.  I),  2  (prop.  Mil),  3  (prop.  HI)i  \  (P*op.  WM  , 
,r)  (prop.  XLII),  6  (prop.  XXXVlï),  7  (prop.  IV).  8  (prop.  VI),  g  (prop.  l\  ). 

(2)  Gregory  pensait  qu'il  a\ ait  dû  être  posé  originairement  en  corollaire  de  la 
prop.  WYtll.  avec  le  rapprochement  que  j'indique. 
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indiqué  par  leur  titre  Notions  communes  ('  ),  qui  désigne  des  pro- 
positions n'étant  pas  spéciales  à  la  Géométrie. 

Au  contraire,  plusieurs  manuscrits,  et  des  meilleurs,  ajoutent 
aux  postulats  la  prétendue  notion  commune  9,  que  Proclus  rejette 
expressément  ainsi  que  trois  autres  4,  o,  6;  M.  Heiberg  considère 
ces  quatre  propositions  comme  interpolées,  et  il  ne  peut,  je  crois, 
y  avoir  de  doutes  à  cet  égard.  Le  n°  9  a  été,  en  tout  cas,  tiré  du 
texte  même  d'Euclide  (prop.  IV)  :  «  Deux  droites  comprendront 
un  espace,  ce  qui  est  impossible.  » 

Les  trois  premières  notions  communes  étaient  les  seules  recon- 
nues par  Héron,  et  ce  fait,  malgré  l'appui  que  prête  Proclus  aux  no- 
tions 7-8,  ébranle  singulièrement  l'autorité  de  toutes  les  autres.  On 
peut  remarquerque  len°l  esttextuellementreproduitdanslaprop.  1. 

M.Heibergpenseque  le  n°  4  a  pu  être  emprunté  au  Commentaire 
de  Pappus,  qui  avait  démontré  que  l'addition  de  quantités  égales 
ne  change  pas  la  différence.  Je  ne  suis  guère  disposé  à  admettre 
cette  hypothèse;  je  penserais  plutôt  que  ces  interpolations  sont 
antérieures  à  Héron  d'Alexandrie,  peut-être  même  à  Apollonius 
de  Perge,  s'ils  avaient  réagi  contre  elles.  Mais  je  crois  que  M.  Hei- 
berg  a  eu  entièrement  raison  d'écarter  complètement  la  contre- 
partie de  cet  axiome,  qui  forme  le  n°  5  de  l'édition  de  Gregory  : 
«  Si  de  choses  inégales  on  retranche  des  choses  égales,  les  restes 


sont  inégaux.)) 


En  effet,  Euclide  n'emploie  pas  cet  axiome  dans  son  premier 
Livre  (2),  et  son  adjonction  aux  autres  a  dû  être  de  date  relative- 
ment récente,  comme  l'indique  le  silence  des  autorités  les  plus 
anciennes. 

En  tout  cas,  la  formule  de  la  notion  4  est  assez  malheureuse;  le 
sens  de  l'inégalité  devrait  être  indiqué. 

Les  nus  ô  et  6  se  retrouvent  à  peine  modifiés  dans  le  texte  d'Eu- 
clide, prop.  XXXVII  et  XXXVIII  :  «Les  moitiés  de  choses  égales 
sont  égales  entre  elles  »,  et,  prop.  XLVII  :  «  Les  doubles  de 
choses  égales  sont  égaux  entre  eux  ».  M.  Heiberg  pense  qu'il  y  a 
eu  interpolation  dans  le  texte,  et  qu'Euclide  s'était  servi  en  réalité 


(')   Proclus   les  appelle  axiomes,   mais  il   spécifie  nettement   leur  caractère  de 
communauté  aux  diverses  branches  des  Mathématiques. 

(2)  11  ne  >c  trouve  pas  applique  avant  la  prop.  XVII  du  Livre  III. 
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des  notions  «i  ci  ±  Je  ne  puis  guère  adopter  1  elle  opinion,  1  ai  il 
faut  toujours  supposer  que  les  notions  ->  el  <i  onl  été  déduites  «lu 
raisonnement  d'Euclide,  et  l'on  ne  comprendrait  guère  poorquoi 
l'interpolation  de  l'axiome  dans  le  texte  aurai I  \ié  faite  là  el  non 
pas  aussi  prop.  XL1I,  pourquoi  on  n'aurait  pas  de  même  interpolé 
les  autresnotions  communes  qui  ne  se  retrouvent  pas  explicitement 
dans  Euclide.  D'autre  part,  si  b*  fait  évidemment  double  emploi 
avec  %  il  n'en  est  point  tout  à  fait  de  même  <!••  1»  el  de  3     '   , 

Quant  aux  notions  communes  7  et  8,  elles  me  paraissent  égale 
ment  ne  pas  davantage  appartenir  à  Euclide,  malgré  l'autorité  de 
ProcJus. 

L'énoncé  7  a  un  caractère  géométrique  incontestable  qui  .Mi- 
rait dû  le  faire  exclure  des  notions  communes;  d'autre  part,  il  esl 
difficile  de  voir  pourquoi  il  n'est  pas  accompagné  de  sa  réciproque, 
au  moins  pour  les  lignes  droites,  réciproque  dont  Euclide  doit 
user  en  premier  lieu.  En  fait,  il  y  a  là  une  définition  de  L'égalité 
géométrique,  définition  plus  ou  moins  suffisante,  mais  il  n'y  a  p as 
d'axiome  véritable. 

Enfin  l'énoncé  8  remplace  une  expression  différente  d'Euclide  : 
la  prop.  VI  :  «  Le  moindre  sera  égal  au  plus  grand,  ce  qui  esl 
absurde  ».  C'est  une  abstraction  substituée  à  l'intuition  de  la 
figure  géométrique;  abstraction  qui,  d'ailleurs,  se  réduit  à  une 
définition  plus  ou  moins  insuffisante  du  tout  et  de  la  partie,  «si 
l'on  veut  la  dégager  de  sa  spécialité  géométrique  et  en  faire  réelle- 
ment une  notion  commune. 

II. 

Les  résultats  de  cette  discussion  sont  donc  les  suivants  : 
Si  l'on  veut  ne  conserver  comme  véritablement  euclidiens  que 
les  axiomes  réellement  dignes  de  l'auteur  des  Eléments ^  on  esl 
conduit  à  ne  lui  attribuer,  au  premier  abord,  que  les  trois  pre- 
miers postulats  et  peut-être  aussi  les  trois  premières  notions  com- 
munes. Mais,  pour  ces  dernières,  le  doute  est  très  sérieux;  car  il 
paraît  en  même  temps  que  l'illustre  géomètre  ne  se  serait  nulle- 
ment astreint  à  ne  faire  usage  sans  démonstration  que  de  ces  >i\ 

(')  En  fait,  6  doit  se  démontrer  par  l'absurde  en  employant   >.  c'est-à-dii 
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propositions;  mais  la  rigueur  extrême  de  sa  méthode  conduisit  na- 
turellement à  rechercher  dans  son  œuvre  les  autres  propositions 
qu'il  avait  admises  explicitement  ou  implicitement.  On  aurait  dû, 
suivant  leur  nature,  ou  bien  les  démontrer  en  lemmes  intercalés  à 
l'endroit  convenable,  ou  bien  les  classer  soit  avec  les  notions 
communes,  soit  comme  postulats  distincts  de  ceux  de  construc- 
tion. Le  travail  ne  fut  pas  accompli  comme  il  aurait  dû  l'être,  et 
le  classement  resta  passablement  arbitraire,  comme  le  montrent 
les  discordances  des  autorités  les  plus  anciennes,  et  passablement 
incohérent,  comme  j'ai  essayé  de  le  montrer. 

Mais  l'aspect  de  la  question  change  tout  à  fait,  si  Ion  réfléchit 
que  le  degré  de  perfection  des  premiers  Livres  des  Eléments,  que 
les  derniers  à  dire  vrai  sont  loin  d'égaler,  ne  doit  pas  être  consi- 
déré comme  provenant  exclusivement  du  travail  d'Euclide,  que 
de  nombreux  précurseurs  y  ont  contribué;  qu'il  n'a  fait  qu'y 
mettre  la  dernière  main.  Dès  lors,  il  est  possible  que  l'ensemble 
des  observations  qui  précèdent  tombe  à  faux,  en  ce  sens  que  ce 
que  nous  avons  supposé  fait  par  un  successeur  d'Euclide  sur  son 
œuvre  peut  avoir  été  fait  en  réalité  par  lui  sur  l'œuvre  d'Eudoxe 
ou  de  Théétète.  Si  nous  pouvons  maintenir  que  ce  n'est  pas  l'in- 
venteur des  postulats  de  construction  qui  leur  a  accolé  la  propo- 
sition sur  les  parallèles,  rien  ne  nous  prouve  que  cet  inventeur  ait 
été  Euclide. 

Le  langage  de  Geminus,  tel  que  Produis  le  rapporte  (éd.  Fried- 
lein,  p.  183-192),  prouve  très  nettement  que,  de  son  temps,  l'au- 
thenticité des  cinq  postulats,  en  tant  qu'adoptés  par  Euclide  lui- 
même,  ne  soulevait  aucun  doute.  On  ne  peut  guère  en  élever  non 
plus  contre  l'ensemble  des  définitions;  leur  attribution  à  Euclide 
est  d'autant  plus  certaine  que,  bien  avant  l'époque  de  Geminus,  il 
y  avait  d'autres  définitions  élémentaires  courantes,  dont  certaines 
auraient  dû  être  préférées  à  celles  que  nous  retrouvons  au  début 
des  Eléments.  Pour  les  notions  communes,  la  question  est  moins 
claire;  Geminus  ou  Procius  s'expriment  assez  vaguement;  ils 
constatent  les  divergences  des  manuscrits  et  des  auteurs  et  ne 
s'appuient  que  sur  l'usage  fait  par  Euclide  de  ces  notions,  raison 
qui  n'esl  nullement  décisive. 

En  se  plaçant  dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  on  serait  conduit  à 
admettre   qu'Euclide  se   Irouvail   en   présence,  pour  son  premier 
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Livre,  de  matériaux  «  *  «  *.  j  -  *  très  profondément  élaborés  et  d'un  plan 
général  déjà  parfaitemenl  défini.]]  n*aura  pas  <  ru  devoir,  s'impose] 

une  refonte  des  définitions  ;  elle  lui  ;i   paru  inutile  el  il  •<  jui 
propos  notamment  d'v  conserver  une  terminologie  qu'il  était 
pendant  décidé  à  ne  pas  employer,  mais  dont  les  lecteur!  pou- 
vaient réclamer  l'explication. 

Aux.  trois  postulats  de  construction,  il  a  pu  ajouter  les  deui 
autres:  dans  ce  cas,  la  célèbre  proposition  sur  1*--  parallèles  serait 
bien  de  lui;  quant  à  l'égalité  des  angles  droit-,  elle  est  suppi 
admise  non  seulement  dans  cette  proposition,  mais  dans  la  défini- 
tion des  angles  aigus,  obtus,  etc.;  la  démontrer  l'eût  obligé  à  re- 
fondre les  définitions  et  à  remanier  l'ordonnance  du  début,  ce 
qu'il  voulait  sans  doute  éviter,  d'autant  (pie  les  choses  étaient 
déjà  sans  doute  consacrées  et  ne  soulevaient  aucune  difGcnlté. 

Quant  aux  notions  communes,  elles  ne  seraient  pas  de  lui:  il 
les  aurait  employées  comme  allant  de  soi  ou  comme  suppo 
parles  définitions;  l'attention  ne  se  serait  portée  sur  cette  ques- 
tion qu'à  l'époque  d'Apollonius,  qui  essaya  de  démontre! 
propositions  et  reconnut  leur  liaison  avec  la  définition  de  l'égalité 
et  des  opérations  de  l'addition  et  de  la  soustraction  géométriques. 
Les  éditeurs  successifs  d'Euclide  auraient  pris  depuis  lors  l'habi- 
tude d'insérer  un  recueil  plus  ou  moins  complet  de  ces  notions, 
suivant  le  point  de  vue  auquel  ils  se  plaçaient,  et  la  tradition  se- 
rait restée  longtemps  assez  flottante  à  cet  égard. 

En  tout  cas,  il  ne  faut  pas  croire  que  les  postulats  et  les  notions 
communes  représentent  tout  ce  qu'Euclide  admet  de  fait  dans 
ses  démonstrations.  Dès  sa  première  proposition:  «  Construction 
d'un  triangle  équilatéral  sur  une  base  donnée,  »  nous  le  voyons 
admettre,  sans  démonstration,  que  les  deux  cercles  qu'il  trace  se 
coupent,  et  il  serait  facile  de  multiplier  des  exemples  semblables. 

En  somme,  nous  nous  trouvons  en  présence  de  trois  opinion-  : 
en  premier  lieu,  celle  qui  attribuerait  à  Euclide  la  rédaction  des 
postulats  et  des  notions  communes,  sauf  les  suppressions  opérées 
par  Heiberg;  celle  qui  ne  lui  laisserait  que  les  postulats  et  que 
je  viens  d'exposer;  celle  enfin  qui   nierait    l'authenticité  des  deux 


(')  Voir  mon  Essai  :   Quelques  fragments   d'  \pollonius,  de  Pergé,  'Lui-  le 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  i.  \.   •    série. 
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derniers  postulats  et  celle  des  notions  communes,  opinion  que 
j'ai  développée  plus  haut. 

Pour  faire  un  choix  raisonné  entre  ces  trois  opinions,  il  faut 
nécessairement  recourir  à  d'autres  considérations  que  celles  que 
nous  avons  pesées  jusqu'à  présent,  et  examiner  les  habitudes  d'es- 
prit des  mathématiciens  de  la  même  époque. 

Trois  seulement  peuvent  être  mis  en  ligne  de  compte,  Autolv- 
cus  de  Pitane,  Aristarque  de  Samos  et  Archimède. 

Du  premier,  qui  vivait  un  peu  avant  Euclide,  il  nous  reste  deux 
petits  Traités  :  Sur  le  mouvement  de  la  sphère  et  Sur  les  levers 
et  couchers. 

Le  texte  grec,  dont  M.  Hultsch  prépare  une  édition,  n'est  pas 
encore  connu  ('),  mais  les  définitions  et  les  énoncés  des  proposi- 
tions ont  été  publiés  en  1672,  par  Dasypodius,  en  18-7  par 
Hoche. 

Or  le  Livre  Du  mouvement  de  la  sphère  commence  par  deux 
définitions,  que  voici  : 

<(  1.  Des  points  sont  dits  se  mouvoir  uniformément  lorsqu'ils 
parcourent  en  des  temps  égaux  des  grandeurs  égales  et  semblables. 

»  2.  Si  un  point  porté  sur  une  ligne  parcourt  uniformément 
deux  lignes,  le  rapport  sera  le  même  entre  les  temps  dans  lesquels 
il  parcourt  chaque  ligne  et  entre  les  deux  lignes.  » 

Il  est  clair  que  cette  seconde  définition  est,  en  réalité,  un  postu- 
lat, et  nous  apprenons  ainsi  qu'immédiatement  avant  Euclide,  il 
n'était  pas  de  règle  de  distinguer  avec  précision  les  définitions  et 
les  axiomes,  que  tout  était  où  au  moins  pouvait  être  rangé  sous 
une  même  rubrique.  Il  y  a  là  un  fait  considérable. 

Le  Livre  d'Aristarque  de  Samos,  Sur  les  grandeurs  et  dis- 
tances du  Soleil  et  de  la  Lune  (2),  débute  par  cinq  thèses  on 

(')  L'illustre  éditeur  de  Héron  et  de  Pappus  comblera  ainsi  une  lacune  bien 
fâcheuse  pour  l'histoire  dos  Mathématiques;  si  Autolycus  qui,  de  l'ait,  est  le  plus 
ancien  mathématicien  grec  dont  il  nous  reste  un  Ouvrage  entier,  a  été  uégligé  jus- 
qu'à présent,  c'est  d'ailleurs  parce  qu'on  avait  pris  ses  démonstrations  pour  des 
scolies  récents;  de  même  que  l'on  a,  pendant  quelque  temps,  attribué  à  Théou 
d'Alexandrie  les  démonstrations  d'Euclide. 

('-')  Aristarque  de  Samos  vivait  à  peu  près  à  la  mémo  époque  qu'Euclide,  mais 
devait  cire  un  peu  plus  jeune. 
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hypothèses  qui  sont  supposées  représenter  des  résultats  d'obs< 
vation.  [Mais  le  nom  que  portaient  .1  L'origine  ces  propositions  esl 
en  réalité  douteux;  elles  se  trouvent  dans  le  même  cas  que  les 
s<-|)L  propositions  analogues  <] n î  comme ncenl  les  Optiques  d'Eu- 
clide,  et  qui  sont  appelées  aussi  tantôt  thèses,  tantôt  définitions 
optiques  (otctixoi  #pw),  quoiqu'elles  n'aient  nullement  I»-  caractère 
de  définitions. 

Euclide  commence  ces  dernières  propositions  par  l<-  mol 
xEÎffOw  (qu'il  soit  supposé);  ce  mot  manque  devant  les  propositions 
analogues  d'Aristarque,  où  le  verbe  est  à  l'inGnitif. 

Il  est  parfaitement  possible,  au  reste,  qu'Euclide  n'ait  nulle- 
ment inscrit  tthri^axa  en  tétc  de  ses  postulats  géométriques;  mais, 
en  tout  cas,  il  les  a  nettement  distingués  des  définitions  pré< 
dentés  en  les  commençant  par  yj-rrçaÔM  (qu'il  soit  demandé  ).  On  ;• 
pu  remarquer  qu'il  n'y  a  aucune  forme  semblable  pour  Les  no- 
tions communes,  et  il  y  a  là  une  raison  qui  milite  contre  leur  au- 
thenticité. 

Arcliimède  commence  son  premier  Livre  :  Des  équilibres  des 
plans,  par  une  série  de  postulats  de  statique;  aï-ro-jusQa  (nous  de- 
mandons). 

Dans  le  préambule  de  la  Quadrature  de  la  parabole,  il  dé- 
signe sous  le  nom  de  leinine  cette  proposition  que,  «  si  deux  aires 
sont  inégales,  leur  différence  peut  toujours  être  multipliée  par  un 
nombre  tel  que  le  produit  dépasse  toute  aire  donnée  ».  Ce  lemme, 
qui  paraît  remonter  à  Eudoxe,  correspond  de  (ait  dans  Euclide  à 
une  définition  (VI,  4)- 

Le  Traité  De  la  sphère  et  du  cylindre  débute  par  si\  axiomes 
(à;iwu.ata)  qui  sont  de  véritables    définitions,    el    par  cinq  lenun 
(Aau.(6avou.sva),  qui  sont,  au  contraire,  de  véri tables  postulats. 

Les  autres  Traités  d'Arcliimède  ne  nous  apprennent  rien  de 
plus. 

IN. 

Les  derniers  rapprochements  que  je  viens  de  faire  ><>nt  évidem- 
ment favorables  à  riivpoibèse  qui  ferait  desatajuara  une  invention 
propre  à  Euclide.  Avant  lui,  ils  ne  semblent  pas  trop  en  usage; 
après  lui,  Arcliimède  les  imite  en  Statique,  tandis  qu'en  Géomé- 
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trie,  pour  respecter  les  Eléments,  s'il  introduit  de  nouveaux  pos- 
tulats, il  les  désigne  sous  un  nom  nouveau. 

Pour  l'authenticité  des  notions  communes,  elle  n'a,  au  con- 
traire, reçu  aucun  appui,  et  nous  pouvons  maintenant  mettre  en 
avant  contre  elles  de  nouvelles  raisons . 

Si  Euclide  avait  conçu  le  projet  de  distinguer  les  postulats  sui- 
vant qu'ils  sont  communs  aux  diverses  branches  des  Mathéma- 
tiques ou  qu'ils  sont  spéciaux  à  la  Géométrie,  il  n'aurait  certaine- 
ment pas  placé  la  première  classe  au  second  rang-,  et,  d'autre  part, 
il  ne  l'aurait  pas  désignée  sous  le  nom  de  notions  communes. 

J'appelle  spécialement  l'attention  sur  ce  nom;  il  est  clair  que  si 
la  seconde  série  de  postulats  est  d'Euclide,  le  terme  de  xoival swotai 
est  évidemment  aussi  de  lui.  Car  une  distinction  était  nécessaire, 
et  s'il  avait  adopté  un  autre  terme,  comme  celui  d'axiome  (hvpo- 
thèse  en  désaccord  au  reste  avec  l'usage  d'Archimède),  on  ne 
peut  concevoir  pourquoi  ce  terme  d'axiome  aurait  été  remplacé 
ensuite  par  un  autre  beaucoup  moins  convenable. 

Le  mot  ewoia,  de  fait,  n'a  jamais  signifié  proposition,  mais  bien 
perception  et  notion.  La  désignation  est  donc  impropre,  et  il 
aurait  fallu  dire,  par  exemple  :  ta  Xau^avoVeva  xarà  xàç  xotvàç ivvoîaç 
(ce  qui  est  admis  selon  les  notions  communes). 

Ce  terme  d'Ivvota,  d'autre  part,  n'est  nullement  de  la  langue 
philosophique  de  l'époque;  on  le  chercherait  vainement  avec  une 
signification  technique  dans  l'œuvre  de  Platon  ou  dans  celle 
d'Aristote;  il  appartient  aux  stoïciens  (')  dont  l'école  commen- 
çait seulement  au  temps  d'Euclide  et  dont  il  ne  pouvait  subir 
l'influence  à  Alexandrie. 

Peut-être  par  une  heureuse  fortune,  ce  mot  se  trouve  dans  !<••> 
fragments  d'Apollonius  que  j'ai  essayé  de  reconstituer  d'après 
Proclus  et  le  pseudo-Héron. 

Proclus  (p.  100,  1.  ())  :  «  Disons  avec  Apollonius  que  nous 
avons  la  notion  de  ligne  (ypexfji^ç  Ivvoiav)  ». 

Cette  coïncidence  vient  à  l'appui  de  la  conjecture  émise  plus 
haut,  que  la  rédaction  desnotio/ts  communes  dale  du  temps  d'Apol- 
lonius, et  qu'elle  aurait  été  provoquée  par  son  travail  sur  les  Elé- 
ments. Elle  serait  ainsi  d'environ  un  siècle  postérieure  à  Euclide. 


(')  Voir  l'Index  du  Doxographi  Grœci  de  Diels;  Berlin,  1879, 
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Il  reste,  dans  cette  conclusion,  un  certain  nombre  d'éléments 
h\  pothétiques  ;  je  crois  cependant  avoir  suffisamment  montré  l'im- 
possibilité d'attribuer  le>  notions  commune*  ■>  Euclîde  poui  ne 
pas  avoir  besoin  <l<-  revenir  sur  ce  sujet. 

Quant  à  la  question  des  postulats,  elle  reste  obscure,  el  je  ne 
prétends  pas  La  trancher  de  même;  mais  j'incline  .1  revenir  •■  la 
première  opinion  que  j'ai  exposée. 

S'il  est  prouvé  que  le  texte  antérieur  aux  proposition!  n'a  pas 
été  respecté,  il  reste  possible  que  les  deux  derniers  postulats  aienl 
été  ajoutés  aux  trois  premiers  en  même  temps  que  Ton  rédigeait  les 
notions  communes.  Il  me  semble  plus  glorieux  pour  Euclide  de 
n'avoir  formulé  que  les  trois  postulats  de  construction. 

Cependant  il  est  clair  que  les  postulats  d'Archimède  n'ont  nul- 
lement ce  caractère  constructif,  et  le  l'ail  mérite  d'être  pii>  en 
considération. 

On  sera  peut-être  curieux  d'avoir  quelques  détails  sur  la  signi- 
fication des  termes  d'attr^a  et  d'àSjiwfjta  dans  la  langue  philoso- 
phique au  temps  d'Euclide,  telle  qu'elle  nous  apparaît  dans  \:i>- 
tote  (Analytica post.  1,  10). 

«  Tout  ce  qui  est  démontrable  et  que  l'on  prend  comme  admis 
sans  le  démontrer  est  une  hypothèse,  si  elle  est  conforme  à  l'opi- 
nion de  celui  qui  reçoit  l'enseignement...;  si  celui-ci  n'a  pas  «l'opi- 
nion ou  s'il  a  une  opinion  contraire,  c'est  un  postulat.  C'est  en 
cela  que  diffèrent  l'hypothèse  et  le  postulat.  Le  postulai  est  < ■<■ 
qui  choque  l'opinion  de  celui  qui  reçoit  l'enseignement,  ou  ce  que 
l'on  prend  sans  le  démontrer  et  dont  on  se  sert  sans  l'avoir 
prouvé.  » 

Ce  passage  montre  qu'Euclidc  a  certainement  détourné  quelque 
peu  le  sens  du  mot  arV/jua,  mais  aussi  qu'il  était  employé  avant  lui, 
quoique  probablement  seulement  en  dehors  dc>  Mathématiques. 

Pour  le  mot  axiome,  Aristote  l'emploie  à  peu  près  dans  le  même 
sens  que  nous,  et  il  nous  apprend  qu'il  était  en  usage  chez  les 
mathématiciens,  mais  particulièrement  pour  désigner  les  notions 
communes  (TàxoivàXeYoasvaàçKoaaTa).  Il  <'iie  même  comme  exemple 
que,   si   on  retranche    des  choses  égales    de    chosi  des,   les 

restes  sont  égaux. Il  distingue,  au  reste,  dans  toute  science  apo- 
dictique,  trois  éléments  de  la  démonstration  :  1"  ce  qui  esl  posé 
comme  étant,  et  pris  comme  étant  de  telle  manière;   en  Géomé- 
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Irie,  les  points  el  les  lignes;  2°  les  axiomes  dits  communs,  qui 
sont  les  points  de  départ  des  démonstrations;  3°  les  affections 
(toc  7ra0y))  des  éléments  posés  en  premier  lieu,  affections  dont  la 
signification  est  prise  suivant  des  définitions;  ainsi  le  géomètre 
pose  ce  que  signifie  une  grandeur  irrationnelle,  une  ligne  brisée 
sur  une  autre  ligne  ou  dirigée  vers  un  point,  et  il  démontre  l'exis- 
tence de  ces  affections  en  se  servant  des  axiomes  communs  et  de 
ce  qui  a  déjà  été  démontré. 

«  Mais  »,  ajoute-t-il,  «  rien  n'empêche  que  certaines  sciences 
passent  sous  silence  certains  de  ces  éléments  quand  ils  sont  évi- 
dents... Ainsi,  on  ne  prend  même  pas  les  axiomes  communs,  ce 
qui  signifie  retrancher  les  choses  égales  de  choses  égales,  parce 
que  c'est  connu  immédiatement.  » 

En  résumé,  Aristote  ne  semble  pas  connaître  les  postulais 
propres  à  la  Géométrie,  ce  qui  est  une  bonne  raison  pour  en  attri- 
buer l'invention  à  Euclide.  Les  notions  communes  sont,  au  con- 
traire, bien  reconnues  sous  le  nom  d'axiomes  communs  ou  sim- 
plement, comme  il  dit  encore,  ta  xotvà  (les  communs).  Mais  il 
paraît  aussi  résulter  de  son  texte  que  les  géomètres  n'avaient 
nullement  l'habitude  de  les  réunir  en  tête  des  Eléments,  ce  qui 
concorde  parfaitement  avec  nos  conclusions. 

Il  est  à  remarquer  que  les  stoïciens  changèrent  complètement 
le  sens  du  mot  àçitojxa,  et  appelèrent  de  ce  nom  une  proposition 
quelconque,  vraie  ou  fausse;  c'est  là  qu'il  faut  chercher  la 
raison  de  l'adoption  d'une  autre  désignation  dans  nos  textes 
d'Euclide. 

En  terminant  cette  Note,  comme  j'ai  été  conduit  à  l'écrire  à  la 
suite  de  l'étude  du  premier  Volume  de  l'édition  d'Euclide  par 
Heiberg,  qu'il  me  soit  permis  de  louer  sans  réserve  le  nouveau 
travail  de  l'illustre  éditeur  d'Archimède  et  de  le  recommander  aux 
géomètres  curieux  de  l'histoire  de  leur  science.  Je  n'ai  qu'une 
bien  faible  critique  à  formuler,  et,  sans  doute,  elle  serait  mieux 
à  sa  place  dans  un  autre  recueil  que  celui-ci. 

Dans  l'énoncé  d'un  7rpo<joioptat/.ô<;,  c'est-à-dire  des  conditions  aux- 
quelles sont  soumises  les  données  d'un  problème  pour  qu'il  soit 
possible,  énoncé  qui  commence  régulièrement  en  grec  par  Bel  Sri 
(il  faut  à  savoir  que),  M.  Heiberg  a  substitué,  contre  l'autorité 
des  manuscrits,  la  particule  Bê  (d'autre  part)  à  ô^;  je  pense  que 


I  -  ' 
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les  textes  de  Proclus  el  d'Eutocius  qu'il  a  suivis  ne  -<>ni  nullement 
concluants;  les  énoncés  semblables  son!  aussi  fréquents  dans  Dio- 
phante  qu'ils  sont  rares  chez  Euclide,  el   la   formule 
constante. 


SUR  LE  CARACTÈRE  DU  NOMBRE  2  COMME  RÉSIDU  OU  NON-RÉSIDU 

QUADRATIQUE; 

l\vit  M.  STIELTJES. 

Soit/?  un  nombre  premier  impair  et  considérons  la  suite  des 

p  —  i  nombres 

(A)  i,  2,  3,  ...,/>  —  i. 

Nous  dirons  que  deux  nombres  consécutifs  /. ,  L ■ -f-  i  présentenl 
une  variation  lorsque  l'un  d'eux  est  résidu,  l'autre  non-résidu  qua- 
dratique de  p. 

Gela  posé,  on  voit  facilement  que  le  nombre  total  des  variations 

dans  la  suite  (A)  est  égal  à  — En  effet,  deux  nombres  /,-,  /,  —  i , 

présentent  une  variation  ou  non,  selon  que  le  nombre  r*  défini  par 

k-\- 1  ==  kru    (m 0(1./?) 

est  non-résidu  ou  résidu.  Mais  il  est  évident  que  les  nombres 

r\i  ^2)    '*3>    •  •  •  I    fp—t 

sont  tous  différents  et  qu'aucun  d'eux  n'est  égal  à  l'unité,  en  sorte 
que  ces  nombres  sont 

2,  3,  4,  ...,/>  — i, 

en  faisant  abstraction  de  l'ordre.  Le  nombre  des  non-résidus  parmi 
eux,   c'est-à-dire  le  nombre  des  variations  dans   la   suite  (À),  esl 


donc  bien  éffal  à 


p  —  \ 


Supposons  maintenant/»  =  i  (mod.  4).  Le  nombre  des  \  ariations 

dans  la  suite  (A)  étant  pair,  et  le  premier  nombre  i  de  celle  suite 
étant  résidu,  il  s'ensuit  que  le  dernier  p  —  i  ou  —  i  est  aussi  résidu. 
Deux  nombres   k  et  p  —  k  sont  donc  en  même  temps   résidus  ou 
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non-résidus:  d'où  il  suit  que  le  nombre  des  variations  dans  la  suite 


(B) 


i,  2,  3, 


p  —  i 


>      i    «  P  —  T 
est  égal  a  — r — 


n. 


Si  /i  est  pair,  c'est-à-dire  p  =  i  (mod.  8),  le  dernier  nombre 
P  ~     sera  donc  nécessairement  résidu,  et  partant  2  est  résidu. 

2 

Si  «est  impair,  c'est-à-dire/)  =  5  (mod.  8), et  2  seront  non- 
résidus. 

Soit  en  second  lieu  p  =  3  (mod.  4).  Le  nombre  des  variations 
dans  la  suite  (A)  étant  impair,  p  —  1  ou  —  1  sera  non-résidu  et  le 

nombre  des  variations  dans  la  suite  (B)  sera  égal  à  - — - —  =  //. 

Si  ;i est  pair,  c'est-à-dire/?  =  3  (mod.  8),  — —  sera  résidu,  partant 
2  sera  non-résidu. 

Si  n  est  impair,  c'est-à-dire/?  =  7 (mod.  8),  - sera  non-résidu 

et  2  résidu  quadratique  de  p. 
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NOETHER  (M.)-  —   Zm  Grundlegung  dbb  ilgbbraisciiri  I  u.wv    1       ! 

in-i".  120  p.  ;  Merlin.  f883 

L'Académie  des  Sciences  de  Berlin  avait  proposé  pour  le  con- 
cours du  prix  Steiner  le  sujet  suivant  :  «  Résoudre  quelque  ques- 
tion importante  se  rapportant  à  la  théorie  des  courbes  algébriques 

dans  l'espace  ».  Deux  Mémoires  ont  été  couronnés  :  l'un  d'eux 
est  celui  que  nous  analysons;  L'autre,  dû  à  M.  Halphen,  ;i  paru 
dans  le  Journal  de  V Ecole  Polytechnique  et  a  déjà  été  anali  je 

dans  le  Bulletin. 

Le  Mémoire  de  M.  Noether,  comme  celui  de  M.  Halphen,  a  un 
caractère  nettement  algébrique.  Au  surplus,  c'est  assurémenl 
dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  qu'il  faut,  comme  le  dit 
l'auteur,  chercher  une  base  solide  à  la  théorie  des  courbes  aleré- 
briques;  les  résultats  obtenus  pour  les  courbes  planes,  résultat-  à 
l'accroissement  desquels  M.  Noether  a  largement  concouru, 
montraient  dans  quelle  voie  il  convenait  de  s'engager. 

La  bibliographie  des   travaux  relatifs  à  la  théorie  des  courbes 
gauches  algébriques  n'est  pas  très  considérable;  il  convient  de 
produire  ici  la  liste  des  travaux  cités  et  utilisés  par  M.  Noether. 

Cayley.  —  Considérations  générales  sur  les  courbes  en  espace. 
{Comptes  rendus   de    VAcad.   des    Se.,    t.    LIY-LYIII;    186a, 

1864.) 

Halphen.    —   Mémoire   sur   les   courbes    gauches  algébriques. 
(Comptes  rendus,  t.  LXX;  1870.) —  Recherches  de  Géométrie 
à   n  dimensions.   (Bull,    de  la  Soc.  j\fatli.  de   France^    t.    II. 
—   Sur   quelques  propriétés    des    courbes   gauches    algébriques. 
(lbid.) 

Brlll  und  Noether.  —  Ueberdie  algebraischen  Functionen  und 
ihre  Anwendung  in   der  Géométrie.    (Mat hem.      /////.,    t.    VII; 

1873.) 

Ed.   \\  eyr.   —  Ueber  algebraische  Raumcurven.  {Inaugural- 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■>"  série,  t.  VIII.  (Juin   1884.)  1  1 
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Dissert.  Gôttingen  ;   1873.)  —  Notes  diverses  insérées  dans  les 
Comptes  rendus,  t.  LXXVI.) 

Noether.  —  Zur  Théorie  des  eindeutigen  Entsprechens  algebrai- 
scher  Gebilde.  2.  Aufsatz.  (Math.  Ann.,  t.  VIII;  1878.) 

Sturm.  —  Zur  Théorie  der  Flachen  dritter  Ordnung.  {Journal 
de  Borchardt,  t.  LXXXVIII;  1879.)  —  On  some  new  theorems 
on  curves  of  double  curvalure.  (Report  of  the  British  Assoc.; 
1881.) 

Vaientiner.  —  Bidrag  til  Raumcurvernes  Théorie.  (Inaugural 
Dissert.  Ropenhagen;  1881.) 

Le  Mémoire  de  M.  Noether  comprend  trois  parties. 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  commence  par  rappeler  cer- 
taines définitions  et  propositions  qui  concernent  les  courbes  algé- 
briques planes  :  une  courbe  adjointe  à  une  courbe  plane  fpn  d'or- 
dre m,  de  genre/?,  est  une  courbe  qui  admet  chaque  point  jup  e 
âefpn  pour  point  (i  —  ^"p16;  deux  groupes  GQ,  GR  de  Q  et  de  R 
points  qui  (en  dehors  des  points  multiples  de  f,p)  constituent  la 
totalité  des  points  d'intersection  defpn  et  d'une  de  ses  adjointes  sont 
dits  réciproquement  résiduels  ;  l'un  de  ces  groupes  est  le  reste 
de  l'autre;  deux  groupes  GR,  GR,,  résiduels  à  un  groupe  Gq,  sont 
dits  corésiduels ;  le  théorème  des  restes  consiste  en  ce  que,  si 
GR  et  Gft.  sont  restes  de  Gq,  et  si  GR  est  reste  de  Gq.,  Gr  est  aussi 
reste  de  Gq-;  la  considération  des  faisceaux  spéciaux  ou  fais- 
ceaux de  groupes  spéciaux,  c'est-à-dire  des  faisceaux  linéaires 
de  groupes  de  points  déterminés  sur  fpm  par  des  courbes  cpm_3, 
adjointes  à  fpn  et  d'ordre  m  —  3  donne  lieu  à  diverses  proposi- 
tions particulièrements  importantes.  Ces  définitions  et  proposi- 
tions sont  ensuite  étendues  aux  surfaces  et  courbes  algébriques; 
soit,  en  général,  F„  une  surface  algébrique  d'ordre  jjl,  sans  point 
multiple;  si  deux  courbes  R,  R,  situées  sur  F^  constituent  l'in- 
tersection complète  de  cette  surface  par  une  autre  surface  Fv,  elles 
sont  dites  réciproquement  résiduelles;  chacune  est  le  reste  de 
l'autre;  si  deux  courbes  sont  restes  d'une  troisième,  elles  sont 
corésiduelles  ;  il  y  a  un  théorème  des  restes  pour  les  surfaces  :  si 
les  deux  courbes  R,  R,,  situées  sur  F^  sont  restes  de  R'  et  si  R 
est  reste  de  R'p  R,  est  aussi  reste  de  R',  ;  il  y  a  aussi  un  théorème 
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des  restes  pour  les  courbes  dans  l'espace  j  la  notion  de  faisceaux 
spéciaux  s'étend  ;m>>i  aux  courbes  dans  l'espac 

Kntre  les  nombres  /;,  ni  (genn-  el  ordre  .  p  .  mf  relatifs  à  dent 
courbes  R*,  R£,  qui  sont  réciproquement  résiduelles  dans  l'intér- 
section  de  deux  surfaces  F^,  Fv,  les  ordres  >.  >  I  ces  larftccs, 
les  nombres  de  points  doubles  apparents  dei  dèUx  COUrbtS,  le 
nombre  de  leurs  points  communs,  existent  diverses  relations. 

M.  Noether  développe  deux,  procédés  pour  la  génération  d'une 
courbe  algébrique  Wm\  dans  le  premier,  une  telle  courbe  esl  don- 
née par  l'intersection  d'un  cône 

fm(xx  x,y  xt)  =  o, 

dont  le  sommet  est  au  point  0(xt  =  o,  x2  =  o,  x%  =  o)  el  d'un 
monoïde,    c'est-à-dire  d'une    surface   dont   l'équation    est   de    la 

forme 

'}«_i  et  tyn  étant  des  fonctions  entières  de  degrés  n  —  1 ,  //  :  une 
telle  surface  présente  évidemment  un  point  multiple  d'ordre  // 
en  O.  Ce  mode  de  génération,  qui  a  été  considéré  d'abord  par 
M.  Cayley,  a  servi  de  point  de  départ  aux  recherches  de  M.  Hal- 
phen. 

L'autre  procédé  repose  sur  une  transformation  univoque;  un 
part  d'une  courbe  plane  irréductible  d'espèce  y?.  Si  l'on  connaît  u\\ 
faisceau  linéaire  triplement  infini  de  groupes  de  ni  points  déter- 
minés sur  f  par  l'intersection  de  courbes  adjointes, 

fle,  ij>i  -h  a2  tyt  +  a3  <|/3  -+■  av  ty*  —  o 

et  si  l'on  suppose  que  le  faisceau  ne  soit  pas  spécial,  la  transfor- 
mation 

Xi  :  x.2  :  à?3  :  .r-,  —  ty  :  'l«  :  '1.x  :  •!>•, 

définira  une  courbe  algébrique  RJ,, 

L'étude  des  projections  sur  un  plan  d'une  courbe  algébrique  i\''lt 
conduit  ensuite  l'auteur  à  diverses  propositions,  parmi  Lesquelles 
nous  signalerons  la  suivante  qui  a  élé  aussi  rencontrée  par  M.  \  a- 
lentiner  :  «  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
courbe  irréductible  plane  fpm  soit  la  projection  (rime  courbe 
Rjt,  projection  faite  d'un  point  quelconque  de  L'espace,  Consiste 
en  ce  que,  si  l'on  a  p>  m —  •.->,  les  //    points   doubles  de  / *  ne  re- 
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présentent  pour  les  courbes  adjointes  à  fptn  du  [m  —  4)i?m?  ordre 
que  Ji  —  i  conditions  ;  si  l'on  a  p  <^  m  —  2,  il  n'y  a  pas  de  con- 
dition. 

Les  courbes  R^  données  par  l'intersection  de  deux  surfaces 
Fa,  Fv(m-  =  v)  et  qui  admettent  comme  resté  une  courbe  plane 
sont  ensuite  l'objet  d'une  étude  spéciale  bien  légitimée  par  la 
propriété  suivante  de  ces  courbes  F„;  elles  admettent  le  plus  grand 
genre  possible  iz. 

C'est  au  début  de  la  seconde  section,  consacrée  à  l'étude  des 
courbes  considérées  comme  intersections  de  surfaces  algébriques 
générales,  que  M.  Noetlier  démontre  cette  propriété,  en  partant 
d'une  proposition  analogue  relative  aux  courbes.  La  multiplicité 
maximum  d'un  faisceau  linéaire  déterminant  sur  une  courbe 
plane /a,  d'ordre  [jl,  sans  points  doubles,  un  groupe  de  Q  points, 
est  égale  à  celle  d'un  pareil  faisceau  de  Q  points  qui  admettent 
comme  reste  un  groupe  de  points  en  ligne  droite.  L'auteur  établit 
ensuite  les  conditions  pour  qu'une  surface  F^,  d'ordre  jji,  passe 
par  une  courbe  RJ^,  de  genre/?,  d'ordre  m  ;  en  désignant  par 

Nlt=|(fi.-M)({H-a)(tx-H3)-i 

la  multiplicité  des  surfaces  F^  et  par  X  le  plus  grand  entier  positif 
qui  satisfasse  aux  deux  inégalités 

[i.m<2(N14— X),    p>lxm—  (N^—  X), 

il  existera  un  faisceau  linéaire  X  fois  infini  de  surfaces  F»  qui  pas- 
seront par  la  courbe  R^.  On  peut  encore  se  demander,  lorsque 
l'on  connaît  déjà  une  surface  irréductible  F^  qui  passe  par  la 
courbe  irréductible  R^,  s'il  existe  d'autres  surfaces  Fv,  d'ordre  v 
égal  ou  supérieur  à  ijl  —  3,  qui  ne  contiennent  pas  F^  en  facteur  et 
qui  passent  par  la  courbe  R^  ;  le  théorème  suivant  donne  une  ré- 
ponse à  cette  question  :  «  Si  l'on  désigne  par  A  le  plus  grand  en- 
tier positif  qui  satisfasse  aux  inégalités 

v  m  <  2  (  Wv,{i  —  A  ),    p  >  v  m  —  WVfli  -+-  X , 

il  existe  un  faisceau  linéaire  X  fois  infini  de  surfaces  Fv  (ne  conte- 
iiiinl  pas  F.j,  en  facteur)  qui  passent  par  la  courbe  irréductible  RJJ,  ; 
dans  ces  inégalités,  Wvfa=  Nv  —  Nv_„  —  i  désigne  la  multiplicité 
des  courbes  du  jjiv"'mc  ordre  que  l'ensemble  des  surfaces  du  vi,me 
ordre  déterminent  sur  la  surface  F».  » 
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Ce  théorème,  toutefois,  en   fournissant   des   conditions    luffi- 
santes,   ne    donne  pas    une    solution    complète    de    la    question. 
M.  Noether  donne  deux  méthodes  pour  reconnaître  dans  les  i 
exceptionnels  s'il  passe  ou  non  pajr  la  courbe  R£  une  surface  I 
l'une  de  ces  méthodes,  dite  méthode  <l<-^  restes,  «  onsisle  à  substi- 
tuer  à  la  courbe  R*  une  courbe  corésiduelle  à  laquelle  s'applique 
la  méthode  générale.  L'autre  méthode,  dite  des  sections  plan 
repose  sur  la  considération  des  groupes  de  points  déterminés  snr 
une  section  plane  irréductible  f^  de  F«  par  les  surfaces  qui  passent 

par  k;;, 

M.  Halphen  avait  donné,  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut,  un 
théorème  qui  permet  d'obtenir  toutes  les  courbes  irréducti- 
bles RJJ,  situées  sur  une  surface  irréductible  F»;  M.  Noether  éta- 
blit ce  théorème  en  le  modifiant  toutefois  sur  quelques  poinl  s. 

Le  reste  de  la  seconde  section  est  consacré  à  la  démonstration 
de  diverses  égalités  ou  inégalités  cuire  les  constantes  numériques 
qui  caractérisent  les  courbes  algébriques  gauches. 

Enfin,  la  troisième  section  comprend  les  applications  des  déc- 
ries générales  qui  précèdent  :  l'auteur  v  énumère  toutes  les  courbes 
algébriques  qui  peuvent  être  tracées  sur  les  surfaces  des  degrés 
2,  3,  4j  5,  toutes  les  espèces  de  courbes  algébriques  dont  l'ordre 
est  au  plus  égal  à  6,  les  diverses  espèces  de  courbes  irréductibles 
du  yG,  du  8e  et  du  9e  ordre;  il  donne  une  classification  géné- 
rale des  courbes  dont  Tordre  est  compris  entre  10  et  1-. 
Enfin,  dans  les  deux,  derniers  paragraphes,  il  montre  sur  des 
cas  particuliers  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  méthode  des  sec- 
tions planes,  et  comment  les  méthodes  qu'il  a  développées  pour  des 
surfaces  algébriques  générales  peuvent  être  appliquées  dans  la  géo- 
métrie des  surfaces  spéciales  ;  il  traite,  par  exemple,  des  surfaces 
du  6e  ordre,  admettant  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
de  genre  1 ,  comme  courbe  double  et  une  droite  double  ne  coupanl 
point  cette  courbe  :  ces  surfaces  peuvent  être  représentées  d  une 
façon  univoque  sur  un  cône  du  quatrième  degré  ave»  deux  géné- 
ratrices doubles  ou  sur  un  cône  du  troisième  degré.  Cette  représen- 
tation univoque  est  réversible.  J.    I. 
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BRUNEL.  —  Étude  sur  les  relations  algébriques  entre  les  fonctions 
hyperelliptiques  de  genre  3.  —  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris  et  soutenue  le  4  juillet  i883.  62  p.  in-40.  Paris,  i883. 

Gopel   et  Rosenhain  ont  étudié  les    relations  algébriques  qui 
existent  entre  les  fonctions  hyperelliptiques  de  genre  1.  M.  Brunel 
s'est  proposé,  dans  ce  Mémoire,   d'étendre  au  cas  du  genre  3  les 
propositions  qui    avaient  ainsi   été    trouvées    dans  un    cas    plus  . 
simple. 

Les  64  fonctions  %  sont  proportionnelles  à  64  fonctions  P  défi- 
nies comme  il  suit  : 

P0       =  1  1  fonction    P0 

P*       =  / (  ak  —  *i  )  { <*k  —  x-i  ) (  cik  —  xz  )  7  fonctions  PA 

PA. ,    =  P^P,  V /R(g|) ,.^t  fonctions  PA7 

3  , 

]>,.  ,,,,  =  P/P/Pm    7  — — ; k  ^  l  ^  m     35  fonctions  P/,./,„, 

en  posant 

R(a?)  =  JX  («*—  *) 

khnnpqr 

<s>(x)  =  (x —  Xi)(x  — x2)(x  —  Xz). 

Toute  relation  algébrique  entre  les  fonctions  Ppeut,  par  l'intro- 
duction de  P,,,  être  immédiatement  rendue  homogène  et  donner, 
par  suite,  une  relation  entre  les  fonctions  0. 

On  peut,  avec  les  fonctions  P,  former  64  groupes  de  fonctions 
tels,  qu'entre  les  carrés  de  5  fonctions  appartenant  à  un  même 
groupe  existe  une  relation  linéaire.  Ces  groupes  appartiennent  à 
quatre  types  qui,  en  n'écrivant  que  les  indices  des  fonctions  P, 
ont  les  caractéristiques  suivantes  : 

(I)  o,  k,  /,  m,  rt,  />,  q.         r. 

(II)  o,  k,  kl%  km,  kn,  kp,  kq,  kr, 
(fïl)  *,  /.  kl,  kl  m,  k/n,  k/p,  klq,  kir, 
(IV  1  k/m,  npq,  pqi',  qrn,  mp,  Im,  mk,  kl: 
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on  peut  désigner  ces  groupes  sous  les  noms  de  croupe  o,  g  roupe  k  . 
groupe  kU  groupe  kltn.  i  ne  permutation  quelconque  effectuée 

sur  les  lettre  /,-,  /,  ///,  //,  />,  y,  /  transforme,  en  général,  on 
groupe  d'un  type  en  un  autre  groupe  du  même  type.  Par  ces. per- 
mutations, on  obtient,  pour  les  différents  types  respectivement, 
i,  7,  21  et  35  groupes. 

Les  limites  de  cette  analyse  ne  nous  permettenl  pas  de  donner 
la  forme  des  différentes  relations  correspondant  aux  différents 
groupes. 

En  cequi  concerne  encore  les  relations  lin»  aires  entl  C  les  1  ai  1  es, 
M.  Brunel  montre  comment  on  peut  directement  et  sans  L'emploi 
des  formules   signalées   précédemment  trouver  des    relations   I» 
néaires  où  apparaissent  les  carrés  de  fonctions  données. 

Passant  maintenant  aux  relations  linéaires  entre  le»  produits  de 
deux  fonctions  P,  on  reconnaît  l'existence  de  neuf  types  difféi  ents. 
Désignant  simplement  par  ces  indices  une  fonction  P  el  séparant 
par  un  point  les  indices  des  facteurs  des  produits,  on  peul  former 
le  tableau  suivant  : 

k.lm,  I.nik.            m, kl,  o.klm. 

kl.mn,  kni.nl.         kn.lm,  o.pqr, 

k.lmn,  l.mnkj           in.nkl.  n.klm. 

kl.kmn,  knt.knl,       kn.klm,  k.pqr, 

klm.knp,  kln.kpm,     klp.kmn,  k.qr. 

l.kl,           m.  km,)  n.kn,          pkp,  q.kq.      r.kr. 

kq.kr\           Iq.lr,  mq.mr,         nq  .nr.  /"/•/"'<      '/•'• 

k.kqr,            l.lqr.  m.mqr,         /i./u/r.  /'•/"/''•     "  •'/''. 

kln.kmn,     k/p.kmp,     khf.kniq,     klr.kmr,  k/.krn,     l.m. 

Trois  des  produits  appartenant  à  une  ligne  horizontale,  dans 
le  cas  des  cinq  premiers  types,  quatre  de  ces  prodails,  s'il  >  agit 
des  quatre  derniers  types,  sont  linéairement  reliés  entre  eux. 

Choisissant,  a  priori,  tas  fonctions  de  bases 

P/ctm  P/.7/>>   *klq\      *A»tm  /.////m    '  kmq\       '  n   '  /</"/• 

les  carrés  des  cinquante-six  autres  s'expriment  linéairement  .111 
moyen  des  carrés  de  ces  8  fonctions.  De  plus,  PJ  et  PJ  >Y\- 
priment  rationnellement  en  fonction  des  six  autres.  Knlin.  entre 
ces  six  dernières  existent  deux  relation-  homogènes   du  quatrième 


l84  PREMIÈRE  PARTIE. 

degré  en  tout  point  analogues  aux  relations  de  Gôpel.  La  dépen- 
dance algébrique  des  64  fonctions  hyperelleptiques  et,  par  suite 
des  64  fonctions  0,  se  trouve  donc  établie  d'une  façon  précise  et 
complète. 


L.  RAFFV.  —  Recherches  algébriques  sur  les  intégrales  abéliennes.  — 

Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  et  soutenue  le  20  avril 
i883.  86  pages  in-4°.  Paris,  i883. 

Quand  on  étudie  certaines  questions  relatives  aux  intégrales 
abéliennes,  on  est  parfois  arrêté  par  l'impossibilité  de  résoudre 
les  équations  algébriques.  Traiter  quelques-unes  de  ces  questions 
dans  toute  leur  généralité  et  sans  avoir  à  résoudre  aucune  équation 
irréductible,  tel  est  l'objet  du  travail  que  nous  analysons.  Les 
méthodes  qui  y  sont  exposées  ne  comportent  jamais  d'autres  opé- 
rations algébriques  que  des  divisions  et  des  éliminations,  et  cha- 
cune d'elles  est  appliquée  à  des  exemples  numériques. 

Toute  intégrale  abélienne  peut  être  mise  sous  la  forme 


rdu 
Z~J   U" 


en  supposant  les  variables  u  et  U  liées  par  une  équation  algébrique 
F(m,  U)=o.  L'auteur  rattache  à  cette  équation  deux  séries  de 
paramètres  :  les  paramètres  c  représentent  les  valeurs  qu'on  déduit 

de  l'équation  F(*/,U)  =  o  pour  le  rapport  yr  quand  l'un  des  termes 

de  ce  rapport  ou  tous  les  deux  deviennent  infinis;  les  paramètres 
c'0  représentent  les  valeurs  qu'on  déduit  de  cette  équation  pour  la 

dérivée  -jp  quand  U  est  nul.  De  la  définition  de  ces  quantités  ré- 
sultent trois  théorèmes  qui  correspondent  aux  trois  formes  diffé- 
rentes que  peut  présenter  l'équation  F(w,  U)=o,  et  qui  per- 
mettent de  caractériser  une  intégrale  abélienne  quelconque  comme 
intégrale  de  première,  de  seconde  ou  de  troisième  espèce. 

Après  ces  préliminaires  vient  un  chapitre  intitulé  :  Sur  un  ras 
de  réduction  des  intégrales  abéliennes.  Quand  une  fonction  u  est 

liée  à  sa  dérivée  U=-r-  par  une  équation  algébrique  F(//,U)=  o, 
cette  fonction  admet  en  général  une  infinité  de  valeurs  en  chaque 
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point.  Dans  leurs  importanteà  recherches  sur  la  théorie  d< >s  fonc- 
tions, MM.  Briot  ci  Bouquet  se  sont  occupés  «lu  cas  où  la  fonction 
u  n'a  en  chaque  point  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  el  ils  ont 
prouvé  qu'alors  elle  est   racine  d'une  équation   algébrique  ayant 

pour  coefficients  des  fonctions  entières,  -<>it  de  la  variable  s,  -<>it 
de  l'exponentielle  ePs,  soit  de  la  fonction  doublement  périodique 
sn(o^).  M.  llaiïy  s'est  posé  ce  problème  :  Supposons  que  l'inté- 
grale u  d'une  équation  différentielle  algébrique  F<  //,  I  »  —  o  n'a 
en  chaque  point  qu'un  nombre  limité  de  valeurs,  reconnaître  -i 
elle  est  algébrique,  simplement  périodique,  ou  doublement  pério 
dique.  En  voici  la  solution  :  Si  l'intégrale  esl  doublement  pério- 
dique, les  paramètres  cett'()'  sont  tous  nuls.  Si  l'intégrale  c-\  ;■  Lu- 
brique, un  au  moins  des  paramètres  c  et  rj  est  infini,  el  aucun 
d'eux  n'est  fini  et  différent  de  zéro.  Si  l'intégrale  esl  simplemenl 
périodique,  les  paramètres  c  et  c0'  sont  tous  finis,  mais  non  pas 
tous  nuls,  et  ceux  qui  ne  sont  pas  nuls  forment  une  suite  de  nom- 
bres commensurables  entre  eux. 

On  trouve  ensuite,  pour  le  cas  où  l'intégrale  u  serait  algébrique, 
une  détermination  nouvelle  du  degré  de  l'équation  intégrale  par 
rapporta  u.  La  fin  du  chapitre  est  consacrée  au  cas  où  l'équation 
à  intégrer  représente  une  courbe  unicursale.  L'auteur  montre 
comment  on  obtient  alors  l'équation  intégrale,  et  résout  eu  passant 
ce  problème  :  Etant  donnée  une  fraction  rationnelle  dont  tous  les 
résidus  sont  commensurables  entre  eux,  trouver  son  intégrale  sans 
connaître  ses  infinis. 

Au  chapitre  suivant,  il  aborde  le  problème  de  la  détermination 
du  genre  des  courbes  algébriques.  La  question  est  traitée  d'une 
manière  purement  analytique  en  parlant  du  célèbre  théorème  de 
Riemann,  qui  s'exprime  par  l'égalité 

2  (/?-{-  m  —  i)=  2(r—  i)> 

lorsque  l'on  désigne  par p  le  genre,  par  /'le  nombre  desracines  qui 
forment  l'un  des  systèmes  circulaires  relatifs  à  un  point  critique  de 
la  fonction  y  définie  par  l'équation  de  la  courbe,  el  par///  le  degré 
de  cette  équation  par  rapport  à  r.  \insi,  la  détermination  du  genre 
revient  à  celle  du  nombre  2(/- — i).  La  méthode  de  M.  KalV\  per- 
met d'obtenir  ce  nombre  S(r  —  i),  et  par  suite  le  genre,  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  les  points  critiques  de  la  fonc- 
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lion  y  ni  les  valeurs  qu'elle  prend  eu  ces  points.  Celle  méthode, 
que  nous  ne  pouvons  exposer  ici,  est  absolument  générale  :  elle 
s'applique,  quelles  que  soient  les  singularités  de  la  courbe  propo- 
sée ;  et,  si  elle  paraît  exiger  parfois  des  calculs  très  longs,  elle 
permet  toujours  de  profiter  des  simplifications  qui  peuvent  se  pré- 
senter dans  les  exemples  qu'on  a  à  traiter. 

Il  faut  rapprocher  de  la  recherche  du  genre  la  discussion  des 
caractères  auxquels  on  reconnaît  qu'une  fonction  liée  à  sa  dérivée 
par  une  équation  algébrique  est  une  fonction  uniforme,  caractères 
qui  ont  été  découverts  par  MM.  Briot  et  Bouquet.  Les  procédés 
que  M.  Baffy  indique  pour  appliquer,  quelle  que  soit  l'équation 
différentielle  proposée,  les  conditions  assignées  par  MM.  Briot  et 
Bouquet,  rappellent  ceux  dont  il  a  fait  usage  pour  déterminer  le 
genre  des  équations  algébriques.  C'est  qu'en  effet  il  existe  entre 
les  deux  questions  un  lien  étroit,  qui  a  été  aperçu  par  M.  Hermite. 
Si  l'intégrale  u  d'une  équation  différentielle  algébrique  F(m,U)=  o 
est  uniforme,  cette  équation  est  du  genre  zéro  ou  du  genre  un. 
Cette  remarque  profonde  a  suggéré  à  l'auteur  une  nouvelle  so- 
lution du  prolèème,  qu'il  expose  en  terminant. 


VAZQUEZ  ILLA.  —  Propiedades  elementares  relativas  a  la  divisibilidad 
de  Los  numéros  enteros.   i  vol.  in-8°,  '2C-6  p.  Valladoli'd,  1 88 1 . 

Ce  Volume  contient,  exposées  avec  détail  et  clarté,  les  propo- 
sitions les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  nombres.  Après 
quelques  notions  sur  les  congruences,  l'auteur  expose  les  proprié- 
tés les  plus  simples  des  nombres  premiers,  le  formation  des  divi- 
seurs d'un  nombre,  la  composition  des  nombres  parfaits  ou  amis  ; 
il  fait  ensuite  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus 
petit  commun  multiple,  établit  les  propriétés  relatives  aux  résidus 
des  puissances  successives  d'un  nombre,  le  théorème  de  Fermât, 
introduit  les  notions  de  racine  primitive  et  d'indice,  montre  l'usage 
qu'on  peut  faire  d'une  Table  d'indices,  et  termine  en  donnant  les 
caractères  de  divisibilité,  en  supposant  quelconque  la  base  de  la 
numération.  De  nombreux  exercices,  souvent  accompagnés  d'in- 
dicatlons  sommaires  sur  la  solution,  suivent  chaque  paragraphe. 

J.  T. 
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F.  AMODEO.  —   Monoorapia  delle  cuavi  TAUTOCBONB.    i  \<>l.  in-N'.    -\  [». 

Aveliino,  1 8  8  3 . 

L'auteur  débute  en  rappelant  les  divers  travaux  dool  le  pi  oblème 

du  tautoehronisme  a  été  l'objet;  il  a  utilisé  pour  i  <i,i  le  travail 
historique  dû  à  M.  G.  Ohrtmann,  Dos  ProbUm  det  Tautoçhro- 
nen  (Berlin,  1 872  )r  qu'il  a  pu  compléter  sur  quelques  pointa;  nous 

résumons  rapidement  dans  ce  qui  suit  les  principaux  résultais  <l< 
cette  étude  historique. 

M.  Amodeo  divise  les  recherches  relatives  au   tautoehronisme 

en  trois  classes,  suivant  qu'on  ne  tient  compte  ni  de  l;i  résistance 
de  l'air,  ni  du  frottement  de  la  courbe;  ou  que  l'on  tient  compte 
de  la  première  de  ces  deux  causes  perturbatrices,  ou  des  deux. 
Courbes  tautochrones  dans  le  vide.  —  Huygens  (\t)~ 3)  dé- 
montre  géométriquement  la  propriété  de  la  eveloïde  [De  HorologW 
oscillatorio)  ;  Newton  (  1 7 1 4 )  part  de  ce  principe,  que  les  courbes, 
telles  que  la  composante  tangentielle  de  la  force  soit  proportion- 
nelle à  l'arc,  sont  tautochrones  ;  il  démontre  le  tautoehronisme  de 
l'épicycloïde  pour  une  force  centrale  proportionnelle  au  rayon 
vecteur;  il  pose  aussi  le  problème  inverse  :  «  Etant  donnée  une 
courbe,  pour  quelle  force  est-elle  tautochrone?  »  Il  le  résout  poul- 
ie cercle  (Philosophiœ  naturalis  principia  mathematica).  Fon- 
taine (1734)  démontre  analytiquement  les  résultats  de  Newton 
[Sur  les  courbes  tautochrones  [Histoire  de  V Académie  royale 
des  Sciences)].  Euler  (1729)  traite  le  problème  delisochronisme  : 
Quelle  courbe  faut-il  raccordera  une  courbe  de  descente  donnée 
pour  que  les  oscillations  complètes  d'un  point  pesant  soient  isor 
c\\rones?(Com7?ientarii^lcad.Petropolita/i(r.)  M.  Puiseui  isi  1 
reprend  avec  détail  le  problème  du  tautoehronisme  et  discute  les 
diverses  solutions  pour  les  forces  centrales,  proportionnelle^  à  nue 
puissance  donnée  du  rayon  vecteur  [Journal  de  Liouville).  Si- 
gnalons encore  quelques  recherches  particulières  dues  à  Poisson, 
au  P.  Jullien,  à  Duhamel,  à  M.  Schell,  à  M.  Townsend  et  cette 
remarque  due  à  M.  Padelletti,  que,  si  une  courbe  est  lauto- 
chrone  relativement  à  une  certaine  force,  le  tauloclnonisme 
subsiste  quand  il  y  a  une  vitesse  initiale  dont  le  rapport  à  1  MC 
initial  est  le  même  que  le  rapport  de  1.»  force  tangentielle  à  l'arc. 
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\Nota  sul prohlema  délie  tautocrone  {Giornale  cli  Scienze  di 
Palermo,  1879)]. 

Courbes  tautochrones  quand  on  a  égard  à  la  résistance  de 
Vair.  —  Newton  (loc.  cit.)  montre  que  la  propriété  de  la  cycloïde 
subsiste  dans  un  milieu  qui  oppose  une  résistance  proportionnelle 
à  la  vitesse.  Euler  (Commentarii),  Jean  Bernoulli  {Mémoires  de 
V Académie,  Histoire  de  l'Académie  royale),  Fontaine  (ibid.) 
étudient  le  cas  d'un  milieu  résistant  comme  le  carré  de  la  vitesse 
(1 729-1 7.30).  Laplace  [Mécanique  céleste,  t.  I)  traite  le  cas  d'une 
résistance  de  la  forme  v--]-  av,  v  étant  la  vitesse  du  mobile  (1792). 
M.  Pniseux  (i844i  l°c-  cit.)  reprend  le  problème  traité  par  Ber- 
noulli. M.  Meissel  (1804)  traite  le  problème  de  l'isocbronisme 
dans  un  milieu  résistant  [Zur  Théorie  der  Tautochronen  {Jour- 
nal de  C relie)].  M.  Lespiault  (1860)  montre  que  toute  courbe 
tautochrone  dans  le  vide  est  encore  tautochrone  quand  la  résis- 
tance du  milieu  est  proportionnelle  à  la  vitesse  [Théorie  géomé- 
trique des  tautochrones  (Mém.  de  la  Société  des  Sciences  de 
Bordeaux)]. 

Courbes  tautochrones  quand  on  a  égard  au  frottement.  — 
Necker  (1763)  traite  du  tautochronisme  quand  on  a  égard  au 
frottement  et  à  une  résistance  proportionnelle  au  carré  de  la  vi- 
tesse (Mém.  de  Math,  et  de  Phvs.  présentés  à  VAcad.  par 
divers  savants  étrangers,  t.  IV). 

Le  P.  Jullien  établit  le  tautochronisme  delà  cycloïde,  en  tenant 
compte  du  frottement  et  d'une  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse  [Problèmes  de  Mécanique). 

M.  Haton  de  la  Goupillière  (1868)  prouve  que  l'épicycloïde  est 
tautochrone,  dans  des  conditions  analogues,  pour  une  force  cen- 
trale proportionnelle  au  rayon  vecteur.  Enfin  M.  Darboux,  dans 
une  Note  insérée  au  Bulletin  (1879),  reprend  le  problème  général 
traité  par  Necker  en  suivant  l'élégante  méthode  due  à  M.  Puiseux, 
et  applique  la  solution  à  l'épicycloïde.  M.  Amodeo  a  démontré 
que  toutes  les  courbes  tautochrones,  quand  on  a  égard  au  frotte- 
ment pour  des  forces  de  direction  constante  et  pour  des  forces 
centrales,  restent  tautochrones  dans  un  milieu  dont  la  résistance 
<,v>t  proportionnelle  à  la  vitesse,  et  que  tontes  les  courbes  tauto- 
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clirones  pour  une  force  proportionnelle  au  rayon  vecteur  l<-  sont, 

(|iio  Ton  tienne  compte  ou  non  du  frottement. 

Lin  autre  ordre  de  questions  a  été  abordé  par  Lagrange;  celui-ci 
a  en  effet  cherché  une  expression  générale  de  la  force  capable  de 
produire  un  mouvement  tautochrone,  en  la  supposant  fonction  <l<- 
l'arc  decqurbe  et  de  la  vitesse  (i  767  )  ;  la  foi  mule  à  laquelle  il  par- 
vint fut  l'objet  d'une  vive  polémique  avec  Fontaine,  polémiqua 
laquelle  d'Alembert  prit  part;  plus  récemment,  M.  Bertrand 
[Journal  de  Liouville,  1847;  Annales  de  Tortolini^  et 

M.  Brioschi  (Annales  de  Tortolini,  i8j'>,  i853)  ont  repris  la 
question  et  discuté  la  généralité  de  la  formule  de  Lagranc 
M.  Brioschi  a  proposé  une  formule  plus  générale  que  celle  de 
Lagrange,  et  qui  semblait  devoir  clore  la  discussion;  toutefois 
M.  Formenti  (Rendiconti  del  reale  Istituto  Lombardo,  1880) 
l'a  encore  rouverte  en  affirmant  que  la  formule  de  M.  \\\  iuschi 
n'avait  réellement  pas  plus  d'extension  que  celle  de  Lagrange, 
assertion  que  M.  Amodeo  conteste  à  son  tour. 

La  question  du  mouvement  qu'on  pourrait  appeler,  avec 
M.  Amodeo,  liypertautochrone,  où  l'on  demande  que  le  temps  de 
chute  soit  une  fonction  donnée  de  la  position  initiale,  a  été  po>é.- 
par  Fontaine;  on  sait  qu'Abel  a  résolu  le  problème  pour  un  point 
pesant  en  supposant  que  le  temps  de  chute  soit  une  fonction 
donnée  delà  hauteur  initiale.  M.  Meissel  s'est  occupé  du  pro- 
blème analogue  en  substituant  à  la  pesanteur  une  force  centrale 
inversement  proportionnelle  au  carré  du  rayon  vecteur;  enfin 
M.  Somof  a  donné  une  solution  nouvelle  du  problème  d'Abel. 

M.  Amodeo  expose  la  théorie  des  courbes  tautochrones  dans 
l'ordre  qu'il  a  adopté  pour  l'histoire  de  ces  courbes. 

Son  point  de  départ  est  dans  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  la  dérivée y  par  rapport  à  L  de  V intégrale 

T=    rlo'(u)du 

soit  nulle,  quel  que  soit  l,  il  faut  et  il  suffit  que  Von  ait 


C  étant  une  constante 


•9° 
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Il  est  bien  digne  d'intérêt  que  Ion  puisse  déduire  de  cette 
proposition,  par  une  méthode  uniforme,  les  propriétés  caracté- 
ristiques des  courbes  tautochrones  ou  isochrones,  que  l'on  ait  ou 
non  égard  à  la  résistance  du  milieu  supposée  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse,  et  au  frottement  sur  la  courbe.  Pour  le  cas  le 
plus  simple,  celui  d'une  courbe  polie  et  d'un  milieu  non  résistant, 
l'auteur  examine  le  cas  d'une  force  de  direction  constante,  de  la 
forme  \xx",  puis  le  cas  d'une  force  centrale  attractive  ou  répul- 
sive, constante  ou  proportionnelle  au  rayon  vecteur  :  on  rencontre 
ainsi  en  particulier  la  chaînette,  la  cycloïde,  l'astroïde,  la  car- 
dioïde,  l'épicycloïde,  la  droite,  la  spirale  logarithmique.  L'auteur 
montre  ensuite  comment  on  peut  raccorder  une  courbe  de  montée 
à  une  courbe  de  descente,  de  façon  à  constituer  une  courbe  iso- 
chrone, comment  on  peut  trouver  une  courbe  isochrone  à  elle 
seule;  l'exemple  le  plus  remarquable,  dans  le  cas  de  la  pesanteur, 
a  été  donné  par  Euler. 

Quand  on  a  égard  à  la  résistance  du  milieu,  le  cas  le  plus  inté- 
ressant est  celui  où  l'on  suppose  cette  résistance  de  la  forme  Kp2  ; 
M.  Amodeo  donne  l'équation  générale  des  courbes  tautochrones 
sous  la  forme 

5  +  2Kc2    !      Ftds=iciFt, 

où  Ft  est  la  composante  tangentielle  de  la  force;  il  détermine  la 
courbe  de  montée  (3  qu'il  faut  raccorder  à  la  courbe  tautochrone 
de  descente  a,  de  manière  que  le  temps  pendant  lequel  le  mobile 
monte  en  vertu  de  la  vitesse  acquise,  temps  compté  à  partir  du 
moment  où  le  mobile  passe  au  point  de  tautochronisme,  soit  indé- 
pendant du  point  de  départ;  entre  les  arcs  a  et  {3  il  y  a  la  relation 


P  =  ^  log(2eK* 


0, 


trouvée  par  Bernoulli  dans  le  cas  d'un  point  pesant;  le  point  de 
vitesse  maximum  est  séparé  du  point  de  tautochronisme  par  un 
arc 


s  =  1% 


-  log(>eK*—  i); 


des  questions  analogues  se  posent  pour  les  courbes  raccordées  qui 
fournissent  des  oscillations  isochrones. 
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Enfin,  en  tenant  compte  <lu  frottement,   M.    Inrodeo  retrouve 
L'équation  générale  des  courbes  tautochronei  ious  la  forme  obtenue 

par  M.  Darboux 

■—  =X(XF„— F,)    -  -3    (XF,      F,). 

Ft,  F,<  sont  les  composantes  tangentielles  el  normales,  p  esl  le 
rayon  de  courbure, \ \Fn  +  (-j  est  le  terme  introduit  parle  frotp- 

ment.  lien  conclntavec  M.  Darboux  que  les  courbes  polies  qui  sont 

tantochrones  dans  le  vide  pour  les  fortes  centrales  proportion- 
nelles au  rajon  vecteur  sont  encore  tautochrones  quand  on  lient 
compte  du  frottement. 

Dans  les  dernières  pages   de  son   travail,  l'auteur  reproduit  b 

démonstration  donnée  par  M.  Somof  de  la  solution  obtenue  par 
Abel  pour  le  problème  du  mouvement  hvperlautochrone,  ain>i 
que  l'ingénieuse  analyse  par  laquelle  M.  Brioschi  est  parvenu  à 
l'expression  générale  de  la  force  tangentielle  capable  de  produire 
un  mouvement  tautochrone  ou  hypertautochrone,  savoir 

^       (        v       w\      v  \i  J  <&  •  »/    xl 

P  =    1 i  -, ^     TT7 a  (  s.  a  )     h-  v >l  (  s  )  ■ . 

<b  et  W  sont  des  fonctions  arbitraires,  ),  n'est  pas  entièrement  arbi- 
traire, le  mouvement  est  tautochrone  ou  hypertautochrone  sui- 
vant certaines  conditions  imposées  à  cette  fonction  ;  dans  le  cas 
où  la  fonction  \  est  nulle,  on  retombe  sur  la  formule  donnée  par 
La  grange.  J.  T. 
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MELANGES. 

LA  PERTE  DE  SEPT  LIVRES  DE  DIOPHANTE; 
Par  M.  Paul  TANNERY. 

On  sait  que  des  treize  Livres  des  Arithmétiques  annoncés  par 
Diophante  dans  le  préambule  de  son  Ouvrage,  il  ne  nous  en  reste 
que  six,  en  dehors  d'un  petit  Traité  Sur  les  nombres  polygones. 

Dans  son  Algebra  der  Griechen  (').  Nesselmann  a  le  premier 
soutenu  : 

i°  Qu'il  nous  manque  de  Diophante  beaucoup  moins  qu'on  ne 
le  croit  habituellement,  si  l'on  s'en  tient  au  rapport  de  6  à  j3; 

2°  Que  la  lacune  n'est  pas  à  la  fin,  mais  au  milieu  de  l'Ou- 
vrage, et  qu'il  faut  la  chercher  principalement  entre  le  premier  et 
le  deuxième  Livre; 

3°  Que  le  désordre  de  l'Ouvrage  remonte  à  une  époque  passa- 
blement reculée,  sûrement  avant  le  xnie  ou  le  xive  siècle,  et  s'est 
produit  en  Grèce  même. 

Ces  opinions,  que  Nesselmann  a  longuement  motivées,  mais 
qu'il  ne  proposait  toutefois  que  comme  conjecturales  et  en  les 
accompagnant  de  prudentes  réserves,  ont  été  adoptées  après  lui 
d'autant  plus  facilement  qu'elles  étaient  relativement  plus  conso- 
lantes. Mais  ni  Hankel  ni  M.  Gantor  ne  les  ont  appuyées  par  de 
nouvelles  raisons.  Je  me  propose  de  réfuter  les  deux  premières  et 
de  préciser  l'origine  du  désordre  incontestable  où  se  trouve  ce 
qui  nous  reste  de  Diophante. 


I. 


,1e  dois  tout  d'abord  écarter  l'assertion  de  Golebrooke  (2),  ré- 
cemment reprise  par  M.  Charles  Henry  (3),  que  la  division  en 


(')  Berlin,  p.  264-273  ;  i8',a. 

(J)  Algebra  of  the  Hindu's,  noie  M,  p.  L\l. 

(3)  Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  de  Bordeaux,  (.  II.  p.  86-90. 


mi:i.  \\«,i 

Livres  du  texte  actuel  est  incertaine,  et  il  me  faul  pour  cela  entrai 

dans  quelques  détails  sur  Les  manuscrits  de  I  >ioph  ml 

Par  une  singulière  inadvertance,  Nesselmann    p.   i56    ne  recon- 
naît que  cinq  pu  six  manuscrits  de  Diophante;  à  savoir  Iroii 

Vatican  (nos  191,  200  et  304),  ....  à  Paria  (celui  donl  Bachel 
servi,  n°  2379  dufonds  grec  d<;  la  Bibliothèque  nation  d<    .  on  au- 
trefois à  Heidelbcrg,  et  enfin  celui  de  Xylander,  peul  den 

tique  au  précédent  (1). 

Nesselmann  aurait  pu  relever  dans  Heilbronner,  qu'il  cite  |>lu> 
loin  (p.  281),  une  liste  de  dix-huil  ou  vingl  manuscrits  1  -  .  et,  <l< 
fait,  il  y  en  a  actuellement  cinq  à  Paris  ( 3).  A  la  vérité,  l«-  DOmbre 
de  ceux  antérieurs  au  xvic  siècle  semble  très  restreint,  el  l'on  ne 
peut  compter  que  celui  de  Venise  (Saint-Marc,  3o8  >,  les  trois  du 
Vatican,  et  peut-être  celui  de  Wolfenbùttel.  Tous  les  autres  doi- 
vent être  considérés  comme  dérivés  de  ces  derniers. 

Or  on  a  relevé,  pour  la  division  en  Livres,  les  discordances  sui- 
vantes : 

Le  manuscrit  200  du  Vatican  (xivc  siècle)  divise  le  Livre  l\ 
en  deux;  il  commence  son  Livre  V  à  la  question  IV, 20  de  Bachel  : 
ses  Livres  VI  et  VII  sont  les  Livres  V  et  VI  du  texte  ordinaire; 
enfinil  compte  le  Livre  Des  nombres  polygones  connue  Livre  \  III. 

Cette  division  est  suivie  dans  le  manuscrit  T  1  1 1  1  \vi    siècle 
de   l'Escurial,   et,   comme  je    l'ai  constaté    le   premier,    (huis    le 
n°  2485  de  la  Bibliothèque  nationale. 

Le  manuscrit  û  110  (xvne  siècle)  de  l'Escurial  divise  en  deux 
le  Livre  I,    en  faisant  un   Livre  de  l'Introduction,    un  deuxième 


(')  Xjdander,   le  premier  traducteur  de  Diophante  nVVi,   étail  professeur   .1 
Heidelberg  et  il  est  naturel  de  croire  que  son  manuscrit    aura  plus  tard  passé  à  la 
bibliothèque  Palatine,  où  Saumaise  l'a  examine  sur  la  demande  de  Bachet.   l 
bibliothèque  a  été  dispersée  au  commencement  de  la   guerre  de  Trente  ans  el  la 
majeure  partie  en  a  été  transportée  au  Vatican.   Mais  il  ne  faul  pas  3   chercher  le 
manuscrit  palatin  de  Diophante;  car  les  trois   du  Vatican  \  étaient    déjà  à   la  fin 
du  xvie  siècle,  où  Joseph  Auria  les  collationnait.  En  toul   cas,  an  témoignai 
Xylander,    son   manuscrit  contenait,  après   le  texte  de  Diophante,   un   fragment 
arithmétique   sous  le  nom  de  Maxime  Planude.   Or  ce  fragment  se  renconti 
néralement  dans  les  manuscrits  qui  renferment  les  scolies  attribués  à  ce  commen 
tateur,  mais  il  semble  être  anonyme  partout,  sauf  dans   le  manuscrit  «le  VVolfen 
biittel  (Gudianus  1)  et  dans  un  de  ceux  du  Vatican. 

(2)  Voir Fabricius  (Bibl.  grœc,  éd.  Harles),  V,  p.  64  '•■ 

(3)  Bibliothèque  nationale,  2878,  2879,    •  ;v->.    i485.    arsenal,  B4o6 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■'  série.  1.  XIII.  (Juin  i8840  '  ; 
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des  problèmes;  les  numéros  suivants  des  Livres  de  Bachet  se 
trouvent  naturellement  augmentés  d'une  unité  et  le  Livre  des 
nombres  polygones  est  encore  compté  comme  VIII. 

Eufîn  ce  dernier  Livre  serait  compté  comme  VII  dans  le  ma- 
nuscrit 275,  III  G  17  de  la  Bibliothèque  Bourbon,  à  Naples. 

Quelle  importance  faut-il  attribuer  à  ces  discordances?  Peut-on 
aller  jusqu'à  supposer,  avec  M.  Charles  Henry,  que,  dans  le  prin- 
cipe, chacun  des  six  Livres  a  pu  être  dédoublé  en  deux,  et  qu'avec 
celui  des  nombres  polygones,  nous  aurions  tous  les  treize? 

Cette  conjecture  hardie  manque  de  tout  appui  réel.  Au  point 
de  vue  du  texte,  la  collation  des  manuscrits  de  Paris  m'a  prouvé 
que,  quoique  remontant  tous  à  un  même  original  déjà  très  cor- 
rompu, les  manuscrits  de  Diophante  appartiennent  à  deux  fa- 
milles bien  distinctes. 

La  première,  que  j'appellerai  A,  a  été  séparée  de  la  seconde,  B, 
avant  la  rédaction  des  scolies  attribués  à  Planude,  rédaction  qui 
est  propre  à  B.  La  famille  A  a  des  scolies  particuliers  en  très  petit 
nombre,  et  dont  quelques-uns  témoignent  d'une  singulière  igno- 
rance, mais  le  texte  de  Diophante  y  est  dans  un  état  très  sensible- 
ment meilleur,  et  il  me  servira  de  base  dans  l'édition  que  je  prépare. 

A  la  famille  A  appartiennent  notamment  le  plus  ancien  manu- 
scrit du  Vatican,  191  (xme  siècle?),  probablement  aussi  le  plus 
récent  (')  (3o4,  xve  siècle),  mais,  en  tous  cas,  2878  de  la  Biblio- 
thèque nationale  (Christophe  Awer,  xvie  siècle). 

A  la  famille  B  appartiennent  le  manuscrit  de  Venise  (indiqué 
comme  du  xne  siècle,  mais  qui,  contenant  un  fragment  de  Pla- 
nude, ne  peut  être  que  du  xive  siècle);  celui  de  l'Arsenal,  de  la 
main  de  Christophe  Awer,  qui  l'a  noté  expressément  être  une 
copie  du  précédent  ;  celui  de  Bachet  (Bibliothèque  nationale,  2879), 
copié  par  Jean  d'Otrante  (xvie  siècle),  qui  est  presque  iden- 
tique à  celui  de  l'Arsenal  ;  enfin  les  manuscrits  200  du  Vatican 
(xive  siècle)  et  2485  de  la  Biblothèque  nationale. 

Quant  au  manuscrit  238o  (2)  de  cette  dernière  Bibliothèque,  il 


(')  D'après  une  communication  verbale  de  M.  Charles  Henry. 

(2)  Ce  manuscrit  est  certainement  celui  qui  a  appartenu  à  Charles  de  Mont- 
chai  ( Nesselmann,  p.  280);  il  existe  un  double  du  travail  d'Auria  à  la  biblio- 
thèque de  Milan. 
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renferme  le  lexic  établi   par  Ami.i  avec  la  <  ollation  des  trois  ma 
nuscrits   du  Vatican;  quoiqu'on  ne  puisse  évidemraenl  Ici 

cette  collation  complète,  elle  suffi!  pour  établir  que  notre  manu- 
cri  t  2485  est  bien,  comme  on  pouvait  le  penser  a  priori,  une  i 
pie  et  une  copie  très  fidèle  du  manuscrit    "...  du  \  atican. 

Le  fait  que  la  discordance  dans  la  division  en  Lh  res  ne  con 
pond  nullement  à  la  division  en   familles  d'après  l'étal   du   texte 
prouve  que  cette  discordance  n'a  pas   une  origine  bien  ancienne. 
L'examen  de  notre  manuscrit  2480  permet  d'ailleurs  d'en  recon- 
naître la  source. 

Pour  les  titres  des  trois  premiers  Livres,  il  les  donne  tout  an 
long  comme  les  manuscrits  ordinaires  des  deux  familles.  A' 
àXe^avops'wç'ApiGur/iTixtova',  S'  ou  y'.  Mais  ensuite  il  ne  donne  plus  que 
l'abrégé  Ato&àv-cou  o',  s',  <;',  XJ  ou  rf.  Il  faut  savoir,  en  outre,  que  les 
litres  et  les  initiales  des  problèmes  sont  en  rouge,  que  bon  nombre 
des  initiales  manquent,  et  que  certaines  confusions  qui  en  ré- 
sultent montrent  qu'elles  manquent  aussi,  au  moins  en  partie, 
dans  le  manuscrit  200  du  Vatican. 

Il  y  a  là  un  fait  bien  connu  en  paléographie;  ces  titres  el  ini- 
tiales en  rouge,  ordinairement  accompagnés  d'ornements  calli- 
graphiques, étaient  très  souvent  écrits  après  coup,  parfois  par  une 
autre  main,etsans  avoirl'originalsous  les  yeux.  Un  blanc  laissé  mal 
àpropos  a  suffi  dès  lors  pour  bouleverser  le  numérotage  des  Livres 
deDiophante,  ce  qui  a  eu  lieu  de  même  dans  d'autres  manuscrits 
d'autres  auteurs. 

L'erreur  était  d'autant  plus  facile  que  le  Livre  IV  contient  re- 
lativement plus  de  problèmes  que  les  autres  (');  mais  il  es!  incon- 
testable aussi  que  la  division  du  manuscrit  200  n'est  nullement  ra- 
tionnelle au  point  de  vue  des  matières. 

Les  autres  discordances  signalées  doivent  recevoir  la  même 
explication,  et  il  faut  évidemment  s'en  tenir  à  la  division  el  aux 
titres  reconnus  par  les  manuscrits  les  plus  anciens  dans  chaque 
famille. 


(')  Voici  les  nombres  des  problèmes  par  Livres,  suivant  !<*  numérotage  de  Ba« 
chet:  1,43,  11,36,  111,24,  LV,46,  V,33,  VI,a6. 
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JI. 


J'ai  dit  que  tous  les  manuscrits  de  DiophaiiLe  remontaient  à  une 
source  commune  déjà  très  corrompue.  Avant  de  rechercher  com- 
ment la  corruption  et  la  confusion  ont  pu  s'introduire  dans  cette 
source,  on  peut  se  demander  tout  d'abord  comment  elle  s'est 
trouvée  réduite  à  moins  de  la  moitié  des  Livres  des  Arithmétiques 
et  augmentée,  par  contre,  du  Livre  des  Nombres  polygones  qui,  à 
première  vue  au  moins,  ne  devait  pas  en  faire  partie. 

Une  simple  réflexion  sur  un  cas  analogue  nous  donnera  immé- 
diatement la  réponse.  Pourquoi  avons-nous  perdu  les  quatre  der- 
niers Livres  des  Coniques  d'Apollonius?  Parce  qu'à  un  certain 
moment  on  s'est  avisé  d'accompagner  de  commentaires  l'œuvre 
du  géomètre  de  Perge,  et  qu'on  a  fait  une  édition  comprenant  les 
quatre  premiers  Livres  avec  commentaires  au  lieu  de  comprendre 
l'Ouvrage  entier.  Le  succès  de  l'édition  avec  commentaires  a  fait 
disparaître  l'édition  complète;  nous  avons  cependant  gagné,  bien 
faible  compensation,  deux  petits  Traitésde  Sérénus  accolés  à  l'édi- 
tion restreinte  comme  pour  la  compléter. 

La  même  chose  a  dû  se  passer  pour  Diophante  ;  nous  savons 
que,  vers  la  fin  du  ive  siècle  ou  le  commencement  du  ve,  il  fut 
commenté  par  Hypatia.  A  la  prolixité  des  commentaires  de  cette 
époque,  on  peut  bien  supposer  que  le  travail  ne  fut  pas  plus  com- 
plet que  celui  d'Eutocius  pour  Apollonius,  et  qu'il  se  borna  à  six 
Livres.  Il  en  résulte  une  édition  restreinte,  à  laquelle  s'ajouta, 
pour  compléter  le  Volume,  le  Livre  des  Nombres  polygones,  et 
c'est  de  cette  édition  que  proviendrait  l'original  de  nos  manu- 
scrits. 

Seulement,  et  c'est  la  différence  avec  l'Apollonius  d'Eutocius, 
dans  l'original  en  question,  le  commentaire  d'Hypatia  a  été  sup- 
primé. Il  est,  en  effet,  bien  certain  que  Planude  écrivait  le  sien 
sans  profiter  d'un  autre  antérieur  qui  lui  aurait  permis  de  recon- 
naître les  confusions  et  corruptions  du  texte.  Ces  confusions,  si- 
non ces  corruptions,  peuvent  remonter  d'ailleurs  à  la  suppression 
du  premier  commentaire,  car  le  copiste  a  parfaitement  pu  prendre 
pour  des  scholies  quelques  porismes  que  Diophante  avait  insérés 
au  milieu  de  ses  problèmes  :  de  là  les  lacunes  apparentes  signalées 
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par  Nesselmann  ;  le  copiste  a  pu,  au  contraire,  cons<  omme 

de  Diophante  des  problèmes  analogues  traités  pai   Hypatia. 

Ces  conjectures  suffisent  elles  pour  expliquer  l'étal   actuel  du 

texte?  C'est  ce  que  nous  allons  voir  en  examinant  I  iments 

de  Nesselmann. 

Il  y  aurait,  d'après  lui,  une  lacune  considérable  entre  le  premier 
et  le  deuxième  Livre,  lacune  qui  aurai I  été  remplie  01  îginairement 
par  la  solution  des  équations  du  second  degré  el  par  l'analyse  in- 
déterminée du  premier  degré. 

Mais  toutes  les  raisons  qu'il  donne  tombent  devant  un  fait  : 
c'est  que  le  deuxième  Livre  est  bien  à  sa  place,  puisque  le  texte  de 
Diophante  s'y  réfère  expressément  (ôuot'ux;  xotç  iv  -•  lans  le 

problème  1 7  du  Livre  III. 

Pour  ce  qui  concerne  d'ailleurs  la  solution  des  équations  du 
second  degré,  annoncée  par  Diophante  dans  sou  préambule,  et  con- 
sidérée plus  loin  comme  connue,  j'ai  montré,  dans  une  autre  oc- 
casion (*),  qu'elle  devait  avoir  été  donnée  en  porismes  sur  les 
problèmes  1,  3o,  33,  et  j'ai  essayé  de  restituer  le  sens  <!<•  ces  /">- 
rismes. 

Quant  à  l'analyse  indéterminéedu  premier  degré,  il  n  \  a  guère  de 
preuves  précises  que  les  Grecs  en  aient  traité  les  questions,  si  ce 
n'est  dans  le  célèbre  problème  des  bœufs  d'Archimède;  mais,  si 
l'on  admet  que  Diophante  avait  recueilli  l< ;s  problèmes  plus  ou 
moins  analogues,  il  n'v  a  certainement  aucune  nécessité  de  sup- 
poser qu'il  les  avait  placés  dans  les  premiers  Livres  ;  la  recherche 
de  solutions  entières,  propre  à  ces  problèmes,  devait,  au  con- 
traire, le  conduire  à  les  placer  après  ceux  où  les  solutions  ration- 
nelles sont  admises,  comme  dans  L'ensemble  des  six  Livres  qui 
nous  restent. 

Une  remarque  plus  grave  de  Nesselmann  concerne  la  confusion 
et  le  désordre  de  la  division  actuelle  en  Livres.  Il  est  incontes- 
table notamment,  comme  il  le  dit,  que  les  sept  premiers  pro- 
blèmes du  deuxième  Livre  se  rattachent  naturellement  au  premier, 
et  qu'au  moins    les   quatre    premiers  du    troisième   se   rattache- 


(')  De  la  solution  géométrique  des  problèmes  du  second  </<■_•/•<■  avant    /  u- 
clide  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des   Sciences  physiques  et  naturel/es  de 

Bordeaux,  t.  IV  (  r'  série),   p.  '!<r>  o1'- 
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raient  mieux  au  deuxième.  Mais,  au  contraire,  le  Livre  IV  s'ouvre 
naturellement  par  les  premières  équations  du  troisième  degré, 
le  Livre  Vise  trouve  exclusivement  consacré  aux  problèmes  sur  les 
triangles  rectangles  numériques;  enfin,  pour  le  Livre  V,  si  la  dis- 
tinction du  commencement  n'est  pas  aussi  nette,  elle  ne  provoque 
nullement  le  soupçon  comme  celles  des  Livres  II  et  III. 

Quant  aux  autres  traces  de  confusion  dans  l'intérieur  même 
des  Livres,  il  n'y  a  pas  à  s'y  arrêter;  s'il  y  a,  notamment,  suivant 
toute  vraisemblance,  trois  problèmes  manquant  entre  V,  21  et  22, 
c'est  un  accident  bien  commun  qui  confirme  seulement  le  mauvais 
état  du  texte  dans  le  manuscrit  archétype  de  ceux  qui  nous  res- 
tent (*);  si  les  problèmes  II,  18,  19  devraient  être  reportés  au 
premier  Livre,  après  I,  2b,  c'est  une  transposition  de  texte  dont 
les  analogues  ne  manquent  pas  non  plus  dans  des  manuscrits  d'un 
tout  autre  genre. 

Attachons-nous  donc  seulement  aux  problèmes  qui  commen- 
cent les  Livres  II  et  III. 

Les  problèmes  II,  i-5  sont  des  répétitions  absolument  inu- 
tiles des  problèmes  I,  34-3*7,  et  leur  authenticité  est  dès  lors  plus 
que  suspecte,  Bachet  l'avait  déjà  remarqué.  Quant  aux  problèmes  II, 
6,  7,  ce  sont  des  variantes  sans  intérêt  d'une  question  que  Dio- 
phante avait  probablement  traitée  entre  les  problèmes  I,  33  et 
I,  34,  à  savoir  :  Trouver  deux  nombres,  connaissant  leur  dif- 
férence et  la  différence  de  leurs  carrés,  mais  qui  manque  au- 
jourd'hui. Il  est  donc  permis  de  conjecturer  que  tous  ces  pro- 
blèmes antérieurs  à  II,  8,  c'est-à-dire  au  véritable  commencement 
du  Livre  II,  ont  été  empruntés  au  commentaire  (d'Hypatia?),  et 
que  leur  position  vient  précisément  de  ce  que  le  copiste  a  res- 
pecté en  fait  l'indication  de  la  fin  du  texte  du  premier  Livre  de 
Diophante  (2). 

Pour  le  commencement  du  Livre  III,  la  question  n'est  pas  tout 
à  fait  aussi  claire.  En  fait,  à  partir  de  II,  3,  Diophante  commence 


(')  Je  puis  signaler,  comme  preuve  du  peu  de  confiance  que  Ton  doit  avoir  en 
particulier  dans  le  manuscrit  200  du  Vatican,  qu'il  a  omis  le  problème  V,3i  qui  se 
trouve  rependant  dans  les  manuscrits  des  deux  familles  À  et  B. 

(2)  On  peut  admettre  aussi  que  les  problèmes  II,  18,  19  proviennent  de  même 
«lu  commentaire,  el  que  le  copiste,  s'étant  décidé  après  coup  à  les  conserver,  les 
aura  intercalés  à  mie  place  toute  différente  de  celle  où  il  aurait  dû  les  mettre. 
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à  étendre  à  trois  Inconnues  des  problèmes  résolus  plushaul  pour 
deux,  et  l'on  a  les  correspondances  suivantes  :    II.  u  i  II. 

22  et  34),  (II,  a3  et  31;,  dl,  ->\  el  35),  |  II.   i5  el  III.   i  .    Il 
et  III,  3).  Quant  aux  problèmes  III,  i  el  ï,  à  trois  inconnues,  ils 
appartiennentévidemnn'iit  à  la  même  série,  mais  il-  n'ont  \>->>  leurs 
correspondants  dans  If,  qui  seraient  : 

Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  somme  moins  l 

de  chacun  d'eux  fasse  un  carré; 

Trouver  deux  nombres  tels  que  chacun  d'eux  moins  A  ca 
de  leur  somme  fasse  un  carre. 

La  difficulté  est  qu'ici  les  premiers  problèmes  du  Livre  III  n<* 
sont  nullement  suspects  comme  les  premiers  du  Livre  I  !  ;  quoique 
faciles  au  fond,  ils  sont  réellement  dignes  de  Diophante,  el  s'ils 
ne  sont  pas  de  lui,  ils  appartiennent  à  un  imitateur  <|ui  s'étail 
parfaitement  rendu  maître  des  procédés  du  maître.  On  peut  si- 
gnaler quelques  différences  de  rédaction  avec  les  problèmes  ana- 
logues du  Livre  II,  mais  ces  différences  sont  plutôt  en  faveur  <!<• 
ceux  du  Livre  III,  si  l'on  considère  la  concision  de  l'exposition 
et  l'assurance  de  la  méthode. 

Mais  il  est  encore  possible  de  conserver  ces  derniers  problèmes 
à  Diophante,  tout  en  maintenant  comme  bonne  la  division  ac- 
tuelle. 

En  fait,  l'ensemble  des  problèmes  des  Livres  II  et  Ï1I  est  un; 
la  division  originaire  a  donc  été  nécessairement  arbitraire;  il  ne 
nous  est  nullement  prouvé  que  Diophante  ait  tenu  à  épuiser  tous 
les  problèmes  offrant  entre  eux  de  l'analogie  (par  la  variation  des 
signes  -j-  et  —  ï  dans  les  équations  auxquelles  ils  correspondent  >; 
enfin,  d'après  les  usages  de  cette  époque,  les  Livres  s'éditaient 
successivement.  Rien  n'empêche  donc  d'admettre  que  Diophante, 
après  avoir  négligé  quelques  cas  dans  son  Livre  II,  les  ail  repris 
pour  son  Livre  III. 

On  peut,  au  contraire,  regarder  comme  interpolés  les  deux  der- 
niers problèmes  du  Livre  III,  qui  ne  sont  que  des  variantes  sans 
intérêt  de  II,  ï  5  et  16. 
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III. 


Nesselmann  développe  un  dernier  argument  qui  peut  se  résu- 
mer comme  suit  : 

Si  l'on  approfondit  les  procédés  de  Diophante,  on  arrive  à  la 
conviction  qu'il  ne  pouvait  dépasser  ce  qui  se  trouve  dans  les  six 
Livres  qui  nous  restent;  il  n'a  qu'un  nombre  limité  de  res- 
sources avec  lesquelles  il  ne  pouvait  faire  beaucoup  plus  qu'il  n'a 
fait  dans  ce  que  nous  avons  de  lui. 

Cet  argument  est  spécieux,  surtout  parce  qu'il  vient  d'un 
homme  qui  a  étudié  Diophante;  mais  Nesselmann  n'a  pas  assez 
considéré  le  mathématicien  grec  comme  un  compilateur,  ce  qu'il 
est  réellement.  La  très  grande  différence  de  valeur  entre  les  di- 
verses solutions  de  ses  problèmes  l'indique  cependant  suffisam- 
ment, et  Nesselmann  a  le  premier  fait  remarquer  lui-même  com- 
bien peu  Diophante  se  donne  pour  un  inventeur. 

Le  recueil  de  problèmes  d'Analyse  indéterminée  qui  nous  reste 
n'offre,  en  réalité,  aucune  unité  de  méthode  qui  permette  de  con- 
clure, de  ce  que  paraît  ignorer  Diophante  à  tel  endroit,  que  son 
ignorance  est  réelle.  Nesselmann  fait  remarquer,  avec  juste  raison, 
que  les  problèmes  du  Livre  VI  sont  généralement  plus  faciles  que 
ceux  du  Livre  V,  et  il  en  conclut  que  Diophante  ne  pouvait  s'éle  - 
ver  à  un  niveau  supérieur.  Il  n'en  est  pas  moins  vrai  que,  si  le 
Livre  VI  nous  manquait  comme  les  suivants,  nous  croirions, 
d'après  le  problème  III,  12,  que  notre  Grec  ne  savait  pas  traiter 
l'équation 

tandis  que,  d'après  le  lemme  VI,  12,  il  sait  qu'elle  a  une  infinité 
de  solutions.  Plusieurs  exemples  semblables  pourraient  être 
donnés. 

Les  lacunes  que  semblent  présenter  les  procédés  de  Diophante 
peuvent  donc  être  illusoires  et  l'argument  de  Nesselmann  n'estdonc 
point  valable.  Reste  à  savoir  si  l'on  peut  réellement  imaginer  la 
mal  1ère  des  sept  Livres  perdus. 

Pour  avoir  des  données  précises  à  cet  égard,  il  faudrait  avoir 
approfondi  les  travaux  des  Vrabes  en   analyse  indéterminée.  Leurs 
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algébristes  peuvent,  en  effel    ce  qui  pour  Uni  esl  douteux  .  avoii  <  a 
entre  leurs  mains  le  Diophante  complet,  et  avoir  codi  b» pro- 

cédés. En  toui  cas,  s'ils  n'ont  eu  que  les  sii  premiers  Livres,  les 

progrès  qu'ils  ont  réalisés  n'ont  pas  dû  dépasseï   ceux  d 
On  sait  au  moins  d'eux  (■;  qu'ils  avaient   particulièrement  pour- 
suivi l'étude  du  triangle  rectangle  en  nombres  el  reconnu  l'impos- 
sibilité de  la  solution  de  L'équation 

Si  nous  allons  jusque  chez,  les  Hindous,  non-  j  trouvons  I"  \n.i- 
lyse  indéterminée  du  premier  degré  et  la  solution  de  l'équation 
de  Pell.  Sans  doute, ils  ontpu  arriver  d'eux-mêmes  à  ces  questions  : 
mais  peut-on  en  refuser  la  connaissance  aux  Grecs  quand  elles  sont 
supposées  par  le  problème  des  bœufs  d'Archimède?  \  la  vérité,  il 
est  douteux  que  le  géomètre  de  Syracuse  ait  communiqué  ses  mé- 
thodes; mais  les  questions  étaient  posées  et  des  tentatives  de  solu- 
tion plus  ou  moins  complète  ont  dû  exister  dès  avant  Diophante. 
Comment;  d'ailleurs,  nous  est  parvenu  ce  problème  des  bœufs? 
N'est-ce  point  un  débris  des  derniers  Livres  de  l'Alexandrin  et 
compilation  ne  devait-elle  pas  être  couronnée  parce  problème    -    ' 

Diophante  enfin  avait  pu  aborder  d'autres  sujets.  Nous  savons, 
par  exemple,  que  Jamblique  attribuait  à  Pythagore  la  connaissance 
des  nombres  amiables  220  et  284,  dont  chacun  esl  égal  à  la 
somme  des  parties  aliquotes  de  l'autre.  L'Arabe  Tàbit-ibn-Kurra  a 
donné,  pour  trouver  de  tels  nombres  (3),  un  procédé  analogue  à 
celui  d'Euclide  pour  les  nombres  parfaits. 

Diophante  a  pu  traiter,  avec  cette  question,  celle  de  trouver  des 
nombres  dans  un  rapport  donné  avec  la  somme  de  leurs  parties 
aliquotes,  comme  l'ont  fait  plus  tard  Fermât  et  ses  contempo- 
rains. 

Enfin,  il  a  pu  recueillir  quelques  récréations  arithmétiques y 


(')  Voir  M.  Cantor,   Vorlesungen  ùbér  Geschichte  der  Mathcmatik,  Leipzig, 

1880;  p.  645  et  suivantes. 

(2)  Sur  le  problème  des  bœufs  d'Archimède,   voir  le   Bulletin  des  Sei 
mathématiques  et  astronomiques,  t.  V  (  '    série  |,  1881. 

( 3)  A  =  2npq  et  B  =  2";- sont  tics  nombres  amiables,  si  p,  </.  r  sont  des  nombres 

premiers  et  que  Ton  ait 

p=3.3n — 1,    q-  -:>••'"'      1.     r      9. a3*-' — i, 


202 


PltEMIÈRE  PARTIE. 


dont  on  doit  supposer  l'existence  dès  cette  époque,  quoiqu'on  ne 
les  retrouve  guère  avant  la  décadence  complète  de  la  Science  (*)? 
En  somme,  s'il  est  évidemment  impossible  de  songer  à  une  res- 
titution quelconque  des  Livres  perdus  de  Diophante,  il  est  permis 
d'affirmer  qu'il  avait  pour  les  remplir  une  matière  suffisante,  et 
qu'ils  offriraient  pour  nous  au  moins  autant  d'intérêt  que  les  Livres 
conservés. 


IV. 


J'ai  écarté  implicitement  l'hypothèse  d'après  laquelle,  dans  les 
treize  Livres  des  Arithmétiques  y  il  faudrait  compter  le  Livre  des 
Nombres  polygones  qui  nous  reste  et  un  recueil  de  Porismes 
auxquels  se  réfère  Diophante  dans  ses  problèmes  V,  3,  5,  jo,. 

Pour  le  Livre  des  Nombres  polygones,  qui  forme  un  Traité 
parfaitement  distinct  comme  fond,  comme  forme  et  comme  com- 
position, il  me  paraît  inutile  de  discuter  la  conjecture  de  Nessel- 
mann,  d'ailleurs  rejetée  par  Hankel  et  M.  Cantor.  Quant  aux 
Porismes,  je  ne  puis  me  rallier  à  aucune  des  deux  opinions 
émises,  d'après  lesquelles  il  s'agirait  d'un  recueil  de  propositions 
d'une  forme  spéciale  qui  aurait,  suivant  les  uns,  formé  un  Ou- 
vrage à  part,  qui  aurait,  suivant  les  autres,  occupé  un  ou  plusieurs 
des  Livres  perdus  des  Arithmétiques. 

Diophante  dit  trois  fois  :  i'/o^ev  h  toïç  ïlopicjxacrtv  oti  (nous  avons 
dans  les  porismes  que),  et  les  trois  propositions  qu'il  cite  peuvent 
se  représenter  comme  suit  : 


A.  Si#«  = 


m- 


a,  x2=  (m  -\-  i)2 —  «,et.T;,  =  i  (xK  +*r2) —  i  ? 


(')  J'en  signalerai  une  publiée  par  Richard  Hoche  à  la  suite  de  son  édition  de 
INicomaque  (Leipzig,  t866),  p.  i5s,  et  attribuée  à  Isaae  Argyrus,  moine  grec  du 
xive  siècle,  parce  qu'elle  suppose  quelque  connaissance  de  l'Analyse  indéterminée 
du  premier  degré  : 

Trouver  un  nombre  (supposé  compris  entre  7  cl  io5),  connaissant  ses  résidus 
par  i-apporl  à  3,  à  5  et  à  7. 

Je  remarque  à  ce  sujet  que  lloclic  a  donné  sous  le  nom  ToO  xûvo;  (Du  chien)  un 
problème  qui  précède  ceux  d'Isaac  argyrus.  D'après  le  manuscrit  :\^--  de  la  Bi- 
hliothèque  nationale,  il  faut  lire  Tou  xvôwvcu.  L'auteur  d<>it  donc  être  Démétriua 
Cydones,  contemporain  d'Isaac  Vrgyrus. 
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les  trois  expression*  x^Xj  -".  ./•_. ./•■,-;-//,    i ■.  i ,      a   son!  des 
carrés. 

B.  Si  xt  =  m2,  a?,=s  (m-r-i)a  et  a?i=sa(a?f -r»4?f)  les 

expressions    #|  #2  +  #«  -r-4?aj    x%x%-\-  a?,4-  a?fl     /./,        i     ~  x, 
sont  des  carrés,  ainsi  (jue  les  suivantes  :  ./■, ./■..        l  :.  ./ ,  I  : 

C.  On  peut  résoudre  toujours  L'équation  x*-{-y:i=  a* —  61  en 

nombres  rationnels. 

J'exclus  tout  d'abord  l'opinion  (pie  Diophante  se  réfère  ;«  on 
Ouvrage  étranger  aux  Arithmétiques.  Entendus  dans  ce  sens,  les 
Porismes  pris  absolument  ne  pourraient  être  que  L'Ouvi 
d'Euclide  qui  portait  ce  nom  et  qui  était  consacré  à  de  tout  antres 
matières.  Si  Diophante  avait  composé  un  Ouvrage  arithmétique 
sous  le  même  titre,  il  aurait  certainement  dit  :  «  Dans  nos  po- 
rismes ». 

Les  propositions  qu'il  cite  se  trouvaient  donc  dans  les  Arith- 
métiques mêmes;  mais  elles  ne  pouvaient  figurer  dans  un  Livre 
spécial,  car  alors  il  faudrait  revenir  à  l'hypothèse  de  Nesselmann 
sur  la  confusion  du  rang  des  Livres  des  Arithmétiques, 

Les  porismes  devaient  donc  être  simplement  des  corollaires  de 
certains  problèmes,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  indiqué,  en  ex- 
pliquant également  comment  ils  se  sont  perdus. 

Au  temps  de  Diophante,  d'ailleurs,  le  sens  euclidien  du  mot 
porisme  était  à  peu  près  perdu,  et  la  signification  de  corollaire 
était  la  seule  courante. 

A  l'appui  de  ma  thèse,  je  puis  d'ailleurs  faire  remarquer  que 
l'Ouvrage  des  Arithmétiques,  tel  que  nous  l'avons,  renferme  en- 
core quelques  porismes. 

Le  scoliaste  reconnaît  comme  tels  la  fin  du  problème  I.  3j  à 
partir  de  'Ojxouoç,  et  le  problème  I,  42î  cn  réalité,  il  s'agil  d'énon- 
cés de  problèmes  nouveaux  donnés  en  corollaires  de  problèmes 
analogues.  D'autre  part,  comme  forme  d'énoncé  el  <le  rédaction, 
le  problème  V,  10  est  un  véritable  porisme  au  sens  euclidien.  Les 
lémmes  VI,  12  et  16  s'en  rapprochent  également  asseï  comme 
forme. 
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Il  s'agit  donc  seulement  de  savoir  si  les  propositions  citées  par 
Diopliante  se  rattachent  naturellement  aux  problèmes  antérieurs. 

Or,  pour  A,  la  question  de  trouver  trois  nombres  xK ,  x-2,  ^3,  tels 
que  leurs  produits  deux  à  deux,  augmentés  d'un  nombre  donné  a, 
fassent  des  carrés,  est  le  problème  III,  12.  Il  est  vrai  que  la  solu- 
tion donnée  ne  correspond  nullement  à  la  proposition  citée  V,  3, 
et  qu'il  faut  supposer,  par  conséquent,  que  le  porisme  perdu  ren- 
fermait une  seconde  solution. 

Pour  B,  la  question  de  trouver  trois  nombres,  tels  que  leurs 
produits  deux  à  deux  augmentés  de  la  somme  des  deux  facteurs 
fassent  des  carrés,  est  le  problème  III,  i~-i8,  dont  la  première 
solution  correspond  identiquement  au  porisme.  La  question  de 
trouver  trois  nombres,  tels  que  leurs  produits  deux  à  deux  aug- 
mentés du  troisième  fassent  des  carrés,  est,  au  contraire,  le  pro- 
blème III,  i4>  dont  la  solution  est  différente.  Mais  on  peut  ad- 
mettre ici  que  le  porisme  perdu  était  seulement  en  corollaire  à  III, 
17  et  renfermait  la  remarque  que  la  solution  donnée  s'appliquait 
également  au  problème  III,  i4- 

En  somme,  pour  ces  deux  renvois  de  Diopliante,  on  a  une  cor- 
respondance très  satisfaisante  avec  les  problèmes  antérieurs;  il 
n'en  est  pas  de  même  pour  le  troisième. 

C'est  à  l'occasion  des  problèmes  IV,  1,  1  que  Bachet  et  Fermât 
ont  résolu  la  question  supposée  par  le  porisme  de  Diophante,  et 
l'on  ne  voit  guère  d'autre  place  où  la  rapporter  qu'à  côté  de  ces 
deux  questions.  Cependant  elles  sont,  en  réalité,  passablement 
différentes.  On  y  propose  de  trouver  deux  nombres  connaissant 
leur  somme  et  celle  de  leurs  cubes  ou  leur  différence  et  celle  de 
leurs  cubes. 

Il  faudrait  donc  supposer  là,  non  seulement  la  perte  d'un  po- 
risme ou  au  plus  d'une  seconde  solution,  mais  celle  de  toute 
une  série  de  problèmes  importants,  et  cette  supposition  est 
d'autant  moins  facile  à  admettre  que  le  Livre  IV  est  déjà  très 
chargé. 

Je  proposerai  donc  une  autre  hypothèse.  En  réalité,  au  pro- 
blème V,  19,  Diopliante  ne  donne  nullement  la  solution;  il  in- 
dique seulement  qu'il  est  possible.  Je  pense  que  sur  les  pro- 
blèmes II,  8-11  (division  d'un  carré  ou  d'un  nombre  connu  de 
deux  carrés  en  deux  autres  carrés),  il  avait   pu  indiquer  eu   corol- 
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laire  que  la  division  d'un  cube  en  deux  cubes  esl  impossible, 
('nonce  <|uc  nous  avons  vu  chez  les  Vxabes,  qu'au  contraire  on 
peut  partager  en  deux  cubes  un  nombre  somme  ou  différence  de 
deux  cubes;  ce  dernier  problème  n'étail  pas  ti  lité,  mais  réservé 
sans  doute  pour  un  dm  Livres  perdus.  Au  cours  du  Livre  \  .  Dio- 
phante,  en  ayant  eu  accidentellement  besoin,  ne  i'(  il  pas  fa  il 
scrupule  de  recourir  à  ce  problème  uon  encore  résolu. 

Je  puis  appuyer  à  cet  égard  mon  opinion  sur  ce  fail  que  les  ; 
cédés  de  Diophan te  pour  égaler  à  an  cube  un  polynôme  du  troi- 
sième degré,  dans  la  partie  de  son  œuvre  qui  nous  reste,  sonl  loin 
d'être   développés   comme  ils    devraient    l'être.     Un  si,  l\,   a8,  il 
déclare  impossible  l'équation 

Sx3  —  x*-+-Sx  —  i=73, 

auquel  il  est  pourtant  facile  de  satisfaire  en  posant,  soit}' =  ix  —  -j^, 
soi  t  j' —  §.  # —  i.  Or,  la  solution  de  la  décomposition  en  deui 
cubes  d'une  somme  ou  d'une  différence  de  deux  cubes  réclame 
des  positions  tout  à  fait  analogues,  le  problème  n'a  donc  du  être 
effectivement  traité  que  plus  loin. 

Si  nous  retrouvons  ainsi  un  thème  des  problèmes  perdus  de 
Diophante,  nous  croyons  pourtant  devoir  écarter,  avec  Nessjel- 
mann,  l'opinion  que  les  derniers  Livres  auraient  pu  contenir 
la  solution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Cette 
découverte  semble  bien  avoir  été  réservée  aux  temps  modernes,  et 
cependant,  il  faut  le  remarquer,  les  Grecs  n'avaient  à  faire  qu'un 
pas  pour  y  toucher. 

Rien  de  plus  facile,  en  effet,  que  d'appliquer  la  méthode  <1<- 
Diophante  dans  les  problèmes  IV,  i,  2,  à  la  solution  du  pro- 
blème : 

Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  produit  et  la  somme 

ou  la  différence  de  leurs  cubes. 

Soit 


x\-±x\=iq,     xixï=p,     xl  =  \rj-^-\/q-î  —  p\     xt=\q  —  ^qr-p'. 
Si  l'on  prend  pour  inconnue  .r,  -j-  .r2      x,  on  tombe  sur  Péqua- 
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.r3  —  3px —  'iq  =  o, 


dont  la  solution  apparaît  dès  lors  immédiatement. 

On  a  cru  trouver  une  preuve  que  Diophante  avait  traité  des 
équations  de  degré  supérieur  dans  le  fait  qu'il  pousse  la  nomen- 
clature des  puissances  successives  jusqu'au  sixième  degré  et  jus- 
qu'à celui-là  seulement.  Mais  cette  particularité  ne  lui  appartient 
nullement;  il  suivait  simplement  à  cet  égard  une  tradition  pytha- 
goricienne, probablement  ancienne,  qui  est  attestée  par  plusieurs 
textes,  et  notamment  par  les  témoignages  décisifs  de  saint  Hippo- 
lyte  ('),  auteur  du  11e  siècle  après  J.-C,  lequel  donne  la  série 
complète  des  six  puissances,  avec  les  mêmes  noms  que  Diophante 
et  en  y  ajoutant,  comme  lui,  l'unité. 


ACADÉMIE  ROYALE  DANOISE  DES  SCIENCES  ET  DES  LETTRES. 
CLASSE  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


Question    mise    au    concours    pour    l'année    1884. 

Dans   un  système  de  transformations  linéaires  du  plan,  déter- 
minées par 

^j.Xi=  ax  -+-  by  -h  cz, 

\xzl  =  a2x  -+-  b.2r  -+-  c2z, 

nous  pouvons  imaginer  qu'on  en  a  séparé  quelques-unes  pour 
lesquelles  les  coefficients  satisfont  à  certaines  conditions.  Nous 
dirons  alors  qu'elles  forment  un  groupe,  si  deux  transformations 
effectuées  l'une  après   l'autre  peuvent   être  remplacées  par  une 


(f)  Doxographi  Grœci,  éd.  Diels,  Berlin,  1879;  p.  556-55;. 
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troisième,  cl  si  toutes  l<^  transformations  invei  itisfonl  au\ 

mêmes  conditions.  En  fait  de  groupes  connus,  nous  pouvons 
mentionner  le  groupe  complet,  c'est-à-dire  le  groupe  d<-  tontes  les 
transformations  linéaires,  le  groupe  des  transformations  qui  u'al- 
tèrent  pas  la  droite  à  L'infini,  d<-  celles  qui  De  font  p.i^  varier  la 
distance  entre  deux  points  quelconque,  de  celles  < j u i  ne  chanj 
pas  les  angles  on  les  aires,  etc.  En  général,  toutes  les  transforma- 
tions qui  ne  changent  pas  une  fonction  donnée  doivent  former  an 
groupe.  Réciproquement,  on  peut  chercher  des  fonctions  qui  ne 
soient  pas  altérées  par  un  groupe  donné,  et  s'il  en  existe  de  telles 
d'une  nature  simple,  le  groupe  doit  pouvoir  fournir  la  base  <l  in- 
téressantes recherches  géométriques.  Des  considérations  analoi 
peuvent  également  s'appliquer  à  l'espace. 

Un  pareil  principe  de  recherches  a  en  réalité  été  exposé  d'une 
manière  claire  et  précise  et  même  dans  une  plus  grande  étendue 
qu'ici,  où  nous  n'avons  parlé  que  de  transformations  linéaires 
(voir  le  programme  de  M.  F.  Klein  à  son  entrée  en  fonction 
comme  professeur  de  Mathématiques  à  Erlangen,  en  1872),  et  a 
servi  de  base  à  des  recherches  étendues.  Celles-ci,  cependant, 
n'ont  en  grande  partie  eu  en  vue  que  des  résultats  se  rapportant  à 
l'Algèbre  et  à  la  théorie  des  fonctions,  tandis  que  le  principe  n'a 
pas  reçu  autant  d'applications  purement  géométriques.  L'Aca- 
démie propose  en  conséquence  sa  médaille  d'or  en  prix  pour  un 
travail  qui  donnera  la  théorie  générale  des  groupes  de  transfor- 
mations linéaires  dans  le  plan  et  dans  l'espace  et  de  la  tonnât  ion 
de  leurs  sous-groupes,  et  qui,  sur  la  base  de  sous-groupes  bien 
choisis,  présentera  sous  un  jour  nouveau  et  fécond  des  propriétés 
connues  de  figures  à  deux  et  à  trois  dimensions,  ou  aboutira  à  des 
résultats  entièrement  nouveaux. 

Les  réponses  à  cette  question  peuvent  être  écrites  en  latin,  en 
français,  en  anglais,  en  allemand,  en  suédois  et  en  danois.  Les 
Mémoires  ne  doivent  pas  porter  le  nom  de  l'auteur,  mais  mu-  de- 
vise, et  être  accompagnés  d'un  billet  cacheté  muni  de  la  même  de- 
vise et  renfermant  le  nom,  la  profession  et  l'adresse  de  l'auteur. 
Les  membres  de  l'Académie  qui  demeurent  en  Danemark  ne 
prennent  point  part  au  Concours.  Le  prix  accordé  pour  une  ré- 
ponse satisfaisante  est  la  médaille  d'or  de  l1  académie  d'une  valeui 
de  320  couronnes. 
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Les  Mémoires  devront  être  adressés,  avant  la  fin  du  mois  d'oc- 
tobre i  885,  au  secrétaire  de  l'Académie,  M.  H. -G.  Zeuthen,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Copenhague.  Les  prix  seront  publiés 
en  février  1886,  et  les  auteurs  pourront  ensuite  retirer  leurs  Mé- 
moires. 


COMPTES  RENDl  -   l  I    w  \n  SI  - 


COMPTES    KK\I)1  S    ET    W  \\A  SES 


FIEDLER.  —  CyklOGRAPHIE  ODER   CONSTRUCTION    DSI     Iiimhin    DBEI    KrEIM 
UND    KUGKLN  UND  ELEMENTARE  GEOMETRIE    DE!    KrEIS   i  mi  KcGEL-SYSTEMI 

i  vol.  in-8°;  s*83  pages  et  i<i  planches.  Leipzig;  iSi 

Le   procédé  employé  par  M.    Fiedler  pour  résoudre  systémati 
quement  les  problèmes  dont  il  s'occupe  dans  §00  Livre  «  onsîsfc 
représenter   un   cercle   par    deux   points    situés   sur   l'axe    de 
cercle  à  une  distance  de  son  centre  égale  au  rayon;  -i  l'on  n'a 
affaire  qu'à  des  cercles  situés  dans  un  même  plan,  un  seul  de  i 
points    suffit   évidemment  à  la   représentation;    toutefois,  il    peut 
être  utile  de  conserver  les  deux  points  en  leur  attribuant  des  -i ni- 
fications  distinctes;  l'un  représentant  le  cercle  décrit  dans  un  sens 
déterminé,   ou,   si  l'on  veut,  avec  un  rayon  positif,  le  second  re- 
présentant le  même  cercle  décrit  dans  le  sens  contraire  I  ou  avec 
un  rayon  négatif). 

L'auteur  était  depuis  longtemps  en  possession  de  ce  mode  de 
représentation;  s'il  n'en  a  pas  fait  plutôt  l'objet  d'un»'  publication 
spéciale,  c'est  qu'il  était  persuadé  que  cette  méthode  était  connue 
de  Steiner,  comme  Tétaient  assurément  un  grand  nombre  des  con- 
séquences qui  s'en  déduisent  le  plus  facilement.  Nous  devons  tou- 
tefois faire  observer  que  ce  mode  de  représentation  n'est  pas  al- 
lument nouveau,  ou  tout  au  moins  qu'il  est  lié  intimement  à  une 
notion  due  à  M.  Ghasles  et  qui  a  été  utilisée  par  M.  Cavlej  [Sur 
le  théorème  de  M.  Casey  (Annali  di  Materna  tien)],  par  M.  La- 
guerre  (Bulletin  de  la  Société  Philomathi</m\  1 870,  et  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  1872),  et  par  M.  Darboux  [Sur  les 
relations  entre  les  groupes  de  points,  d<>  cercles  et  <!<•  sphères 
dans  le  plan  et  dans  V  espace  (Annales  scientifiques  de  V  École 
normale,  2e  série,  t.  I,  1872)].  Elle  consiste  en  ce  que  tout  cercle 
peut  être  regardé  comme  l'intersection  de  deux  sphères  de  rayon 
nul,  dont  les  centres  sont  situés  à  une  distance  du  plan  du  cercle 
égale  à  R  \J —  1 ,  R  désignant  le  rayon  du  cercle  :  I»1  mode  de  repré- 
sentation considéré  par  M.  Fiedler  consiste  à  employer,  au  lieu 
de  ces  deux  points,   imaginaires  si   Ton   considère  un  cercle  réel. 

Bull,  des  Sciences  mathem.,    >•  série,  t.  VIII.  (Juillel    188^.  1  i 
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les  deux  points  réels  dont  la  définition  a  été  donnée  plus  haut.  Le 
Mémoire  de  M.  Darboux,  en  particulier,  a  évidemment  échappé  à 
l'éminent  professeur  de  Zurich;  l'auteur  y  a  traité,  en  effet,  en 
employant  systématiquement  ce  mode  de  représentation,  un  grand 
nombre  des  problèmes  dont  s'est  occupé  M.  Fiedler,  en  particulier 
le  problème  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés,  et  celui  du 
cercle  coupant  quatre  cercles  donnés  sous  des  angles  égaux.  Au 
surplus,  les  deux  modes  de  représentation  étaient  trop  voisins 
pour  que  la  rencontre  pût  être  évitée;  M.  Fiedler  a  même  été 
conduit  par  son  propre  sujet  à  dire  un  mot  de  la  représentation 
employée  par  M.  Darboux  et  il  en  signale  une  des  plus  importantes 
propriétés  :  de  telles  rencontres  n'ont  rien  qui  doive  étonner  à  une 
époque  où  l'activité  scientifique  est  aussi  considérable. 

Le  Livre  de  M.  Fiedler  est  nettement  élémentaire  :  l'auteur  l'a 
voulu  tel  et  a  écarté  un  très  grand  nombre  de  propositions  qu'il 
aurait  pu  déduire  aisément  de  sa  méthode. 

11  débute  par  quelques  notions  relatives  à  la  perspective,  au  rap- 
port harmonique,  aux  figures  homologiques  ;  il  passe  ensuite  à  la 
considération  des  systèmes  linéaires  de  cercles  dans  un  plan,  c'est- 
à-dire  des  s. sternes  de  cercles  dont  les  représentants  sont  en  ligne 
droite,  cercles  qui  ont  un  centre  d'homothétie  commun;  il  con- 
sidère ensuite  les  svstèmes  planaires  :  trois  cercles  appartenant  à 
un  tel  système  ont  un  axe  d'homothétie  fixe;  un  cercle  quel- 
conque du  système  coupe  cette  droite  sous  un  angle  constant;  il 
résout  divers  problèmes  relatifs  à  la  construction  des  cercles  d'un 
système  linéaire  ou  planaire  qui  satisfont  à  une  ou  deux  conditions. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  aux  faisceaux  et  réseaux  de 
cercles;  il  contient  la  théorie  des  axes  radicaux  et  de  la  transfor- 
mation par  ravons  vecteurs  réciproques.  Les  réseaux  de  cercles 
sont  représentés  par  des  hyperboloïdes  de  révolution  équilatères, 
admettant  le  plan  du  tableau  comme  plan  de  Téquateur. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  M.  Fiedler  s'occupe  des  cercles  tan- 
gentsà  un  cercle  donné  ou  coupant  un  cercle  donné  sous  un  angle 
donné;  ces  systèmes  de  cercles  sont  représentés  par  des  cônes  ou 
des  hyperboloïdes  de  révolution  équilatères,  tandis  qu'ils  sont 
représentés  par  des  sphères  dans  le  système  de  représentation 
employé  par  M.  Darboux. 

Dans  ce  même  Chapitre,  l'auteur  traite  des  cercles  coupanl  trois 
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où  quatre  cercles  sous  des  angles  égaui  ou  des  angles  donn<  -.  des 
cercles  tangents  à  trois  cercles  du  cercle  des  neul  points  dans 
rapports  avec  les  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle;  il 
s'occupe  enfin  des  problèmes  analogues  pour  les  sph<  i 

Le   quatrième  Chapitre  contient    une  théorie   élémentaire  des 
coniques.  Enfin,  dans  le  cinquième  el   dernier  Chapitre,  l'auteur 
traite,  pour  les  cercles  tracés  sur  une  sphère,  les  probli  m<  -  ans 
logues  à  ceux  qu'il  a  résolus  pour  des  cercles  situés  dans  un  plan. 


MELANGES. 

FACULTÉS  DES  DÉPARTEMENTS. 
SUJETS  DE  COMPOSITION  DONNÉS  AUX  EXAMENS  DE  LICENCE. 

SESSION    DE   JUILLET-AOUT    1883. 

Bordeaux. 

Analyse.  —  Discuter  la  courbe  lieu  des  intersections  de  deuî 

droites,  dont  l'une  se  meut  dans  un  plan  parallèlement  à  elle- 
même  et  avec  une  vitesse  uniforme,  tandis  que  l'autre  tourne 
uniformément  autour  d'un  point  fixe.  On  prendra  pour  origine 
des  coordonnées  le  point  fixe  et,  pour  axe  des  x,  une  parallèle 
aux  droites  de  direction  constante. 

Montrer  que  la  courbe  ainsi  construite  donnerait  1<-  moyen  de 
résoudre  le  problème  de  la  quadrature  du  cercle,  si  l'on  savait  la 
construire  par  un  mouvement  continu. 

Mécanique.  —  i°  Démontrer  succinctement  l>v  théorème  des 
couples  de  quantités  de  mouvement  pour  un  système  de  points  ma- 
tériels. 

20  Un  cercle  matériel  homogène,  de  masse  M.  placé  dans  un 
plan  horizontal,  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  donnée  <•>  au- 
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tour  d'un  axe  vertical  passant  par  son  centre.  Un  point  matériel, 
en  partant  du  centre,  marche  avec  une  vitesse  v  le  long  d'un  des 
rayons  du  cercle.  On  demande  quelle  sera  la  vitesse  angulaire 
du  svstème  au  temps  t.  Quel  doit  être  le  rapport  des  masses  pour 
que  cette  vitesse  soit  devenue  la  moitié  de  la  vitesse  angulaire 
primitive  au  moment  où  le  poinl  matériel  arrive  à  l'extrémité  du 
rayon  ? 

Épreuve  pratique.  —  Établir  les  formules  générales  de  la 
transformation  de  l'angle  horaire  et  de  la  déclinaison  en  azimut 
et  hauteur. 

Calculer  pour  Bordeaux  (<p  =  44°  5o'  19")  l'angle  horaire  et 
l'azimut  du  coucher  du  Soleil,  le  26  juillet  1 883. 

Déclinaison  0,  le  26,  à  midi  vrai -f-i()04i'3o",  8 

Déclinaison  0,  le  27,  à  midi  vrai -mo,°28'27",  ?. 

Besançon. 

Analyse.  — ■  On  donne  un  cylindre  parabolique  dont  l'équation 
en  coordonnées  rectangulaires  est  x2 —  z  =  o  ;  trouver  sur  ce  cy- 
lindre une  courbe  G,  telle  que,  T  étant  la  trace  sur  le  plan  des  xy 
de  la  tangente  en  un  point  quelconque  M,  A  et  B  étant  les  inter- 
sections du  plan  oscillateur  avec  Ox,  Or,  le  point  T  soit  situé  au 
milieu  de  AB.  On  demande  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 
des  xy. 

Mécanique.  —  Un  point  matériel  non  pesant  assujetti  à  rester 
sans  frottement  sur  une  parabole  de  paramètre  p,  qui  tourne  uni- 
formément autour  de  son  axe  avec  la  même  vitesse  angulaire  10, 
est  attiré  vers  le  foyer  par  une  force  de  4n"p  proportionnelle  au 
rayon  vecteur  p.  On  demande  le  mouvement  du  point  sur  la  para- 
bole en  supposant  que  la  vitesse  initiale  au  sommet  est 


p0 


=  p  y/to2  —  A2. 


Épreuve  pratique.  —  Quelle  est  l'heure  sidérale  à  laquelle 
l'étoile  a  de  la  Lvre  atteint  la  hauteur  \\\0r>.A'  10"  au-dessus  de 
L'horizon  de  Besancon? 
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8      ;*"  i 


Latitude  de  la  Faculté,   I70  i  '»   [6  . 


Caen. 


Analyse.  —  i°  Intégrer  l'équation  différentielle 

57  -7^  —  3^2  —r-,  +  lx  -7-  —  8  y 
dxi  dx'1  (l.r 


2°  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  imaginaire 


/, 


dz 


prise  suivant  la  circonférence  du  cercle  défini  en  coordonnées  rec- 
tangulaires par  l'équation 

#2-+- j2 —  2&  —  'iy  —  o. 

Mécanique.  —  Montrer  comment  varie  le  moment  d'inertie 
d'un  cube  homogène  par  rapport  aux  diverses  droites  qui  passent 
en  un  sommet  O  du  cube;  déterminer  les  axes  principaux  et  les 
moments  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  O. 

On  suppose  que  le  sommet  O  est  fixe,  tandis  qu'aucun  autre 
point  du  solide  n'est  soumis  à  l'action  de  forces  extérieures;  I«' 
cube,  libre  de  tourner  autour  du  point  O,  est  d'abord  en  repos 
lorsqu'une  des  faces  qui  aboutissent  au  sommet  li\<-  vient  à  être 
choquée  en  son  centre  par  une  très  petite  sphère,  animée  d'une 
vitesse  de  translation  donnée  perpendiculaire  à  la  face  choquée. 
On  demande  le  mouvement  que  prendront  après  le  choc  les  deux 
corps  supposés  parfaitement  élastiques. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne,  pour  le  i<>  août  à  midi  vrai, 
la  déclinaison  du  Soleil  égale  à  i5°oi'3/|'  et  l'équation  du  temps 
égale  à  5m88,i;  pour  le  11,  à  midi  vrai,  la  déclinaison  est  de 
1 5°  1  \'  53",  l'équation  du  lemps  4"1  58", 7.  (  Calculer  en  temps  moyen 
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l'heure  du  coucher  du  Soleil  pour  le  10  août  eu  un  lieu  dont  la 
latitude  est  5o°38'44ff-  On  ne  tient  compte  ni  de  la  réfraction  ni 
de  la  parallaxe. 

Clermont. 

Analyse.  —  On  donne  une  surface  du  second  degré  et  une 
tangente  MT  en  un  point  M  de  cette  surface.  On  mène  un  plan 
passant  par  MT.  On  construit  dans  ce  plan  le  centre  O  du  cercle 
oscillateur  de  la  section  en  M,  puis  le  centre  O'  du  cercle  oscula- 
teur  de  la  développée  de  la  section  en  O. 

Lieu  des  points  O'  lorsque  le  plan  tourne  autour  de  MT. 

Mécanique.  —  Un  fil  sans  masse  de  longueur  constante  tourne 
autour  d'un  point  fixe  O  dans  un  plan  vertical.  Deux  masses 
pesantes  ni  et  ni'  sont  situées  en  deux  points  donnés  du  fil  et 
éprouvent  de  la  part  de  l'air  des  résistances  proportionnelles  à 
leurs  vitesses  respectives.  Étudier  le  mouvement  du  système.  Cas 
des  petites  oscillations. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  de  u  par  la  formule 


ii  —  e  s'imi  =  nt, 
-  0,01676697,  n  — 

Dijon. 


en  prenant  t  =  —-,     e  =  0,01 676697,  n=  -~~j     T  =  365,2422« 


Analyse.  —  Intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles, 
linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  inconnue.  Elimi- 
nation de  la  fonction  arbitraire  qui  figure  dans  l'intégrale  géné- 
rale. Recherche  de  la  forme  que  doit  avoir  cette  fonction  pour  que 
l'intégrale  ait  une  détermination  initiale  donnée. 

JV.  J>.  —  Les  candidats  pourront  se  borner  à  l'examen  du  cas 
où  la  fonction  inconnue  ne  dépend  que  de  deux  variables  indé- 
pendantes. 

Mécanique.  —  Un  fil  inextensible  et  sans  masse,  assujetti  à 
rester  sur  un    plan  horizontal,  s'enroule  par  une  de  ses  extrémités 
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sur  un  treuil  vertical  homogène,  de  masse  M.  j  ni  s  wr  une  poulie  <  • 
in  fini  ment  petite,  el  se   termine  par  une  masse  m  ittîrée  v< 
par  une  force   Inversement    proportionnelle  au    carré  de   la  dis- 
tance. 

Étudier  le  mouvemenl  du  système  et,  en  particulier,  la  trajec- 
toire du  point  de  masse  m  dans  le  cas  où  la  vitesse  initiale  du 
treuil  est  nulle. 

Epreuve  pratique,  —  Résoudre  un  triangle  sphérique  conn 

sant  les  éléments  suivants  : 

a  ==  1 1°'2)'5(')',  ;, 
B  =  [84°  6'  55*,  j. 
G=    n°i8'4o%3. 


Grenoble. 


Analyse.  —  i°  Intégrer  l'équation 


dy 
dx 


2°  Arête  de  rebroussement  delà  surface  enveloppe  d'une  sphère 
qui  se  meut  en  conservant  un  contact  de  second   ordre  avec   une 

courbe  donnée. 


Mécanique.  — Mouvemenl  d'un  point  matériel  assujetti  à  res- 
ter sur  la  surface  d'un  cône  de  révolution  et  attiré  vers  le  sommet 
du  cône  en  raison  inverse  du  carré  de  [a  distance.  Développement 

de  la  trajectoire.  Réaction  de  La  surface. 
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Épreuve  métallique.  —  Calculer  les  coordonnées  équatoriales 
d'une  étoile  dont  les  coordonnées  écliptiques  sont 

l  =  i46°i6'  6",  21, 

X  =      o°  4  3'  42",  67, 

l'obliquité  de  l'écliptique  étant 

23° 27'  24",  34. 


Lille. 


Analyse.  —  i°A  quels  caractères  reconnaît-on  qu'une  fonction 
f{x,  Y,  z)  est  maximum  ou  minimum,  ou  n'est  ni  l'un  ni  l'autre 
pour  un  système  de  valeurs  x,  y,  z  qui  annule  les  dérivées  pre- 
mières de  cette  fonction,  mais  qui  donne  des  valeurs  différentes 
de  zéro  à  ses  dérivées  secondes? 

20  Trouver  la  fonction  y  de  x  qui,  faisant  acquérir  une  valeur 
donnée  G  à  l'intégrale 


L 


y*dx, 


rend  minimum  l'intégrale 


/: 


(7'2-73)^. 


Mécanique.  —  i°  Stabilité  de  l'équilibre  dans  le  cas  où  la 
fonction  des  forces  est  maximum. 

20  Déterminer  le  mouvement  du  système  de  deux  points  pesants 
réunis  par  une  tige  rigide  sans  masse  ;  chacun  de  ces  points 
éprouve,  en  sens  contraire  de  sa  vitesse,  une  résistance  propor- 
tionnelle à  cette  vitesse.  On  connaît  la  position  initiale  de  la  tige 
et  l'on  suppose  les  vitesses  initiales  des  deux  points  situés  avec  la 
tige  dans  un  même  plan  vertical. 

Epreuve  pratique.  —  Deux  observations  faites  à  deux  épo- 
ques différentes  d'un  même  mois  ont  donné  pour  la  déclinaison  du 
Soleil  : 

1" 0  =    6°26f4o" 

2" 8'  =    l3°I2'20" 
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La  différence  de-,  ascensions  droites  esl    a     -s=  1-  ,6. 

En  déduire  L'obliquité  d<-  l'écliptique. 

Lyon. 

Analyse.  —  Une  surface  rapportée  â  des  axes  re<  langui  a  in 

pour  équation 

On  demande  de  déterminer  pour  un  point  de  la  surfa<  e  choisi  à 
volonté  :  i°les  rayons  de  courbure  des  sections  principales;    I    les 

directions  de  ces  sections  par  rapport  aux  axes. 
Intégrer  l'équation 

d3y       ~d-y  dy 

dx*  dxl  dx      J 

Epreuve  pratique.   —  La  comète  Swift-Brooks  a  une   orbite 
dont  les  éléments  de  position  sont  : 

Longitude  du  périhélie tt  =    v.<V'o'    1'.  \ 

Longitude  du  nœud  ascendant Q  —  278  7   |o 

Inclinaison  sur  l'écliptique i  =    780  '{  j"  .  1 

Le  i5  avril  1 883,  à  minuit  moyen  de  Paris,  cette  comète  avait 
pour  anomalie  moyenne 

P  =  79*2i'4i',6. 

Calculer   la   longitude  et  la   latitude    héliocentriques   correspon- 
dantes. 

Marseille. 

Analyse.  —  Trouver  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface 

déterminer  la  fonction  /  par  la  condition  que  les  lignes  asympto- 
tiques de  la  première  série  coupent  orthogonalemenl  celles  de  la 
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seconde.  Trouver  dans  cette  hypothèse  les  lignes  asymptotiques 
de  la  surface  sous  forme  finie.  Discussion. 


Mécanique.  —  On  considère  l'hyperboloïde  de  révolution  en- 
gendré par  la  rotation  d'une  droite  AB  autour  d'un  axe  fixe  Os 
qui  ne  la  rencontre  pas.  La  plus  courte  distance  OA  des  deux 
droites  est  égale  à  a.  La  direction  de  AB  fait  avec  Os  un  angle 
de  45°. 

Un  point  matériel  ni  non  pesant  de  masse  égale  à  l'unité  se 
meut  sans  frottement  sur  cet  hyperboloïde  sous  l'action  d'une 
force  constamment  dirigée  vers  le  point  O  et  proportionnelle  à  la 
distance.  On  supposera  que  l'attraction  à  l'unité  de  la  distance  est 
égale  à  A-2. 


On  demande  d'étudier  le  mouvement  du  point  M  dans  le  cas 
particulier  où  les  données  initiales  sont  les  suivantes  :  i°  dans  sa 
position  initiale,  le  point  M  est  en  A;  2°  la  vitesse  initiale  est  égale 

àKay/a;  3°  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  qui  est  d'ailleurs 
nécessairement  dans  le  plan  tangent  en  A,  fait  un  angle  de  6o° 
avec  Os.  On  demande  aussi  de  calculer  la  pression  et  de  déduire 
de  ce  calcul  une  observation  sur  la  nature  de  la  trajectoire. 

Si  l'on  définissait  le  mouvement  du  point  M  en  considérant  ce 
point  comme  assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  génératrice  AB  pendant 
que  cette  génératrice  tourne  autour  de  Os,  quel  serait  le  mouve- 
ment relatif  de  ce  point  et  quelle  serait  à  chaque  instant  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  de  AB  autour  de  Os. 

Epreuve  pratique.  —  Etant  données  la  longitude  \  et  la  lati- 
tude ,3  d'un  astre,  ainsi  que  l'inclinaison  de  l'écliptique  s,  calculer 
l'ascension  droite  et  la  déclinaison  de  cet  astre. 

X=  235°  48' 25",  6, 
P=—  6°29'48",5, 
£=        23°27'i5",5. 
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Montpellier. 
Analyse.  —  Étant  donnée  L'équation  différentielle 

P  dx  -r-  Q  dy  =  o, 

où  l>  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  et  dej,  démontrer  qu'il  existe 
une  fonction  v  de  x  et  de  r,  telle  que  L'expression 

p  I  ydx  -+-  ^  Q  dx 

soit  une  différentielle  exacte. 

Donner  l'expression  générale  des  facteurs  tels  que  v,  Lorsqu'on 
connaît  l'un  d'eux.    Trouver  un  facteur  v   lorsqu'on  Bail   qu'il   esl 

indépendant  de  x  ou  de  y. 

Mécanique.  —  Mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface 
de  révolution  donnée.  L'axe  de  figure  est  pris  pour  axe  des  z  et  la 
force  motrice,  constamment  parallèle  à  cet  axe,  est  supposée  une 
fonction  donnée  de  z. 

Montrer  que  le  problème  peut  toujours  se  ramener  aux  quadra- 
tures.  On  effectuera  complètement  le  calcul  dans  lecas  où,  la  sur- 
face étant  un  cône  dont  le  sommet  est  à  l'origine,  la  force  esl  pro- 
portionnelle à  z. 

Epreuve  pratique.  —  i°  Le  2  mai  1 883,  la  déclinaison  «lu  So- 
leil au  midi  vrai,  à  Paris,  est  trouvée  égale  à  i5°2i'i7%3.  Le  1 
du  même  mois,  la  déclinaison  est  2  i°5  \'  Zo,  (). 

L'accroissement  de  l'ascension  droite  dans  l'intervalle  esl 


■  lif/m  'f,!    fi ." 
I     3  4       |C)  ,bJ. 


En  déduire  l'obliquité  de  l'écliptiquc. 

20  Mouvement  du  Soleil  en  ascension  droite.  Inégalité  des  jours 
solaires.  Equation  du  temps.  On  indiquera  seulement,  s,m>  dé- 
monstration, les  calculs  ou  les  développements  qui  se  rapportent 

à  ces  questions. 


IlO 
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Nancy. 


Analyse.  —  i°  Définition  d'une  intégrale  prise  entre  des  li- 
mites imaginaires  données.  L'intégration  étant  faite  successive- 
ment suivant  deux  lignes  différentes  terminées  aux  deux  points 
qui  représentent  ces  limites,  la  valeur  de  l'intégrale  peut  rester  la 
même. 

Comme  application,  expliquer  comment  il  faut  mener  les  diffé- 
rentes lignes  que  doit  suivre  la  variable  z  pour  que  l'intégrale  ob- 
tienne 


r^ï  dz 
J.-H   sin-3 


k   sin 

2 


ses  différentes  valeurs. 

20  Trouver  une  équation  différentielle  entre  x,  y  qui  renferme 
toutes  les  hyperboles  équilatères  tracées  dans  un  plan  et  ayant 
leur  centre  en  un  point  donné  (x,  y  sont  deux  cordonnées  rectan- 
gulaires). 

3°  Intégrer,  d'après  les  règles  connues,  l'équation  différen- 
tielle 


/  ,      ax^r        /  dry 


x 


dx 


dy 


Mécanique.  —  Deux  points  pesants  M,  M'  sont  réunis  par  une 
tige  de  longueur  invariable  a  dont  on  négligera  la  masse.  Ils  sont 
assujettis  à  glisser  sans  frottement,  le  premier  sur  une  sphère  fixe 
de  rayon  a  égal  à  la  longueur  de  la  tige,  le  second  sur  le  diamètre 
vertical  de  cette  sphère  : 

i°  Etudier  le  mouvement  du  système. 

2°  Déterminer  l'état  initial  de  manière  que  le  point  M  décrive 
un  cercle  horizontal.  Quelle  est,  dans  ce  cas,  la  durée  de  la  révo- 
lution? 


Epreuve  pratique.  —  En  un  lieu  dont  la  latitude  est 

X  =  j8°4i'3i". 
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on  a  observé  à  un  certain  instant  l'aziroul  \  el  la  distant  e  zéni- 
thale Z  d'une  étoile 

\       ig°i5'4 

Z       6i°  [8 

Calculer  l'heure  sidérale  de  cet  instant.  On  connaît  l'ascension 

droite 

et  la  réfraction  calculée  est  i',  8. 

Poitiers. 

Analyse.  —  Trouver  l'équation  générale  des  surfaces  telles  que 
si,  par  un  point  M  de  l'une  d'elles,  on  mène  la  normale  MP  termi- 
née au  plan  des  xy%  la  longueur  MP  soit  égale  à  la  distance  OP 
du  point  P  à  l'origine  des  cordonnées. 

Déterminer  celle  de  ces  surfaces  qui  passe  par  la  spirale  conte- 
nue dans  le  plan  des  xy  et  dont  l'équation  est 


sj  x'1  —  y2  —  a 


m  arc lang 


Mécanique.  —  i°  L'extrémité  A  d'une  droite  AB  se  meut  sur 
une  circonférence  dont  le  rayon  est  précisément  égal  à  AB,  tandis 
que  l'extrémité  B  se  meut  sur  un  diamètre  de  cette  circonférence. 
En  quoi  consiste  le  mouvement  épicycloïdal  d'une  ligure  pi. me 
entraînée  par  AB. 

2°  Un  point  matériel  pesant  de  masse  m  a  été  abandonné 
sans  vitesse  initiale  relative  dans  un  tube  étroit,  mobile  autour 
d'une  verticale  de  son  plan  et  qui  a  reçu  une  vitesse  angu- 
laire initiale.  Quelle  est  la  valeur  de  la  pression  exercée  par 
le  point  normalement  au  plan  du  tube  et  quelle  est  l'accélé- 
ration qui  en  résulte  pour  le  système  formé  par  le  tube  el  le 
point.  Signification  de  l'intégrale  de  l'équation  ainsi  obtenue. 
On  désignera  par  y.  le  moment  d'inertie  du  tube  par  rapport  à 
l'axe. 

Épreuve  pratique.     -  Le  [er  janvier  1870,  les  coordonnées  lié- 
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lioccntriques  de  Vénus  avaient  pour  valeur 

Longitude 1 1  \°i'ï  12",  i 

Latitude  boréale i°    8'  37",  5 

Rayon  vecteur 0,7185679 

On  demande  de  caleuler  les  coordonnées  géocentriques  de  cette 
planète,  sachant  que  ce  même  jour  la  Terre  avait  pour  coordon- 
nées héliocentriques 

Longitude ioo°43'io",4 

Rayon  vecteur 0,9832602 

Rennes. 

Analyse.  —  Le  point  P  étant  la  projection  d'un  point  quel- 
conque M  d'une  surface  sur  le  plan  des  xy  et  le  point  N  étant  la 
trace  de  la  normale  en  M  sur  le  même  plan,  quelle  doit  être  cette 
surface  pour  que  l'angle  NOP  soit  constant? 

Etudier  les  intersections  des  surfaces  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété par  des  sphères  avant  leur  centre  à  l'origine  des  coordon- 
nées. 


Mécanique.  —  Un  point  matériel  libre  est  soumis  à  l'action  de 
deux  forces  :  l'une  est  une  attraction  vers  l'origine  O  des  coor- 
données inversement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  et 
dont  la  valeur  à  l'unité  de  distance  est  jji,  l'autre  parallèle  àO: 
est  de  sens  contraire  à  la  composante  de  la  première  suivant  cet 
axe  et  double  de  cette  composante. 

On  imagine  deux  hyperboloïdes  équilatères  de  centre  O,  de  ré- 
volution autour  de  O:,  passant  l'un  par  le  mobile,  L'autre  par  l'ex- 
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trémité  d'une  droite  égale  h  parallèle  à  la  vitesse  menée  pari  ori- 
gine O  et  l'on  demande  : 

i°  Comment  varient  les  axes  de  cea  deux  surfaces  : 
2"  De  réduire  La  détermination  du  mouvemenl  à  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  : 

3°  D'intégrer  eette  équation  et  d'étudier  Le  mouvemenl  dam  le 
eas  particulier  où  le  mobile  placé  à  L'origine  du  temps  lur  le 
plan  zx  reçoit  parallèlement  aux  y  une  vitesse  égale  su  quo- 
tient de  yjl  par  sa  distance  à  l'origine.  On  examinera  en  particu- 
lier comment  varient  la  direction  de  la  force,  la  grandeur  de  la 
vitesse  et  quelle  est  la  nature  de  la  trajectoire? 

Epreuve  pratique.  —  Quelle  est  l'heure  solaire  vraie  dans  un 
lieu  dont  la  latitude  est  de 

45°5a'34*,26 

quand  la  hauteur  du  Soleil,  corrigée  de  la  réfraction,  est  de 
29"48/3'j'/,  18,  sa  déclinaison  boréale  étant  de  i5°28'32*,58? 

Toulouse. 

Analyse.  —  i°  On  demande  les  trajectoires  orthogonales  des 
courbes  représentées  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équa- 
tion 

y%-\-  3x- —  ax  =  o, 

où  a  désigne  le  paramètre  variable. 

2°  Evaluer  l'aire  de  la  boucle  formée  par  une  de  ces  trajec- 
toires. 

Mécanique.  —  Un  mobile  assujetti  à  décrire  une  courbe  repré- 
sentée en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

r  =  —  (n-  cosO) 

2 

est  soumis  à  Faction  d'une  force  répulsive  constante  i  k'1  a  éma- 
nant du  pôle.  Il  est  placé  en  un  point  I>  de  celle  courbe  sans  vi- 
tesse initiale.  On  demande  : 

i"  D'étudier  le  mouvement  du  point  sur  la  courbe: 
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2°  De  montrer  que  le  mobile  mettra  toujours  le  même  temps 
pour  atteindre  le  sommet  A  de  cette  courbe,  quel  que  soit  le  point 
de  départ  B  ? 

3°  De  calculer  la  pression  du  point  sur  la  courbe. 

Epreuve  pratique.   —    L'anomalie     vraie  d'une    planète    est 

II2°28'42",  5. 

L'excentricité  de  l'orbite  est  égale  au  sinus  de  2°3/4a",8i. 
Trouver  l'anomalie  moyenne. 


COMPTES  RENDUS   il    ANAL1  51  - 
COMPTES  REND!  S  ET    INALYS1  - 


JORDAN    (C).  —   Cours  d'Analyse  or  l'Écolb  PolttichxiO/UI     I         11 
Calcul  intégral,  i  vol.  in-8°;  (3a  pages.  Parii   i 

Le  second  Volume  du  Cours  ds  inatyse  de  M.  Jordan  est  con- 
sacré à  la  théorie  des  Intégrales.  Par  Le  courl  résumé  qui  suit,  où 

l'on  s'est  efforcé  de  mettre  surtout  en  évidence  ce  qui  distingue  i  < 
Livre  des  Traités  classiques,  le  lecteur  pourra  juger  d<-  La  quantité 
considérable  de  matière  que  l'auteur  est  parvenu  à  condenser 
dans  un  petitnombrede  pages,  grâce  à  un  rare  talent  d'exposition, 
à  une  recherche  toujours  heureuse  de  la  concision  el  «le  l'élégance. 
Le  premier  Chapitre  se  rapporte  aux  intégrales  indéfinies,  1< 
second  aux  intégrales  définies;  on  y  notera  en  particulier  l'ingé- 
nieuse démonstration,  due  à  M.  Ilermite,  de  L'incommensurabi- 
lité de  tz  fondée  sur  la  considération  de  L'intégrale 

f        (i  —  X%)nCOSZxdx  : 

•  -   i 

la  démonstration  de  la  belle  formule  de  M.  Bonnel 

f  f(x)y(x)dx=f{xQ)  I    <f(x)dx+f(X)  f    i(x)dr, 

où  l'on  suppose  que  la  fonction  f(x)  varie  dans  le  même  sens  de 
Xq  à  X,  et  où  \  est  compris  entre  les  mêmes  limites  ;  l'exposé  <le> 
méthodes  les  plus  célèbres  pour  le  calcul  approché  des  intégrales 
définies.  Dans  le  troisième  Chapitre,  M.  Jordan  traite  des  intégrales 
multiples,  des  aires,  des  volumes,  des  centres  de  gravité,  des 
moments  d'inertie;  il  y  donne  l'expression  de  l'aire  de  L'ellipsoïde, 
la  démonstration  de  Gauss  du  théorème  fondamental  de  Y  Ugèbre, 
les  formules  pour  le  changement  de  variables.  Le  Chapitre  l\  esl 
intitulé  :  Des  fonctions  représentées  par  les  intégrales  définies; 
l'auteur  y  enseigne  les  règles  pour  la  différentiation  «i  L'intégration 
sous  le  signe  f  et  les  applications  classiques  de  ces  règles;  il  \ 
donne  une  théorie  succincte  des  intégrales  eulériennes,  compre- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  >'  série,  t.  NUI.  (  Voûl    1884.)  iô 
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nant  la  démonstration  de  la  formule  de  Stirling  et  du  théorème 
de  Bernoulli,  une  théorie  de  la  fonction  potentielle  comprenant, 
outre  les  propriétés  élémentaires  de  cette  fonction  pour  le  cas  d'un 
volume  ou  d'une  surface,  les  théorèmes  de  Green  et  la  méthode  de 
Gauss  pour  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

Le  Chapitre  suivant  contientla  démonstration  et  la  généralisation 
des  propositions  de  Lejeune-Dirichlet  sur  les  développements  des 
fonctions  en  séries  trigonométriques,  ou  procédant  suivant  les 
fonctions  de  Laplace,  démonstration  fondée  sur  les  théorèmes 
généraux  que  l'on  doit  à  M.  du  Bois-Reymond.  Enfin  les  deux 
derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  théorie  des  variables  ima- 
ginaires et  des  fonctions  elliptiques,  d'après  les  principes  de 
Cauchy,  et,  plus  particulièrement,  d'après  la  Théorie  des  fonctions 
doublement  périodiques  de  MM.  Briot  et  Bouquet.  «  Les  Cha- 
pitres VI  et  VII  du  présent  Volume,  dit  M.  Jordan  dans  sa  Préface, 
ne  sont  guère  qu'un  résumé  de  ce  bel  Ouvrage.  »  Ajoutons  que 
le  Chapitre  V  contient  les  théorèmes  de  M.  Weierstrass  et  de 
M.  Mittag-Leffler  sur  les  fonctions  entières  et  les  fonctions  uni- 
formes. Dans  le  Chapitre  VI,  on  trouvera  le  théorème  d'Abel,  son 
application  à  l'intégrale  elliptique,  les  propriétés  élémentaires  des 
fonctions  elliptiques,  leur  expression  au  moyen  des  fonctions  9, 
les  théorèmes  sur  l'addition,  une  étude  rapide  du  problème  de 
la  transformation  et  de  la  multiplication,  l'introduction  de  l'équa- 
tion modulaire,  enfin  l'expression,  au  moyen  des  fonctions  9,  des 
intégrales  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième  espèce,  effectuée 
en  partant  de  la  formule  de  décomposition  en  éléments  simples, 
due  à  M.  Hermite.  J.  T. 
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ÉLOGE  DE  M.   VICTOR  PUISEUX, 

LO   DANS   LA    SÉANCE    HBUQIE   ANNUELLE   DE    l' \<  M.i.Mii.    DEfl    SCIENCES    i>i     S    MM    l8&4 1 

Par  M.  .1.  BERTR  WD 

Le  Secrétaire  perpétuel  <!<•  l'Académie  des  Sciences,  dans  la 
séance  publique  de  l'année  1722,  après  avoir  loin'  chez  un  acadé- 
micien la  simplicité  du  caractère,  aussi  grande  que  la  supériorité 
de  son  esprit  pouvait  le  permettre,  ajoutait  aussitôt  :  «  J'ai  déjà 
donné  cette  louange  à  tant  de  personnes  de  cette  académie,  qu'on 
peut  croire  que  le  mérite  en  appartient  plus  à  nos  sciences  qu'à 
nos  savants.  »  Les  temps  ont  changé.  L'indifférence  pour  la  fortune, 
l'attente  tranquille  de  la  renommée,  l'antique  mépris  de  Socratc 
pour  tout  ce  pour  quoi  les  hommes  tant  veillent,  courent,  tra- 
vaillent, naviguent  et  bataillent,  ne  sont  aujourd'hui  ni  l'apanage 
de  nos  sciences,  ni  le  trait  commun  à  nos  savants  ;  ils  appartiennent 
à  des  exceptions.  Victor  Puiseux  en  était  une. 

iNotre  excellent  et  vénéré   confrère  nous   rappelait  ces  acadé- 
miciens du  vieux  temps,  si  simples  et  si  modestes,  dont  la  bonté  et 
les  rigides  vertus  mêlaient  au  sourire  de  Fontenelle  une  émotion 
sincère  et  continue.  On  imagine   sans  efforts  la  figure  paisible  et 
toujours  égale  de  Puiseux,  dans  la  compagnie  de  Desbilettes  qui 
aimait  le  bien  avec  superstition  et  qui,  pour  se  dérober  à  l'éloge 
dont  il  savait  l'usage  établi,  mit  tant  de  soin  à  cacher  sa  vie  que  la 
brièveté  des  détails  répondit  à  son  intention  ;  d'  Vmontons,  dont  la 
droiture  si  naïve  et  si  peu  méditée  faisait  paraître  l'impossibilité 
de  se  démentir;  de  Méry   qui,  dans  sa  réputation,  ne  mettait  rien 
du  sien  que  son  mérite;  de  Bourdelin,  dont  Fontenelle,  pour  ne 
pas  se  rendre   suspect  d'exagération,   n'osait  dire  dans   son   éloge 
toute  la  douceur  et  toute  la  bonté;  de  Duvernev  qui,  dans  les  in- 
tervalles que  lui  laissaient  ses  souffrances,   ne  consentit  jamais  à 
ralentir  ses  travaux  (sa  santé  en  souffrait,  mais  il  aurait  encore  plus 
souffert  de  les  négliger);  de  Duhamel  surtout,  qu'après  avoir  loué 
comme  savant  et  comme  académicien,   Fontenelle  n'osait  repré- 
senter comme  homme,  ne  se  jugeant  pas  digne,  disait-il,  de  faire 
le  panégvrique  d'un  saint. 
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\  ictor  Puiseux  naquit  à  Argenteuil  le  16  avril  1820.  Son  père, 
receveur  des  contributions,  fut  appelé  trois  ans  après  à  Longwy, 
puis  à  Pont-à-Mousson,  où  notre  confrère  fit  ses  premières  études. 

M.  Puiseux  père  était  un  homme  d'esprit;  il  aimait  le  théâtre, 
jouait  à  l'occasion  la  tragédie,  et  ses  amis  l'applaudissaient. 

La  fermeté  de  Victor,  inébranlable  pour  le  bien  dans  toutes  les 
rencontres  de  sa  vie,  se  tourna  d'abord  en  entêtement.  Agé  déjà  de 
cinq  ans,  il  refusait  d'apprendre  à  lire  et,  par  une  impassible  inertie, 
décourageait  la  douce  sévérité  de  sa  mère.  On  eut  recours  à  la 
ruse.  Mme  Puiseux  commençait  d'amusants  récits;  mais,  lorsque 
l'intérêt  était  au  comble,  quand  les  veux  de  l'enfant  brillaient  de 
joie,  au  moment  où  l'imagination  de  Victor  le  perdait  avec  le  petit 
Poucet  dans  les  profondeurs  de  la  forêt,  évoquait  Cendrillon  ma- 
gnifiquement parée,  le  faisait  rougir  pour  le  marquis  de  Carabas, 
contraint  par  les  ruses  du  chat  botté  de  se  montrer  sans  habits,  on 
lui  disait:  Devine  la  fin.  Ce  furent  ses  premiers  problèmes.  L'enfant 
inventait  des  solutions  :  le  livre  de  Perrault  cachait  la  véritable; 
pour  l'y  trouver,  il  fallait  savoir  lire;  Victor  ne  fut  pas  long  à 
apprendre.  Ce  premier  pas  fut  le  seul  difficile.  Toujours  supérieur 
à  ses  condisciples,  Puiseux,  chaque  année,  franchissait  une  classe  et 
conservait  le  premier  rang;  à  l'âge  de  quatorze  ans,  il  étudiait  en 
rhétorique,  avec  éclat,  nous  en  avons  la  preuve.  D'après  les  vieilles 
usances  du  collège,  le  jour  de  la  distribution  des  prix,  un  élève, 
choisi  parmi  les  meilleurs  des  premières  classes,  prononçait  un  dis- 
cours longuement  médité.  L'orateur  désigné  pour  l'année  1 834  fut 
Victor  Puiseux.  Son  esprit  précoce  et  solide,  déjà  tourné  vers 
l'exacte  vérité,  ne  l'était  pas  vers  l'éloquence;  il  allait  droit  au  but 
sans  égayer  et  sans  orner  la  route.  Docile  cependant  au  désir  de 
ses  maîtres,  il  joua  gravement  son  personnage  et  sortit  de  l'épreuve 
à  leur  honneur.  Un  discours  très  sensé  sur  l'utilité  des  sciences  phv- 
siques,  débité  sans  chaleur,  mais  sans  embarras,  fut  approuvé  par 
de  bons  juges.  Les  mots  techniques  inconnus  à  son  maître  de  rhé- 
torique v  étaient  amenés  à  propos  et  employés  avec  justesse.  Victor, 
à  les  apprendre,  avait  trouvé  plaisir  et  profit;  les  lettres,  qu'il  aimait, 
n'avaient  détourné  de  la  Science  ni  ses  regards  curieux  des  vérités 
visibles,  ni  son  esprit  prompt  à  tout  comprendre;  lisant  à  l'aventure 
des  livres  d'Algèbre,  résolvant  sans  maître  des  problèmes  de  Géo- 
métrie, butinant  des  plantes  dans  ses  promenades,  dès  que  sa  eu- 
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riosilé  était  frappée,  il  l<-  disait.  Sans  l'entêter  de  rien,  il  méditait 
surtout.  Son  esprit  actif  et  patient  ressemblait  à  ces  puissantes 
machines  qui,  sans  s'efforcer  ni  se  ralentir,  triomphent  silencieu- 
sement de  tout  obstacle. 

M.  Léon  Puiseux,  brillant  élève  «le  l'Ecole  Normale,  décida 
parents,  un  peu  effrayés  de  la  dépense,  à  envoyer  son  jeune  frère 
dans  une  pension  de  Paris.  Accoutumé  à  la  liberté,  \  ictor  respectait 
toutes  les  règles;  c'est  pour  cela  qu'elles  le  gênaient,  ipprouvé 
par  son  frère  qui  le  connaissait  et  ne  craignait  rien,  il  désira,  tout 
en  suivant  les  classes  du  collège,  étudier  seul  et  libre  dans  une 
chambre  à  lui.  Sage  et  sérieux,  esclave  de  sa  parole,  attentif  à  tous 
les  devoirs,  Victor,  se  formant  Lui-même,  se  ménageait  du  temps 
pour  le  plaisir,  je  veux  dire  pour  la  méditation,  la  lecture,  les  ca- 
pricieuses recherches  et  l'ambitieux  projet  de  tout  apprendre. 
Cette  méthode  irrégulière,  toujours  utile  et  précieuse,  pouvait 
suffire  alors  à  un  esprit  d'élite  pour  préparer  de  bons  examens;  ;'i 
la  fin  de  l'année,  l'étudiant  de  quinze  ans  était  admis  quatrième  à 
l'école  navale.  Le  premier  de  la  liste  est  devenu,  comme  Puiseux, 
membre  de  l'Académie  des  Sciences.  Puiseux,  s'il  l'eût  voulu, 
serait,  comme  lui,  devenu  amiral.  Très  ferme  et  très  doux,  attentif 
à  tout  observer,  patient  à  l'étude,  infatigable  au  travail,  Puiseux 
avait  les  qualités  et  les  curiosités  d'un  marin;  il  n'en  eut  pas  les 
ambitions  et  préféra  à  l'école  de  Brest  les  leçons  de  Sturm,  au 
collège  Rollin.  Le  maître  était  digne  de  l'élève;  il  devina,  sans  se 
tromper  en  rien,  sur  les  bancs  de  la  classe  un  maître  futur  de  la 
S.ience. 

Puiseux  n'obtint  au  concours  général  des  lycées  de  Paris  que  le 
second  prix  de  Mathématiques;  ce  fut  une  surprise  pour  ses  ca- 
marades, pour  Sturm  une  déception.  Ce  second  prix,  pourtant, 
auquel  se  joignait  le  premier  prix  de  Physique,  attira  l'attention 
du  chef  de  l'Ecole  Normale.  Léon  Puiseux,  depuis  quelques  mois 
déjà,  avait  sollicité  pour  son  frère,  de  deux  ans  trop  jeune,  la 
faveur  d'une  dispense  d'âge.  Victor  Cousin  l'avait  éloquemment 
rebuté.  «  Nous  n'en  usons  pas  de  la  sorte,  s'était  écrié  l'illustre 
philosophe;  la  règle  est  notre  palladium  :  elle  s'impose  à  lotis  et  je 
suis  son  esclave.  »  La  servitude  était  volontaire.  Le  succès  du 
jeune  candidat  lui  dicta  des  maximes  contraires.  «  Nous  sommes 
raisonnables  et  justes,  dit-il  à  Léon  Puiseux  ;  liés  par  nous-mêmes, 
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nous  savons   nous  délier  :    il  est  bon  qu'on  le   sache.  Votre  frère 
entrera  cette  année  ».  —  «  Permettez-moi  de  vous  rappeler,  mon- 
sieur le  conseiller  »  (tel  était  à  l'Ecole  le  titre  de  Cousin),  «  que 
le  concours  est  commencé  »,  répondit  Léon  Puiseux,  les  composi- 
tions sont  faites  et  classées  ».  —    «  Peu  importe,  nous  ferons  un 
examen  extra  temporel  ;  votre  frère  entrera  avec  les  autres.  »   Il 
en  aurait  coûté  à  l'un  des  concurrents  une  place  déjà   méritée. 
Puiseux  refusa  de  la  prendre.  Il  voulut  attendre  une  année,   et  le 
premier  rang  ne  lui  fut  pas  disputé.  Quatre  ans  plus  tard,  à  l'âge 
de  vingt  et  un  ans,  Puiseux  était  nommé  professeur  à  Rennes. 
Le  zèle  pour  la  Science  était  petit  chez  ses  écoliers.  Le  seul  pro- 
gramme du  baccalauréat  servait  de  stimulant  à  leur  travail  et  de 
limite  à  leurs  études.  Le  jeune  maître  avait  de  grands  loisirs.  Aux 
spéculations  géométriques,  il  mêlait  des  promenades  de  naturaliste, 
embrassant,  suivant  sa  coutume,  avec  la  même  ardeur,  j'oserai  dire 
avec  la  même  force,  les  études  les  plus  différentes.  Pendant  ses 
premières  vacances,  en  compagnie  d'Auguste  Saint-Hilaire,  un  de 
ses  maîtres  à  la  Faculté  de  Paris,  la  passion  de  savoir  le  conduisit 
en  Norvège.  Fidèle  au  dessein  du  voyage,  c'est  à  l'étude  des  plantes 
qu'il    s'appliqua    surtout,    et  son    savant  compagnon,   le   croyant 
engagé  pour  toujours,  attendait  tout  pour  la  Physiologie  végétale 
de  cet  esprit  lent  à  émouvoir,  prompt  à  exceller. 

Adrien  de  Jussieu,  rencontrant,  quelques  mois  après,  un  jeune 
homme  auquel  la  ville  de  Prennes  était  bien  connue,  lui  parlait 
d'un  jeune  homme  habitant  de  Rennes  de  grande  espérance,  dont 
son  confrère  Auguste  Saint-Hilaire  vantait  la  science  et  la  vigueur 
d'esprit  :  c'était  Puiseux.  S'il  n'eut  été  géomètre,  il  serait  devenu 
botaniste. 

Pendant  son  séjour  à  Rennes,  un  de  ses  collègues  au  lycée 
obtint,  par  une  thèse  excellente,  plusieurs  fois  citée  depuis,  le 
grade  de  docteur  es  sciences  mathématiques.  La  part  de  Puiseux 
n'y  est  pas  indiquée;  c'est  une  raison  de  plus,  peut-être,  pour 
placer  cette  ingénieuse  étude  tout  entière  au  nombre  des  délasse- 
ments utiles  à  d'autres  auxquels  sa  bonté  fut  toujours  prête. 

Pendant  qu'à  Rennes,  sans  dédaigner  son  modeste  rôle,  Puiseux 
s'appliquait  à  bien  faire,  d'ingénieux  travaux  mathématiques  et  le 
périlleux  avantage  d'une  réputation  précoce  le  désignèrent  pour 
de  plus  hautes  fonctions.  Il  fut  appelé  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
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Besançon,  où  <l**u  x  collègues  éminents,  Henri  Sainte-Glaire  I  )e\  il  h; 
et  Achille  Delesse,  >;i \ ;« i<*n t  comme  lui  que  mille  science  n'esl 
étrangère  à  nulle  autre  science.  Chacun  des  jeunes  savants,  par  on 
mérite  singulier,  aurait  pu  suppléer  les  deux  autres.  La  Franche- 
Comté,  pour  l'avenir  des  fortes  études,  n'avail  rien  à  souhaiter 
que  de  garder  longtemps  de  tels  maîtres.  On  le^  lui  laissa  quatre  ans. 
En  1847,  'es  trois  amis  se  retrouvaient  à  Paris,  maîtres  de  confé- 
rences tous  trois  à  l'Ecole  Normale. 

MM.  Deville,  Verdet  et  Pasteur  ont  fait  de  la  grande  Écol<  un 
des  loyers  de  la  lumière  qu'elle  doit  répandre.  Le  bien  est  conta- 
gieux. Les  Mathématiques  ne  pouvaient  rester  en  arrière.  Au  pre- 
mier rang  des  grands  maîtres  dont  la  renommée  a  attiré  à  l'Ecole 
des  élèves  qui  pourraient  se  passer  de  maîtres,  la  reconnaissance 
de  tous  inscrit  le  nom  de  Puiseux. 

Les  élèves  jugent  leurs  maîtres.  Leur  plus  sévère  critique  aux 
leçons  de  Puiseux  adressait  un  seul  reproche  :  elles  étaient  hop 
parfaites.  C'est  un  tort  quelquefois.  La  perfection  est  toujours  un 
peu  froide  :  c'est  par  là  qu'on  peut  en  médire.  Dieu  nous  garde 
pourtant  de  ceux  qui  la  dédaignent  et  croient  pouvoir  la  surpasser 
sans  l'atteindre.  «  La  bonne  façon  d'apprendre  »,  a  dit  saint 
François  de  Sales,  «  c'est  d'étudier  ;  la  meilleure,  c'est  d'écouler,  el 
la  très  bonne,  d'enseigner.  »  Puiseux  menait  de  front  ces  trois 
méthodes.  La  science  de  ses  disciples  redoublait  son  zèle;  lui- 
même  eut  le  bonheur  de  rencontrer  un  maître;  je  le  dis  à  la  gloire 
de  l'un  et  de  l'autre  :  il  devint  le  meilleur  élève  de  Cauch\ . 

«  La  science  du  sage  »,  dit  l'Ecriture,  «  estime  inondation  »  : 
telles  étaient  pour  l'Algèbre  les  leçons  de  Cauchv.  Fortifié  par  cette 
source  abondante  et  féconde,  l'esprit  de  Puiseux,  dont  le*-  travaux 
jusque-là  n'étaient  qu'excellents,  éleva  son  vol  et  lil  son  chef- 
d'œuvre.  Trente  années,  aujourd'hui,  ne  l'ont  pas  vieilli  d'un 
jour.  Ch.  Sturm,  notre  maître  bienveillant  à  tous,  mais  lier  sur- 
tout de  son  élève  du  collège  Roi  lin,  m'aborda  un  jour  par  celte 
question  que  personne  avant  Puiseux  ne  s'était  proposée  :  «  Si 
vous  suivez  le  long  d'un  contour  fermé  la  racine  d'une  équation 
dont  un  paramètre  représente  un  point  du  contour,  qu'obtiendrez- 
vous  en  revenant  au  point  de  départ?  »  —  «  Je  retrouverai  ma  ra- 
cine, répondis-je  sans  hésiter.  » —  «  Eh  bien,  non!  vous  ne  la 
retrouverez  pas  :  ce  Puiseux  le  démontre.    Il  a  l'ait  un  bien  beau 
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Mémoire!  »   Puis-je  oublier  le  maître   excellent  et  bon,  toujours 
fier  d'un  élève  bien-aimé  devenu  disciple  d'un  autre? 

Le  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques,  par  l'élévation  du 
sujet,  la  subtilité  des  méthodes  et  la  précision  des  résultats,  place 
sans  contredit  ce  Puiseux  au  premier  rang  des  innombrables  dis- 
ciples d'un  grand  génie,  chaque  jour  mieux  admiré  ;  c'est  un  rang 
d'honneur  dans  la  Science  et,  dans  la  vie,  un  beau  partage. 

La  Mécanique  céleste  attirait  Puiseux,  il  en  aimait  les  difficiles 
calculs  et  excellait  à  les  simplifier.  Une  chaire  à  la  Faculté  des 
Sciences  accorda  ses  inclinations  et  ses  talents  ;  les  plaisirs  devinrent 
un  devoir,  il  s'y  plut  davantage  encore. 

Au  Bureau  des  Longitudes,  dont  il  devint  bientôt  le  membre  le 
plus  actif,  et  à  l'Observatoire,  où  Le  Verrier,  qui  se  connaissait  en 
astronomes,  sollicita  son  concours,  aucun  calcul  ne  rebuta  sa  pa- 
tience. Toujours  dévoué  et  toujours  prêt,  la  sûreté  de  ses  résultats 
était  pour  tous  un  grand  repos.  Puiseux,  dans  la  distribution  du 
travail  nécessaire,  laissait  chacun  choisir  avant  lui  ;  la  tâche  la  plus 
lourde  était  son  lot;  on  pouvait  la  doubler  et  la  doubler  encore,  ni 
ses  amis  n'entendaient  une  plainte  ni  ses  collègues  une  réclamation 
jusqu'au  jour  où,  au  grand  étonnement  de  tous,  Puiseux  quitta 
successivement  l'Observatoire  et  le  Bureau  des  Longitudes.  «  Le 
travail  surpasse  mes  forces  »,  dit-il  simplement.  En  vain,  pour  re- 
tenir un  collègue  indispensable,  on  allégua  les  intérêts  de  la  Science  : 
Puiseux  ne  céda  pas  ;  on  lui  représenta  qu'il  sacrifiait  gravement 
les  siens  ;  il  n'y  avait  pas,  avec  lui,  apparence  de  mieux  réussir.  Son 
renoncement  ne  fit  tort  qu'à  la  fortune  de  sa  famille  :  il  abandonnait 
les  appointements,  non  les  travaux  d'Astronomie.  Dévoué  à  ses 
élèves,  il  mérita  la  reconnaissance  de  ses  successeurs  qui,  chaque 
jour,  profitent  de  son  œuvre!  Le  détail,  que  nous  supprimons, 
nous  enfoncerait  dans  la  plus  profonde  Géométrie. 

L'auteur  du  beau  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  avait, 
depuis  sa  jeunesse,  une  place  marquée  parmi  nous.  Chaque  année 
accroissait  ses  titres;  la  solidité  et  l'élégance  de  ses  études  sur  la 
Mécanique  céleste,  son  fructueux  dévouement  à  la  science  du  ciel, 
Je  faisaient  désirer  par  la  Section  d'Astronomie;  pendant  plus  de 
vingt  ans  aucun  vide  ne  s'y  produisit.  Puiseux  laissait  inscrire  son 
nom  sur  la  liste  des  candidats  à  la  Section  de  Géométrie,  où  Ton 
eût  été  surpris  de  ne  pas  le  voir,  s'abstenant  d'ailleurs  de  toute  dé- 
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marche.  En  prenant  soin  de  faire  valoir  ses  titres,  il  aurait  cru 
sortir  de  son  rôle  et  juger  par-dessus  l<-  juge.  Ces  candidatures 
modestes  et  paisibles  réussissent  lentemem  el  seulement  ans 
hommes    de    grand   mérite;    double    inconvénient,    même    pour 

beaucoup  de  ceux  qui  croiraient  n'avoir  à   en  redouter  qu'un  seul. 

Lorsque  nous  perdîmes  en  Lamé   le  plus  célèbre  représentant 
parmi  nous  de  la  Physique  mathématique,  l'élection  <l<-  Puiseus  ne 
pouvait  plus  être  retardée  :  l'Académie  avait  besoin  <b-  lui.  S 
éminents  concurrents,  dont  trois  déjà  sont  nos  confrères,  i  □  l'effa- 
çant devant  l'ancienneté  de   ses   titres,   s'inclinèrent  devant    Si 
grand  mérite.  Sur  cinquante-cinq  votants,  Victor  Puiseus  obtinl 
cinquante-cinq  suffrages.  Un  amour-propre  judicieux  pourrai i 
plaire  à  retarder  une  élection  pour  la  rendre  aussi   triomphante, 
mais  Tarn  our-propre  n'est  jamais  judicieux  et  la  modestie  de  Puiseus 
était  sincère. 

Toujours  égal  dans  son  dévouement  et  son  zèle,  quand  une 
étude  s'imposait  à  l'Académie,  entre  ses  confrères  également  pré- 
parés, Puiseux  se  trouvait  toujours  prêt;  quand  chacun,  retenu 
par  ses  propres  travaux,  sacrifiait  une  partie  de  son  temps,  s'il  le 
fallait,  Puiseux  donnait  le  sien  purement  etsimplcmcnt.  Les  calculs 
étaient  faits  rapidement  et  de  main  de  maître.  Jamais  Puiseux  ne 
s'en  fit  honneur.  Son  travail,  si  ses  confrères  avaient  gardé  le  silence, 
serait  resté  l'œuvre  commune. 

Puiseux,  dans  les  épreuves  de  la  vie,  acceptait  les  chagrins  avec 
résignation,  les  souffrances  avec  fermeté.  A  euf  d'une  épouse  ten- 
drement aimée,  trois  fils  excellents,  deux  filles  charmantes  el 
bonnes  faisaient  sa  consolation  et  sa  joie.  Le  fils  aîné,  studieux  el 
précoce  comme  son  père,  n'acheva  pas  ses  classes  brillamment 
commencées;  les  deux  filles,  atteintes  d'une  même  maladie,  s'étei- 
gnirent avant  leur  vingtième  année.  La  robuste  santé  de  notre COB 
frère  fut  ébranlée  à  son  tour;  de  continuelles  douleurs  ne  ralen- 
tirent ni  ses  travaux  ni  ses  longues  excursions.  Le  travail  était  un 
devoir  envers  la  Science,  les  courses  à  pied  un  utile  divertissement 
et  les  ascensions  périlleuses  un  exercice  salutaire  pour  les  deux 
fils  qu'il  ne  quittait  pas. 

Puiseux  songeait  à  tout,  jamais  à  lui-même  ;  quand  il  consentit 
à  se  soigner,  le  mal  était  sans  remède.  Plusieurs  années  de  con- 
tinuelles souffrances  ne  purent  lui  arracher  une  plainte;  ri  cal- 
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culait,  en  attendant  la  mort,  les  observations  du  passage  de  Vénus. 

On  raeonte  qu'un  pieux  missionnaire  avait,  en  de  lointains 
pays,  converti  à  sa  loi  le  plus  puissant  personnage  de  la  contrée. 
Heureux  de  son  œuvre,  trop  modeste  pour  l'attribuer  à  son  élo- 
quence, dans  cette  conversion  il  voyait  un  miracle.  «  Je  m'en 
réjouis  comme  vous  »,  lui  répondit  une  des  victimes  les  plus  ex- 
posées au  mauvais  caractère  du  néophyte.  «  Mais  va-t-il  devenir 
moins  orgueilleux,  moins  défiant,  plus  doux,  plus  affable  et 
plus  franc?  Aurons-nous,  désormais,  un  maître  juste  et  bon?  » 

«  Vous  demandez  »,  répondit  le  saint  homme,  «  un  second  mi- 
racle. »  Lesdeux  miracles  se  sont  accomplis  pourPuiseux,et  ceux  qui 
l'ont  connu  depuis  son  enfance  ne  sauraient  dire  à  quelle  époque. 


NOTICE  SUR  VICTOR-ALEXANDRE  PUISEUX, 

.Membre  de  l'Institut,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  né  a  Argenteuil 

(Seine),  le  16  avril  1820,  mort  a  Fontenay  (Jura)  le  9  septembre  i883  ('). 

Savant  de  premier  ordre,  professeur  incomparable,  M.  Puiseux 
était  une  des  gloires  de  l'Ecole  Normale  et  de  l'Université  ;  sa  mo- 
destie égalait  son  mérite;  s'il  a  voulu  qu'aucun  discours  ne  fût 
prononcé  sur  sa  tombe,  il  me  sera  permis  cependant  de  rappeler 
ici  les  travaux  qui  rendront  sa  mémoire  impérissable,  et  les  émi- 
nentes  qualités  qui  le  faisaient  aimer  et  admirer  de  tous  ses  élèves 
et  de  tous  ses  collègues. 

Puiseux  (Victor- Alexandre)  naquit  à  Àrgenteuil  le  16  avril 
1820;  son  père,  receveur  des  contributions  indirectes,  fut  appelé 
trois  ans  après,  par  ses  fonctions,  à  Longwy  en  Lorraine,  et  en  1 826 
à  Pont-à-Mousson. 

C'est  au  collège  de  cette  ville  que  M.  Puiseux  lit  ses  premières 
études;  la  précocité  de  son  intelligence  et  les  dispositions  excep- 
tionnelles qu'il  manifestait  pour  les  sciences  déterminèrent  ses 
parents  à  l'envoyer  achever  ses  études  à  Paris;  à  l'âge  de  quatorze 
ans,  il  vint  occuper  une  petite  chambre  de  la  rue  Saint-Jacques  ; 

(')  Cette  Notice,  due  à  M.  Félix  Tisserand,  a  été  lue,  le  i3  janvier  188$,  ■'  \* 
réunion  annuelle  de  la  Société  des  anciens  élevés  de  l'École  .Normale  et  publiée 
dans   le  Jiullelin  île  l'Association. 
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il  s'y  livrait  au  travail  avec  une  ardeur  incroyable,  n*ayanl  pour 
distraction  que  de  longues  promenades  â  pied,  pour  lesquelles  il 
manifesta  toute  sa  vie  un  goût  très  prononcé,  et  de  fréquentes  vi- 
sites à  son  frère  aine,  déjà  élève  de  l'École  Normale,  dans  la  S 

tion  des  lettres. 

L'année  suivante,  en  raison  de  la  situation  de  fortune  de  -.1  fa- 
mille, il  dut  accepter  une  bourse  au  collège  Rollin.  En  iv 
seulement  de  seize  ans,  il  avait  terminé  le  cours  de  Mathématiques 
spéciales,  et  demandait  l'autorisation  d<-  >«•  présenter  a  l'École 
Normale;  le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  M.  Cousin,  refusa 
cette  autorisation;  quelques  jours  après,  M.  Puiseux  remportait 
le  premier  prix  de  Physique  au  concoure  général.  M.  Cousin, 
amené  ainsi  à  regretter  sa  décision,  lit  oll'rir  au  jeune  lauréal  de 
le  nommer  élève  de  l'Ecole,  par  un  décret  spécial;  celui-ci  refusa, 
entendant,  disait-il,  entrer  au  concours,  et  par  la  grande  porte. 

L'année  suivante,  il  remportait  le  premier  prix  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  et  entrait  cette  fois  sans  difficulté  à  l'École  Nor- 
male. La  supériorité  de  son  intelligence  le  mit  de  suite  au  premier 
rang.  A  cette  époque  remonte  sa  liaison  avec  M.  Bersot,que  L'École 
pleure  encore,  et  avec  MM.  Briot  et  Bouquet,  qui  lui  ont  voué 
depuis  une  amitié,  une  affection  inaltérables. 

Tous  les  camarades  de  M.  Puiseux  étaient  attirés  irrésistible- 
ment vers  lui,  et  par  l'évidence  de  son  mérite,  et  par  l'élévation 
de  son  caractère  ;  les  cours,  moins  nombreux,  moins  bien  organisés 
qu'aujourd'hui,  laissaient  subsister  plus  dune  difficulté  dans  l'es- 
prit des  élèves;  M.  Puiseux  éclaircissait  tout,  et,  déjà  érudil,  il 
initiait  ses  camarades  aux  principaux  Mémoires  publiés  à  l'étranger. 

On  ne  s'occupait  pas  que  de  science  à  L'Ecole;  les  discussions 
philosophiques  et  religieuses  y  étaient  fort  vives;  M.  Puiseui  \ 
prenait  une  part  active,  et  mettait  au  service  de  ses  convictions 
religieuses  l'ascendant  naturel  que  son  intelligence  d'élite,  la  tolé- 
rance de  son  esprit  et  la  modération  de  son  langage  lui  avaient 
assuré  tout  d'abord;  dans  ces  questions  délicates,  on  Le  consultai! 
toujours,  on  tenait  à  ses  conseils,  aussi  bien  que  quand  il  s'agissait 
d'un  problème  d'Analyse  mathématique. 

Toutefois,  dans  son  domaine  spécial,  M.  Puiseux  aimail  à  s'effa- 
cer devant  Pierre  Olivaint,  alors  élève  de  la  section  des  lettres, 
entré  depuis  dans  la  Compagnie  de  Jésus,  cl  tombé,  en  1871,  vie- 
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lime  de  la  Commune;  il  s'était  lié  étroitement  avec  lui;  c'est  en- 
semble qu'ils  avaient  fondé,  pour  le  secours  des  pauvres  à  domicile, 
une  association  des  élèves  des  Ecoles,  qui  subsiste  encore  et  garde 
pieusement  le  souvenir  de  ses  fondateurs.  Reçu  au  premier  rang 
au  concours  d'agrégation,  après  trois  années  d'études,  M.  Puiseux 
obtint  de  passer  encore  une  année  à  Paris;  il  en  profita  pour  com- 
pléter son  instruction  mathématique,  sous  la  direction  de  maîtres 
illustres;  il  était  chargé  en  même  temps  d'une  conférence  aux 
élèves  de  l'Ecole  Normale,  ses  camarades  de  la  veille,  et  pour  la 
plupart  plus  âgés  que  lui;  dans  ce  premier  enseignement,  il  révéla 
les  admirables  qualités  de  professeur  qu'il  devait  développer  plus 
tard  dans  ses  cours  à  la  Sorbonne. 

A  la  fin  de  cette  même  année,  il  soutenait  pour  le  doctorat  une 
thèse  remarquable  sur  un  des  points  les  plus  délicats  de  la  Méca- 
nique céleste,  sur  la  stabilité  du  système  du  monde;  question  diffi- 
cile, qui  avait  provoqué  les  admirables  travaux  de  Laplace,  La- 
grange  et  Poisson,  et  que  le  jeune  professeur  parvint  à  présenter 
avec  une  netteté  parfaite. 

Après  un  stage  de  trois  années  au  Collège  roval  de  Rennes, 
M.  Puiseux  fut  nommé  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  qui 
venait  d'être  créée  à  Resançon.  Ily  rencontra  pour  collègueM.  Henri 
Sainte-Claire  Deville,  appelé,  lui  aussi,  à  devenir  une  des  illustra- 
tions de  la  Science  française,  en  rendant  célèbre  à  jamais  le  labo- 
ratoire de  Chimie  de  l'École  Normale,  théâtre  de  ses  plus  belles 
découvertes.  Ils  se  lièrent  d'une  étroite  amitié,  et  M.  Deville,  pé- 
nétrant dans  l'intimité  de  M.  Puiseux,  à  même  d'apprécier  son  in- 
telligence et  son  cœur,  résumait  son  éloge  en  disant  que  c'était 
l'homme  parfait. 

M.  Puiseux,  pendant  les  cinq  années  qu'il  passa  à  Resançon, 
déploya  la  plus  grande  activité  scientifique;  il  donna  au  Journal 
de  Liouville  plus  de  dix  Mémoires  importants,  sur  des  sujets  de 
Géométrie  et  de  Mécanique. 

Appelé  en  1849  a  Paris,  comme  maître  de  conférences  à  l'Ecole 
Normale,  il  put  mettre  en  relief  les  brillantes  qualités  de  son  talent, 
et  rendre  des  services  inappréciables  à  vingt  générations  de  pro- 
fesseurs. On  admirait  surtout  l'élégance,  la  clarté,  la  rigueur  et 
la  sobriété  de  sa  parole.  Une  démonstration  difficile,  Faite  par  lui 
au  tableau,  était   présentée  avec  tant  de  naturel  et  tant  de  simpli- 
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cité,  que  les  bons  élèves  se  demandaient  s'ils  n'anraieni  pas  pu  la 
trouver  eux-mêmes. 

Toutes  ses  préférences  étaient  pourcel  enseignement  de  l'École 
Normale,  où  un  auditoire  d'élite  l'appréciait  à  -.1  juste  valeur.  Il 
ne  le  quitta  définitivement  qu'en  1868,  pour  devenir  membre  dà 
Bureau  des  Longitudes  et  prendre  en  main  la  publication  de  la 
Connaissance  des  Temps,  qu'il  rédigea  pendant  quatre  ans.  Il 
était  préparé  à  cette  tache  ardue,  par  les  loin  lions  qu'il  avait  rem- 
plies à  l'Observatoire  de  1 8 5 5  à  i85g,  où,  placé  par  Le  \  erri 
la  tête  du  Bureau  des  calculs,  il  avait  pris  une  part  active  à  la  pu- 
blication des  Annales. 

En  i85g,  M.  Puiseux  quitta  l'Observatoire,  pour  se  consacrer 
tout  entier  à  l'enseignement  et  à  ses  travaux  personnels  ;  il  avait 
suppléé  quelque  temps  Sturm  et  Le  Verrier  à  laSorbonne,  et  Binet 
au  Collège  de  France  ;  en  1807,  il  avait  été  nommé  professeur  titu- 
laire de  Mécanique  céleste  à  la  Faculté  des  Sciences,  en  rempla- 
cement de  Gauchy,  dont  il  avait  été  l'élève,  l'admirateur  et  l'ami. 
Il  remplit  cette  chaire  jusqu'en  1882,  parcourant  en  cinq  ou  six 
ans  le  champ  presque  entier  de  la  Science.  Ceux  qui,  comme  moi, 
ont  eu  le  bonheur  de  suivre  ses  leçons,  en  garderont  un  souvenir 
ineffaçable.  Les  théories  les  plus  abstraites,  les  plus  élevées  de  la 
Mécanique  céleste,  prenaient  dans  sa  bouche  une  clarté  saisissante  ; 
on  était  tout  étonné  de  comprendre  si  aisément  une  science  édifiée 
successivement  et  à  grand'peine  parles  génies  les  plus  puissants. 
Ses  amis,  ses  élèves,  le  pressaient  vivement  de  publier  ces  leçons 
qui,  en  centuplant  le  nombre  de  ses  auditeurs,  en  France  et  à  l'é- 
tranger, auraient  largement  contribué  aux  progrès  de  la  Science. 
Mais  M.  Puiseux,  si  indulgent  pour  les  autres,  était  difficile  pour 
lui-même;  il  trouvait  que  son  œuvre  n'était  jamais  assez  complète, 
il  voulait  la  perfectionner  encore,  avant  de  la  mettre  sous  les  yeux 
du  monde  scientifique.  Il  me  sera  permis  d'exprimer  un  vœu  :  c'esl 
que  les  Notes  très  soignées  qu'il  rédigeait  pour  tous  ses  cours 
soient  publiées  maintenant;  ce  serait  un  hommage  légitime  rendu 
à  sa  Mémoire,  et  un  véritable  bienfait  pour  ceux  qui  cherchent  à 
s'initier  à  tous  les  secrets  de  l'Astronomie  mathématique. 

Je  vais  essaver  de  donner  une  idée  des  travaux  de  M.  Puiseux: 
on  peut  les  diviser  en  trois  groupes  principaux  :  les  premiers  se 
rapportent  à  l'Analyse  et  à  la  Mécanique,  les  seconds  à  la  Méca- 
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nique  célesle,  et  les  derniers  à  l'Astronomie  pure;   je   ne  parlerai 
du  reste  que  des  plus  importants. 

Analyse  et  Mécanique.  —  Nous  trouvons  d'abord  un  travail 
intéressant  sur  un  problème  de  Géométrie;  M.  Puiseux  s'était  pro- 
posé de  trouver  la  courbe  dont  les  deux  courbures  sont  constantes  ; 
par  un  calcul  simple  et  élégant,  il  a  montré  que  l'hélice  est  la  seule 
courbe  non  plane  qui  réponde  à  la  question. 

Citons  en  second  lieu  un  Mémoire  sur  le  pendule  conique,  qui 
est  aujourd'hui  enseigné  dans  tous  les  cours  de  Mécanique;  dans 
le  mouvement  du  pendule  conique,  la  projection  horizontale  de 
son  extrémité  décrit  une  courbe  ovale,  dont  le  grand  axe  se  déplace 
continuellement;  M.  Puiseux  a  montré  le  premier  que  ce  dépla- 
cement doit  toujours  se  faire  dans  le  sens  même  du  mouvement 
du  pendule;  ce  résultat  est  entièrement  conforme  à  l'expérience. 
Un  troisième  Mémoire  est  devenu  classique  comme  le  précédent; 
c'est  celui  qui  se  rapporte  aux  courbes  tautochrones;  la  démon- 
stration de  M.  Puiseux  a  remplacé  dans  tous  les  cours  celle,  bien 
moins  satisfaisante,  qu'on  devait  à  Poisson. 

Je  citerai  en  passant  un  travail  remarquable  sur  les  développées 
et  les  développantes  des  courbes  planes,  dans  lequel  M.  Puiseux 
fait  connaître  une  foule  de  résultats  nouveaux  et  intéressants,  et 
donne  une  démonstration  simple  et  rigoureuse  d'un  beau  théorème 
de  Jean  Bernoulli.  Mais  j'ai  hâte  d'arriver  à  l'œuvre  capitale  de 
M.  Puiseux,  à  ses  recherches  sur  les  fonctions  algébriques;  voici, 
sur  ce  sujet,  l'appréciation  du  juge  le  plus  autorisé,  de  M.  Hermite, 
qui  a  bien  voulu  me  la  communiquer  pour  celte  Notice. 

«  Le  Mémoire  que  M.  Puiseux  a  publié  dans  le  Journal  de 
Liouville,  sur  les  fonctions  algébriques,  a  une  importance  con- 
sidérable et  marque  une  époque  dans  l'Analyse,  comme  nous  allons 
succinctement  le  faire  voir.  Depuis  longtemps,  Cauchv  avait  ob- 
tenu la  conception  la  plus  générale  de  l'intégrale  définie,  lorsque 
la  variable  décrit  un  chemin  quelconque,  entre  les  deux  limites; 
le  grand  géomètre  avait  tiré  de  sa  découverte  la  notion  capitale 
des  résidus,  et  en  avait  faitlesplus  belles  applications,  entre  autres 
à  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  et  à  l'intégra- 
tion de  systèmes  d'équations  linéaires  aux  différences  partielles. 
Mais   de   nombreuses  conséquences  restaient  encore  à   recueillir. 
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et  d'autant  plus  intéressantes,  qu'elles  concernaient  !<•>  éléments 
mêmes  du  (  ialcul  intégral. 

»  Un  paradoxe  insoluble  se  posait  à  l'esprit,  lorsqu'on  rappro- 
chait la  périodicité  simple  des  sinus  trigonométriques  el  la  pério- 
dicité double  des  simi>  d'amplitude  des  intégrales  dont  ces  quan- 
tités sont  les  fonctions  inverses  ;  Irm-  définition  même  ne  paraissail 
conduire  qu'à  une  détermination  absolument  unique,  lorsque  leurs 
limites  sont  fixées. 

»  Le  résultat  obtenu  à  l'égard  des  intégrales  des  fractions  ration- 
nelles, dont  on  avait  les  déterminations  multiples,  faisait  absolu- 
ment défaut  à  l'égard  des  intégrales  de  radicaux  carrés,  et  à  plus 
forte  raison,  de  différentielles  algébriques. 

m  C'est  qu'il  fallait  effectivement,  pour  saisir  sur  de  telles  fonc- 
tions l'influence  de  l'intégration  suivant  des  contours  quelconques, 
faire  une  étude  préliminaire  indispensable  sur  les  racines  des  équa- 
tions algébriques,  et  découvrir  la  véritable  nature  anah  tique  de 
ces  quantités.  M.  Puiseux  a  fait  avec  le  plus  complet  succès  cette 
étude,  et  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  sont  maintenant 
classiques,  et  d'un  usage  continuel  dans  les  recherches  de  notre 
temps.  L'éminent  géomètre  a  montré  qu'en  faisant  décrire  à  la 
variable  un  contour  fermé,  l'ensemble  des  racines  d'une  équation 
algébrique  représente,  tantôt  un  système  d'anneaux,  tantùt  un 
anneau  fermé.  C'est  du  nombre  des  points  qu'on  a  nommés  cri- 
tique, pour  lesquels  deux  ou  plusieurs  racines  deviennent  égales 
entre  elles,  qui  sont  à  l'intérieur  du  contour,  que  dépendent  ces 
circonstances  diverses. 

»  M.  Puiseux  a  donné  la  méthode  qui  permet  de  reconnaît  re  de 
quelle  manière  les  racines  s'échangent  entre  elles,  lorsque  la  va- 
riable indépendante  décrit  un  tel  contour,  et  c'est  à  l'aide  de  ces 
propositions,  entièrement  nouvelles,  qu'il  a  pu  obtenir  le  résultat 
capital  auquel  son  nom  est  attaché  désormais;  c'est-à-dire  les  va- 
leurs multiples  des  intégrales  de  différentielles  algébriques  quel- 
conques. Le  paradoxe  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  queCauchx 
signalait  lui-même,  ainsi  qu'Eisenstein,  s'évanouissait,  grâce  à  la 
belle  découverte  de  M.  Puiseux.  Aux  plus  embarrassantes  diffi- 
cultés sur  un  point,  absolument  fondamental  de  Calcul  intégral, 
succédait  une  théorie  simple  qui  ouvrait  la  voie  aux  plus  belles 
conséquences.  Ce  serait  trop  nous  étendre  que  de  vouloir  les  indi- 


,{o  PREMIÈRE   PARTIE. 

quer  :  je  me  bornerai  à  mentionner  les  relations  concernant  les 
indices  de  périodicité  des  intégrales  hyperelliptiques. 

»  Jacobi,  par  une  analyse  ingénieuse  et  délicate,  avait,  dans  un  de 
ses  plus  beaux  Mémoires,  donné  ces  relations,  pour  le  cas  parti- 
culier où  les  modules  sont  supposés  réels,  et  moindres  que  l'unité. 

»  En  partant  de  ces  principes,  M.  Puiseux  obtient,  dans  le  cas 
général  où  les  modules  sont  des  quantités  imaginaires  quelconques, 
et  par  la  voie  la  plus  simple,  les  équations  de  Jacobi;  c'est  là, 
parmi  tant  d'autres,  un  exemple  de  la  portée  et  de  la  puissance 
des  méthodes  nouvelles  qu'il  venait  d'introduire  dans  le  Calcul  in- 
tégral. » 

Mécanique  céleste.  —  L'illustre  Cauchy  a  consacré  un  grand 
nombre  de  Notes  remarquables  à  la  Mécanique  céleste,  en  y 
laissant,  comme  toujours,  l'empreinte  de  son  génie;  mais,  absorbé 
par  d'autres  travaux,  il  se  bornait  le  plus  souvent  à  des  indications 
succinctes,  qui  laissaient  subsister  plus  d'une  difficulté  dans  l'es- 
prit du  lecteur.  M.  Puiseux  a  repris  plusieurs  de  ces  Notes,  les  a 
développées,  complétées  et  transformées  en  de  beaux  Mémoires, 
d'une  précision  et  d'une  clarté  admirables.  Nous  pouvons  citer  en 
particulier,  dans  cet  ordre  d'idées,  un  Mémoire  Sur  la  conver- 
gence des  séries  qui  se  présentent  dans  la  Théorie  du  mouve- 
ment elliptique ,  et  un  grand  travail  Sur  les  inégalités  à  longues 
périodes  du  mouvement  des  planètes. 

Dans  deux  Mémoires  Sur  le  développement  en  séries  de  la 
fonction  perturbatrice y  M.  Puiseux  a  résolu  le  premier  une  ques- 
tion importante  et  des  plus  difficiles;  dans  un  dédale  de  formules 
où  tout  autre  se  serait  égaré,  il  suit  avec  une  sûreté  incroyable  une 
voie  lumineuse  qui  le  conduit  directement  au  but;  la  solution 
finale  ne  repose  en  dernier  lieu  que  sur  des  opérations  de  l'Arith- 
métique la  plus  élémentaire. 

Son  travail  Sur  les  principales  inégalités  du  mouvement  de 
la  Lune  est  un  véritable  chef-d'œuvre  d'exposition;  M.  Puiseux 
s'était  proposé  de  montrer  comment  on  peut  se  rendre  compte  des 
circonstances  les  plus  importantes  du  mouvement  de  la  Lune  au- 
tour de  la  Terre,  sans  entreprendre  les  calculs  compliqués  qu'exige- 
rait une  théorie  complète;  il  y  a  réussi  d'une  manière  surprenante; 
des  formules  simples  et  élégantes  laissent  le  lecteur  émerveillé  de 
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comprendre  à  si  peu  de  frais  un  sujet  classé  jusqu'alors  parmi  les 
j)Ius  difficiles.  Le  Mémoire  de  M.  Puiseui  Sur  l'accélération 
culaire  du  mouvement  delà  Lune  esl   peut-être  son  œuvre  la 

plus  considérable  dans  le  domaine  de  la  Mécanique  -  i  '  quel- 

ques développements  sont  nécessaires  pour  en  faire  comprendre  la 

portée. 

La  théorie  du  mouvement  delà  Lune  ;i  présenté  pendant  l<>n_- 
temps  une  difficulté  insurmontable;  Hallev  ;(  démontré  le  premier 
que  le  même  moyen  mouvement  lunaire  ue  peu!  pas  satisfaire  à  la 
fois  aux  observations  modernes  et  aux  éclipses  observées  par  les 
Chaldéens  et  par  les  Arabes;  on  en  a  conclu  «pie  le  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune  n'est  pas  constant,  mais  qu'il  va  en  s' accélérant 
de  siècle  en  siècle;  c'est  une  des  plus  belles  découvertes  de  La- 
place,  d'avoir  trouvé  la  cause  de  cette  accélération  dans  h  dimi- 
nution séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre;  l'accord 
parut  établi  définitivement  entre  la  théorie  et  l'observation  ;  mais, 
en  1 8  5  3 ,  M.  Adam  s,  en  poussant  les  approximations  plus  loin  que 
ne  l'avait  fait  Laplace,  montra  que  l'on  ne  peut  expliquer  ainsi 
que  la  moitié  de  l'accélération  séculaire  indiquée  par  les  anciennes 
éclipses;  d'où  pouvait  donc  provenir  l'autre  moitié?  M.  Puiseux 
s'est  proposé  de  voir  si  elle  ne  serait  pas  produite  parle  déplace- 
ment séculaire  de  l'écliptique.  Il  m'est  impossible  de  donnée  une 
idée  des  longs  et  pénibles  calculs  qui  l'occupèrent  à  ce  sujet  du- 
rant plusieurs  années;  je  me  bornerai  à  dire  que,  dans  le  dévelop- 
pement de  ces  calculs,  on  retrouve  la  netteté  et  la  précision  qui 
sont  le  caractère  distinctif  de  tous  ses  travaux.  La  conclusion  lut 
que  le  changement  de  position  de  l'écliptique  n'a  aucune  influence 
sensible  sur  la  valeur  de  l'accélération  séculaire  de  la  Lune;  pour 
être  négative,  cette  conclusion  n'en  est  pas  moins  importante,  car 
elle  a  délimité  plus  étroitement  un  problème  fondamental  en 
Vstronomie  et,  par  cela  même,  rendu  sa  solution  plus  facile. 

M.  Puiseux  a  rendu  encore  un  service  signal»''  aux  astronomes 
et  aux  géomètres,  à  propos  de  la  nouvelle  édition  Av>  Œuvres  de 
Laplace,  publiée  sous  les  auspices  de  l'Académie  des  Science-,  il 
a  revu  toutes  les  formules,  tous  les  calculs  de  la  Mécanique  céleste, 
avec  un  soin  scrupuleux,  et  c'est  à  lui  qu'est  due  principalement 
l'exactitude  de  l'édition  actuelle,  de  beaucoup  supérieure  aux  pré- 
cédentes. 

Ilull.  des  Sciences  mailtem..  a*  série,  t.  X  III.   i  Voùt   iss,. 
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Astronomie.  —  M.  Puiseux,  que  nous  venons  de  \oir  parcourir 
avec  tant  d'éclat  le  domaine  de  la  Mécanique  célestej  était  aussi 
très  versé  dans  celui  de  l'Astronomie  pure,  et  les  calculs  numé- 
riques auxquels  elle  conduit.  Il  en  a  donné  la  preuve  à  l'Obser- 
vatoire, où  il  a  dirigé  avec  sa  conscience  habituelle  un  travail  long 
et  quelque  peu  aride  :  la  réduction  des  observations  de  la  Lune 
faites  à  Paris  de  1801  à  1829. 

M.  Puiseux  est  l'auteur  d'un  important  Mémoire  concernant  les 
passages  de  Vénus  sur  le  Soleil;  les  méthodes  qui  permettent  de 
déduire  de  l'observation  de  ces  phénomènes  la  parallaxe  du  Soleil 
y  sont  exposées  dans  tous  leurs  détails,  avec  si  mplicité  et  élégance. 
Quand  une  Commission  de  l'Académie  des  Sciences  se  réunit  pour 
préparer  l'observation  des  passages  de  Vénus  de  1874  et  1882,  elle 
eut  tout  d'abord  à  choisir  dans  les  deux  hémisphères  les  stations 
les  plus  favorables  pour  les  observateurs;  M.  Puiseux  fut  désigné 
spontanément  pour  cet  imporlant  travail.  C'est  encore  lui  qui  a 
recueilli  toutes  les  observations  faites  par  les  astronomes  français 
en  1 8^4?  'es  a  discutées,  calculées  avec  un  soin  extrême,  et  en  a 
tiré  la  conclusion  pour  la  parallaxe  du  Soleil.  Dans  les  premiers 
mois  de  l'an  passé,  alors  qu'une  cruelle  maladie  ne  lui  laissait  au- 
cun instant  de  repos,  encore  plein  d'ardeur  pour  la  Science,  il 
attendait  impatiemment  le  retour  des  missionnaires  de  l'Académie, 
pour  le  passage  de  1882,  leur  demandait  leurs  observations,  les 
faisait  entrer  dans  les  formules  qu'il  avait  préparées  d'avance,  et 
achevait  presque  entièrement  les  longs  et  pénibles  calculs  relatifs 
à  ce  nouveau  passage.  Plusieurs  membres  de  l'Académie  ont  eu 
sous  les  yeux  ce  dernier  travail  de  leur  confrère:  à  voir  tous  ces 
calculs  si  bien  ordonnés,  conduits  avec  tant  de  méthode  et  de 
sûreté,  on  a  de  la  peine  à  croire  que  chacun  des  nombres  était 
écrit  au  milieu  de  souffrances  intolérables. 

Puisse  cette  esquisse  rapide  et  imparfaite  avoir  donné  une  idée 
de  l'importance  des  travaux  de  M.  Puiseux,  et  montré  que,  dans 
toutes  les  branches  de  la  Science  qu'il  a  abordées,  il  a  laissé  une 
trace  ineffaçable  ! 

M.  Puiseuxavait  été  nommé  membre  de  l'Académie  des  Sciences 
en  1871,  dans  des  conditions  exceptionnelles  ;  il  avait  réuni  l'una- 
nimité des  suffrages.  M.  Bertrand  a  pu  dire  à  ce  sujet  à  l'Académie  : 

c(    ...  Seul  parmi  nous,  seul  peut-être  entre  tous  les  Académi- 
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ci  eus  <le  ce  siècle,  Puiseux  a  été  élu  à  l'unanimité,  sans  une  seule 
voix  dissidente,   ni  une  seule  abstention    :    on  me  permettra  de 
rappeler  ce  que  je  disais  le  jour  de  son  élection  à  quelques  amis 
l'élection  de  Puiseux  étail  due  à  son  mérite,  l'unanimité  .1  son  < 
ractère.  » 

Avant  de  terminer  cette  Notice,  je  voudrais  parler  encore  de 
quelques  détails  intéressants  et  peu  connus  de  la  vie  de  M.  Puiseux. 

La  Géométrie,  là  Mécanique  el   l'Astronomie  n'occupaient  pas 
tous  ses  instants;  il  avait  eu  un  goût  1res  marqué  pour  la  Bol 
nique,  et  avait  cultivé  cette  science  avec  succès;   él  ml  en< 
l'Kcole  Normale,  il  suivait  assidûment  les  cours  du  célèbre  bota- 
niste Auguste  Saint-Hilaire,  qui  l'avait  remarqué,  el  lui  avail  pro- 
posé de  l'accompagner  dans  un  voyage  scientifique  en   N01 
M.    Puiseux   accepta  avec  empressement.    Après    une    travers 
grosse  de  périls,  le  maître  et  l'élève  débarquaienl  à  Christiania,  ;'■ 
la  fin  d'août  1841  ;  ils  entreprirent  l'explorai  ion  botanique  du  pays; 
mais  la  saison,  déjà  avancée,  ne  leur  permit  pas  de  pousser  |>lu> 
loin  que  Drontheim  ;    M.  Puiseux  avait  conservé  le  plus  agréable 
souvenir  de  ce  voyage,  qui  fut  peut-être  la  cause  des  nombreuses 
excursions  qu'il  entreprit  plus  tard  en  Italie,  en  Suisse,  dans  les 
Vosges  et  dans  les  Pyrénées. 

Les  Alpes  surtout  exerçaient  sur  lui  un  attrait  irrésistible  :  il  les 
revit  à  vingt  reprises  différentes,  s 'attachant  de  préférence  aux 
régions  les  moins  hospitalières,  aux  pics  les  plus  escarpés.  En  1  8  f8, 
il  franchissait,  l'un  des  premiers,  la  barrière  de  glaciers  qui  sépare 
les  vallées  de  Zermat  et  d'Hevens  ;  la  même  année,  il  tentait,  avec 
quatre  guides  suisses  et  le  D1  Ordinaire,  de  Besançon,  l'ascen- 
sion dumontRose,  et,  arrivé  à  ioom  du  sommet,  il  persistait  seul, 
contre  l'avis  unanime  des  guides,  à  déclarer  possible  une  escalade 
qui  ne  fut  réalisée  que  vingt-cinq  ans  plus  tard. 

Dans  une  excursion  en  Dauphiné,  il  entreprit,  avec  un  monta- 
gnard du  pays,  l'ascension  du  mont  Pelvoux,  qui  alors  étail  pres- 
que entièrement  inconnu;  laissant  à  mi-chemin  son  guide  épuisé 
de  fatigue,  il  atteignit  seul  le  sommet. 

Son  courage  lui  faisait  parfois  dépasser  les  bornes  de  la  prudence, 
et  l'exposait  à  des  dangers  très  réels,  connue  dans  les  circonstances 
suivantes  :  il  franchissait  le  glacier  du  (  Ilot  des  (  'a\  aies,  dans  V(  I 
sans,  avec  un  botaniste  distingué,  M.  Grenier,  et  quelques  jeunes 
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gens  de  Grenoble;  l'un  d'eux,  fort  inexpérimenté,  ne  s'était  pas 
muni  de  l'indispensable  bâton  ferré;  M.  Puiseux,  sûr  de  son  pied, 
lui  prêta  le  sien  et  s'avança  sans  appui,  sur  une  pente  de  neige 
escarpée;  son  obligeance  faillit  lui  être  fatale;  entraîné  brusque- 
ment, il  disparut  aux  yeux  de  ses  compagnons  qui  le  crurent  un 
moment  perdu. 

M.  Puiseux  fut  l'un  des  fondateurs  du  Club  Alpin  français,  au- 
quel il  aurait  apporté  un  précieux  concours,  si  dans  ses  dernières 
années,  la  maladie  ne  lui  avait  interdit  les  courses  pénibles  dans 
les  montagnes. 

Les  goûts  littéraires  de  M.  Puiseux  étaient  très  développés;  il 
avait  une  vive  passion  pour  les  chefs-d'œuvre  classiques;  et  il 
passait  avec  plaisir  de  la  lecture  d'un  Mémoire  de  Laplace  à  celle 
d'une  page  de  Virgile  ou  de  Pascal;  il  cultivait  aussi,  non  sans 
bonheur,  la  prose  grecque  et  le  vers  latin. 

Je  n'ai  pu  donner  qu'une  idée  incomplète  de  ce  qu'était  M.  Pui- 
seux; j'ai  cherché  à  montrer  en  lui  le  savant  éminent;  comme 
professeur,  il  était  encore  plus  remarquable;  tous  ses  élèves  l'ad- 
miraient sans  réserve;  mais  l'homme  était  peut-être  supérieur,  et 
au  savant,  et  au  professeur.  Sa  bonté  et  sa  bienveillance  étaient 
connues  de  tous,  sa  loyauté  universellement  appréciée;  il  appor- 
tait dans  l'accomplissement  de  ses  devoirs  professionnels  une 
conscience  poussée  jusqu'aux  dernières  limites  ;  on  en  peut  citer 
une  preuve  bien  significative  :  six  mois  avant  sa  mort,  obligé  de 
se  faire  suppléer  dans  sa  chaire  de  la  Sorbonne,  il  sollicita  du 
Ministre  sa  mise  à  la  retraite,  ne  croyant  pouvoir  conserver  le  titre, 
dès  qu'il  ne  pouvait  plus  remplir  ses  fonctions:  il  fallut  le  vœu 
unanime  et  officiellement  exprimé  de  ses  collègues  pour  l'amener 
à  revenir  sur  sa  décision. 

Sa  charité  était  inépuisable;  mais  il  mettait  tous  ses  soins  à  la 
cacher  aux  regards  indiscrets  ;  ce  n'est  qu'après  sa  mort  que  sa 
famille  elle-même  a  pu  connaître  une  partie  des  bonnes  œuvres 
qu'il  réalisait  en  secret. 

M.  Puiseux  recouvrait  tous  ces  talents,  toutes  ces  qualités,  toutes 
ces  vertus  d'une  modestie  admirable;  c'était  bien  l'homme  parfait 
dont  parlait  Henri  Deville. 

Les  distinctions,  les  honneurs  étaient  venus  le  trouver  naturel- 
lement, et  presque  malgré  lui;  de  ce  côté,  il  n'aurait  rien  eu  à  dé- 
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sirer,  s'il  avait  été  capable  d'exprimer  un  désir  de  ce  genre;  mais 
il  avait  été  frappé  cruellement  el  à  plusieurs  repi  ises  dans  ses  plu- 
chères  affections;  une  compagne  aimée  el  <|u.iii  e  enfants  Lui  furent 
enlevés  successivement;  ses  profondes  convi<  lions  religieuses  l'a- 
vaient aidé  à  supporter  s;m^  fléchir  des  coups  aussi  terribles. 

Deux  fils  qui  ont  lait  la  joie  de  ses  dernières  années  porteront 
son  nom  avec  honneur;  tous  de  un  sonl  connus  du  monde  savanl  : 
l'un  par  une  thèse  importante  sur  le  mouvement  de  la  Lune,  el  son 
expédition  de  la  Martinique  pour  le  dernier  passage  de  \  en  us, 
l'autre  par  la  part  qu'il  a  prise  en  Egypte  à  l'observation  de  l'é- 
clipse  totale  de  Soleil  de  1882;  ions  le>  amis  du  père,  el  H-  sonl 
nombreux,  suivront  avec  plaisir  leurs  progrès  dans  la  carrière 
scientifique.  '  F.   Tisserand. 


UN  EXEMPLE  DE  CALCUL  ALGÉBRIQUE  EN  PERSAN; 
Pah   M.  L.  RODET. 

Les  deux  pages  dont  je  donne  ici  le  fac-similé  quelque  peu 
réduit  photographiquement  constituent  le  seul  exemple  connu 
d'un  calcul  algébrique  effectué  tout  au  long  suivant  les  principes 
de  l'école  arabe.  J'insiste  sur  ce  point,  parce  que,  dans  tous  les 
traités  d'Arithmétique  ou  d'Algèbre  publiés  dans  l'Inde  depuis  le 
commencement  de  ce  siècle  pour  servir  à  l'enseignement  de  la 
jeunesse  indigène,  les  calculs  sont  présentés  uniquement  en  mu- 
tation de  ceux  des  livres  anglais  traitant  du  même  sujet,  et  j'ai 
lieu  de  croire  qu'il  en  estdemême  dans  les  ouvrages  lithographies 
en  Perse  pour  l'usage  des  élèves  de  la  Medressè-i  S  In)  h,  de 
Téhéran.  Au  contraire,  le  calcul  que  je  présente  ici  aux  lecteurs 
est  absolument  original  :  voilà  pourquoi  il  m'a  paru  intéressant 
de  le  publier  et  d'en  donner  une  explication  détaillée. 

Il  occupe  les  folios  101  verso  et  102  recto  du  manuscrit  persan 
n"  169  de  notre  Bibliothèque  nationale,  et  il  esl  assez  singulier 
que  Wœpcke,  qui  a  eu  longtemps  ce  manuscrit  entre  les  mains, 
car  il  lui  a  l'ait  des  emprunts  importants,  n'ail  pas  signalé  l'exis- 
tence de  ce  document  curieux.  Il  esl  pourtant  remarquable  à  plus 
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d'un  point  de  vue  :  il  met  en  œuvre  un  système  de  notation  tout 
nouveau  pour  nous;  il  nous  apprend  que,  mettant  à  profit  la 
faculté  qu'ont  certaines  lettres  de  l'écriture  arabe  de  se  dilater 
indéfiniment  dans  le  sens  horizontal,  les  calculateurs  orientaux 
partageaient,  à  l'aide  des  désignations  les  plus  indispensables, 
leur  tableau  ou  leur  papier  en  compartiments  dans  lesquels  venaient 
se  loger  les  divers  détails  du  calcul.  Ces  mots,  qui  servent  à  la  fois 
d'étiquettes  et  de  barres  de  division  pour  les  différentes  parties 
du  calcul,  sont  écrits  au  moyen  d'un  caractère  raide  et  anguleux 
tout  particulier,  que  Ton  appelle  sydq  ou  «  écriture  de  marchand 
forain  ».  Les  explications  complémentaires  qui  accompagnent 
souvent  les  mots  étiquettes  sont  rédigées  en  arabe  et  écrites  avec 
le  neskhy  déri,  écriture  contournée,  approchant  un  peu  du 
shikesté  des  Persans  ou  du  dwâny  des  Turcs,  bien  différente  en 
tous  cas  du  neskhy  ordinaire,  dont  le  copiste  a  fait  usage  dans  son 
texte.  L'emploi  de  ces  diverses  écritures,  peu  usitées  en  Perse  et 
dans  l'Inde,  paraît  avoir  quelque  chose  de  conventionnel,  je  dirais 
même  presque  de  traditionnel. 

Un  autre  détail  intéressant,  et  tout  à  fait  inattendu  pour  moi  au 
moment  où  j'ai  découvert  ce  fragment,  c'est  qu'au  lieu  des  chiffres 
ordinaires  il  est  fait  usage  dans  les  calculs  des  chiffres  commer- 
ciaux décrits  par  Silvestre  de  Sacy  dans  sa  Grammaire  arabe, 
PI.  vin,  et  reproduits  par  Pihan,  p.  211  de  son  recueil  des  Signes 
numériques.  J'ai  appris  depuis  que  les  musulmans  de  l'Inde  se 
servent  couramment  de  ces  chiffres  commerciaux  pour  écrire, 
dans  une  somme  d'argent,  les  roupies  entières,  désignant  au  moyen 
d'un  chiffre  ordinaire  seulement  les  annas  qui  forment  l'appoint. 
Les  signes  employés  ici  ne  diffèrent  que  par  des  nuances  insigni- 
fiantes de  ceux  du  tableau  de  Pihan,  lequel  m'a  été,  par  suite,  d'une 
très  grande  utilité  pour  déchiffrer  le  calcul  que  j'analyse  et  en 
comprendre  le  sens.  Dans  la  première  partie  du  calcul,  les  chiffres 
commerciaux  et  les  vulgaires  sont  employés  concurremment,  mais 
non  indifféremment,  car  les  vulgaires  servent  à  écrire  les  valeurs 
attribuées  à  la  variable,  les  commerciaux  pour  représenter  les 
valeurs  correspondantes  de  la  fonction. 

Après  ces  observations  préliminaires,  j'aborde  la  description 
détaillée  des  deux  pages  en  question. 

En  lête,  el  dans  1rs  trois  premières  lignes,  se  trouve  l'énoncé  «lu 
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problème,  lequel  ne  présente  aucune  difficulté  de  lecture;  je  m<- 
contenir  donc  <!<•  le  transcrire  (')  el  de  le  traduire  mol  à  mol. 

Mes  2  a  la  :  ShakJis0-t  angushtart-é  zar  dârad,  ba-i\  azn-é  panj 
méSiqâl,  bâ  naktn-é  laSL  Qtmat'è  zar)yah  dtnâr  céhâr  dinar  ; 
va  qtmat'è  laSl,  yak  més^qâldah  dtnâr.  \  a  majmû&,  béhâr-é 
angushtarty  btst-o  céhar  dtnâr.  Ba-méqdâr,  zar  va  A/8/,  haï 
yak  cand  bâshad?  «  Problème  :  I  ne  personne  a  un  anneau  «I  <>i 
du  poids  de  5  mitsqâts,  avec  un  chaton  en  rubis.  La  valeur  de 
l'or  est  de  i  dtnâr  pour  4  deniers,  celle  durubis,  i  mitsqâl  poui 
io  deniers.  L'ensemble,  le  prix  de  L'anneau,  esl  de  >'\  deniers. 
Quelle  est  la  quantité  de  chaque  matière,  or  et  rubi&?  » 

Il  est  bon  de  rappeler,  pour  L'intelligence  de  cel  énoncé,  que  la 
valeur  pondérale  du  mitsqâl  el  du  dtnâr  est  identiquemenl  la 
même;  ce  sont  deux  noms  d'une  même  grandeur. 

Après  cet  énoncé,  on  lit  (lin  delà   troisième  ligne  el   commen 
cernent  de  la  quatrième):  ba-t^arlq  el-khat0âytn  «  par  le  moyen 
des  deux  fausses  positions».  C'est  done  ce  procédé  que  l'auteui 
va  employer  d'abord  :  suivons-le  attentivement. 

La  quatrième  ligne  est  remplie  par  les  deux  titres  mal  b?l-farz0 
avval,  «  valeur  dans  la  première  (sup)position  »;  mal  bil-faiz{)  ■>. 
«  valeur  dans  la  deuxième  (sup)position  »  (2). 

Les  longues  queues  des  lams  de  avval  et  de  mal  dessinent 
nettement  deux  colonnes  dans  lesquelles  vont  se  distribuer  lc> 
détails  du  calcul.  La  première  colonne  va  être  consacrée  à  (aire 
voir  les  effets  de  la  première  hypothèse,  faite  sur  les  poids  de  L'or 
et  du  rubis;  dans  la  deuxième  colonne  viendront  s'inscrire  les 
nombres  résultant  de  la  seconde  hypothèse.  A  cet  effet,  chaque 
colonne  est  encore  partagée  en  deux  sous  les  étiquettes  respectives 


(')  Au  lieu  des  points  sur  et  sous  les  lettres  dont  font  usage  les  orientalistes, 
j'ai  préféré  adopter  dans  ma  transcription  des  indices,  plus  faciles  à  réaliser  en 
typographie  :  ce  sont  en  général  de  simples  numéros  d'ordre  :  toutefois  o  désigne 
les  emphatiques  arabes,  /•  les  cérébrales  indienne-,  etc.  En  outre,  j'ai  conservé  kh 
pour  le  son  du  eh  allemand  plus  ou  moins  dur,  sh  pour  notre  ch,  z/i  pour  notre,/ 
(en  persan)  :  q  a  un  son  tout  particulier:  enfin  C  tch,  j  <(/.  g  est  toujours 
dur;  8  représente  le  ain. 

C2)  Mal  doit  évidemment  se  prendre  ici  non  pas  dans  le  sens  de  ./•'  qu'il  a 
d'ordinaire  en  Ugèbre,  mais  dans  celui  de  tomme  d'argent,  le  mcimmon  d'Aben 
ECzra,  le  avère  de  Léonard  de  Pise. 
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Folio    101,  verso. 
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t0ilâ,  «or))  ;  la$l,  a  rubis».  C'est  ici  surtout  que  commence  l'emploi 
régulier  de  l'écriture  syuq. 

La  première  hypothèse  consiste  à  poser  4  milsquâls  d'or  et  i  de 
rubis.  Ces  nombres  sont  inscrits  en  chiffres  vulgaires  au-dessous 
des  noms  de  ces  matières  servant  d'étiquettes,  ainsi  que  je  viens 
de  le  dire.  Au-dessous,  en  chiffres  commerciaux,  cette  fois,  sont 
inscrites  les  sommes  partielles  qui  résultent  de  l'application  à  ces 
nombres  des  valeurs  vénales  de  chaque  matière  telles  qu'elles  sont 
données  dans  l'énoncé.  On  a  ainsi  :  Or,  /j  x  4  =  i6;  rubis, 
1x10  =  10;  or,  3x4  =  12;  rubis,  2x10=20.  Enfin,  au 
dessous  encore,  et  dans  chaque  colonne,  sous  la  désignation  de 
hliat^â,  «  erreur  »  (écrit  d'une  manière  un  peu  fantaisiste,  mais 
très  lisible  en  somme),  et  dans  le  cas  présent  avec  l'annotation 
zaïd,  «  additive,  en  plus  »,  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  la 
fonction  dans  chacune  des  deux  hypothèses,  savoir  :  dans  le 
premier  cas,  164-10=  26  =  24  -+-  2  ;  dans  le  second, 

1 2  -h  20  =  82  =  24  -+-  8. 

Les  erreurs  2  et  8  sont  écrites  en  chiffres  vulgaires. 

Ici  les  deux  colonnes  sont  interrompues  par  un  grand  mal  dont 
le  lam  final  occupe  toute  la  largeur  du  papier  :  au-dessous,  en 
manière  d'annotation,  on  trouve  écrit  Javâb,  «  réponse,  solution  ». 
Puis  le  champ  du  calcul  se  trouve  partagé  en  trois  colonnes  par  les 
titresrespectifs  tQilâ,  «or»;  la8l,  «rubis»,  et  el-maqsûm&alay-hi, 
«  diviseur  »  ;  cette  dernière  porte  encore  le  supplément  d'expli- 
cation qui  suit,  en  arabe  :  wa  hua  ma  bin  el-khat0dyin,  c<  or  c'est 
ce  qui  est  entre  les  deux  erreurs  »,  c'est-à-dire  «leur  différence», 
et  on  y  lit  le  chiffre  6.  Or,  si  nous  divisons  par  cette  différence  () 
la  première  erreur  2,  nous  obtenons  |  =  ^  comme  correction  à 
faire  subir  au  poids  posé  de  l'or,  ce  qui  porte  à  4  ^  le  poids  réel  du 
métal,  ainsi  qu'on  le  lit  à  la  première  colonne.  Seulement  il  en 
résulte  pour  le  poids  du  rubis  f  et  non  |,  comme  le  copiste  l'a  écrit 
par  erreur.  Les  prix  correspondants,  4  i  x  4  =  '7  5  et  §10  =  6  -J 
(dont  la  somme  fait  bien  24),  sont  écrits  au-dessous  des  poids  en 
chiffres  commerciaux.  Le  «  tiers  »  est  écrit  en  toutes  lettres,  s2uls2  ; 
les  -j  ont  ici  une  figure  dont  je  ne  me  rends  pas  compte  :  nous  les 
verrons,  (Luis  le  reste  du  calcul,  écrits  1res  régulièrement s2uls2C)' 
pour  s2///s2c)/) . 
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Jusqu'ici  donc  notre  tableau  renferme  el  expose  la  solution  du 
problème  par  la  méthode  de  double  fausse  position  :  ce  tableau, 
dans  sa  première  partie,  peul  se  transcrire  : 


Valeur  dans  la  i"'  hypothèse. 
Or.  Rubis. 


I  aleur  <l<tus  la  >"  hypothèse. 
<)r.  i  *  ii  i»i-.. 
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\u                          \\ 

Erreur 
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>lll->. 

Vraie  valeur. 
(Réponse.) 

En  '-m-  en  plu-, 
s 

Diviseur. 

Or. 

Kubis. 

(Différence  entre  les  erreurs.) 
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XVII 

VI 

un  tiers 

deux  tiers 

Remarque.  —  Depuis  les  travaux  de  Woepcke  on  est  habitué  à 
croire  que,  chez  les  Arabes,  la  pratique  de  la  double  fausse  position 
est  inséparable  de  l'emploi  des  «  plateaux  de  balance  »,  el-hi JJ'i'it . 
c'est-à-dire  que,  dans  le  cas  présent,  le  calcul  du  poids  de  For  se 


ferait  à  l'aide  de  la  figure  suivante. 


D'où  la  vraie  valeur  4  —  f  =  3  —H  |- 

Conime  tout  le  monde,  j'avais  adopté  cet  article  de  foi,  d'autant 
mieux  que  j'avais  rencontré  cette  balance,  employée  couramment, 
dans  un  immense  traité  en  Persan  (Khazânat-ul  c\i!m  <*  trésor  de 
la  science  »),  composé  par  un  Hindou  dePatna  (Dewân  kânh-jî  >. 
et  fini  d'imprimer  à  Calcutta  en  1837.  Aussi  ai- je  été  grandement 
étonné  lorsque  j'ai  découvert  dans  mon  manuscrit")  lequel,  soit  dit 
entre  parenthèses,  doit  avoir  été  écrit  dans  l'Inde  ou  non  loin  de 
l'Inde)  le  calcul  disposé  en  forme  de  tableau,  ainsi  que  je  viens  de 
le  reproduire  et  de  le  transcrire.  Je  ne  doute  pas  que  telle  ait  été 
véritablement  la  manière  de  procéder  des  Persans  et  des  arabes 
orientaux,  et  c'est  un  argument  de  plus,  si  minime  qu'il  soit,  (pu 
vient  s'ajouter  à  tous  ceux  que  M.  Ganlor,  dans  ses  I  orlesungen 
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zur  GeschicJite  der  Mathematik,  a  réunis  pour  établir  une  ligue 
de  démarcation  profonde  entre  l'Ecole  maghrébine  et  l'Ecole 
orientale.  La  balance,  pour  la  solution  des  problèmes  par  la  fausse 
position,  était  d'un  emploi  régulier  chez  les  Maghrébins;  les 
Orientaux  devaient  se  servir  du  tableau  qui  nous  occupe. 

Je  reprends  maintenant  la  description  et  l'étude  de  la  suite  du 
tableau. 

La  deuxième  Partie  est  annoncée  par  ces  mots  écrits  en  rouge 
dans  le  manuscrit  :  Istikhrâj  ba-t0arîq  al-jebr  wel-muqâbala, 
«  Détermination  par  la  voie  de  l'Algèbre  »  ('). 

Toute  la  fin  de  la  première  page  et  le  commencement  de  la 
seconde  fournissent  ensuite  le  tableau  suivant  : 


Transcription. 

la8l. 

shey 

qîmat 

x  ashya' 


t0ila. 

v  illâ  shey' an 

qîmat 

xx 

illâ 

iv  ashya' 


TraducU 

Ion 

Rubis, 

Or. 

x 

5  —  x 

valeur 

valeur 

IOJ 


■10  —  4  J' 


(en  troisième  colonne) 


MES2AL. 

majmuS-humâ 

xx.         muSadd 

VI  ashya'       xxiv 

fa  '1-shey'u  '1-wâhjed 

ya8dal 

Siul^sey  dinar 

wa-hûa  wazn  el-la81 
qîmat. 

VI 

s2uls^sey 


ÉQUATION. 

leur  somme 
20  -f-  6jt  =  1  î 


et  un  seul  x  é^ale 

|  de  denier 
qui  est  le  poids  du   rubis 

VALEUR. 


n 


(')  On  sait  que  ce  que  nous  appelons  Algèbre  porte  toujours  chez  les  Arabes 
le  double  nom  Jebr  wal  muqâbala,  double  désignation  qui  s'est  longtemps  per- 
pétuée en  Occident.  J'ai  fait  voir  que,  primitivement,  jebr  traduisait  le  sanscrit 
chèda  gamana  {disparition  des  dénominateurs)  et  muqâbala  le  samaçodhana 
{enlèvement  des  semblables);  mais  que,  dès  le  début  de  l'Algèbre  arabe,  \l- 
khârizmij  élève  des  Grecs,  ne  chassant  pas  les  dénominateurs,  avait  à  tort  attribué 
jebr  au  changement  de  signe  des  termes  négatifs  en  les  changeant  de  membre,  el 
muqâbala  à  la  réduction  des  tenues  rendus  tous  positifs,  ce  qui  avait  causé 
l'embarras  des  historiens  qui,  jusque-là,  avaient  cherché  dans  l'arabe  seul  l'explica 
1  i<iu  i|i-  la  form ule. 
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Au  commencemenl  d<-  la  seconde  page,  l<-  calculateui  s'apprête 

probablement  à  appliquer  la  règle  suivante  qu'il  énonce  eu  marge  : 

«  \a>   valeurs    (estimatives)    du  chaton  el  de  l'anneau  étant 

données,  retranche/,  la  j > 1 1 1 ->  petite  de  la  plus  grande,  I»-  reste  sera 
le  diviseur.  Ensuite,  prenez  le  poids  total  de  la  bague,  multipliez- 
le  par  la  valeur  du  rubis,  la  différence  entre  le  résultai  el  le  prix 
(donné)  de  la  bague  est  le  dividende  :  divisez,  el  le  quotienl  sera 

le  poids  de  l'or.  Et  si  Ton  multiplie  le  poids  de  la  bague  <!<•  la 
même  façon  par  la  valeur  de  l'or,  el  divise  la  différence  entre  i  e 
nombre  et  le  prix  de  la  bague  par  le  diviseur,  le  résultai  esl  l<- 
poids  du  rubis.  Et  Dieu  sait!  ». 

En  notation  algébrique  moderne,  si  Ton  désigne  : 

le  poids  du  rubis  par  x,  celui  de  l'or  par  r, 
la  valeur  »  a,  celle  de      »  6, 

le  poids  de  l'ensemble  par  y?    et  son  prix  par  c 

on  calculera  d'après  la  règle  énoncée 

c  —  bp  ap  —  c 


x  = 


a  —  b 


y 


Or   ces   deux  valeurs  sont  les  solutions  du    svstème  de  deux 
équations 


ax  -+•  by  =  c, 
x^-y  =p. 


Comment  les  Arabes  étaient-ils  parvenus  à  cette  solution  ?  Je  n'ai 
aucune  donnée  pour  le  trouver;  en  tous  cas,  notre  calculateur 
semble  avoir  été  peu  familier  avec  son  application,  car,  après  avoir 
commencé  en  ces  termes  : 


Al-Khatam 
fas0s()-ho  la81  majhûl  el-wazn. 


Le  cachet 
dont  le  chaton  en  rubis  est  de  poids  inconnu. 


AL-LAOL. 


AL-TftILA. 


Coll-mesqâl  :    Coll-mesqâl 
x  d  IV  d 


II A  R    MESjAQIL 

Behhà  : 
xxiv  d 


(Iliaque  mitsqal  :   Chaque  mitsqal 
10  deniers  î  deniers 


TOI  S    LES    MITSQALS. 

Valeur  : 
24  deniers. 


AL-FAS0S0. 

La81  majùl  el-miqdâr 
wa-hûa  : 
Souls^ey 


KHATAM-IIO. 

(„ilà  har  mcs,àqil. 


LE   CHATON. 

Le  rubis  de  quanl  ité 
inconnue  est 


SON   ANNEAU. 

d'or  tous  1rs  mitsquâh 


Il  ne  continue  pas  le  calcul,  mais  répond  par  une  méthode  tout 
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autre  : 

S2aman-hâ  Sà-s2aman-luV  Sa  valeur  Sa  contre-valeur 

X  ashyà'  xx  d  iv  ashyîi  \ox  20  deniers-  \.r 

mûjmu8-liumà  leur  somme 

XX 


vi  ashya 
mu-8â-del 
xxiv  d. 
Fe  '1-shcy'  el-wâhid, 
\va  hûael-fas0s0,  muSâdel 
s?uls2ey  mes2qâl 
s2aman-hâ  : 

vi  d 
s2uls2ey; 


2.0  -1-  G  x 


é-ga- 

-le 

24 

deniers 

. 

wa  '1-bâqî 

Or  un  seul  X 

et  le  reste 

1  a  hûa  '1-khâtam 

c'est  le  chaton  égal  à 

c'est  l'anneau 

iv  mes2âqîl 

|  mitsqâl  : 

4|  mitsqâls  : 

s2aman-hâ  : 

Valeur  : 

valeur  : 

xvii  d 

s2uls2 

6  deniers  |  ; 

17  deniers  L. 

EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  BOUGAIEF. 

Permettez-moi  de  présenter  quelques  remarques  à  propos  de 
l'analyse  de  l'Ouvrage  de  M.  E.  Cesâro  :  Sur  diverses  questions 
d'arithmétique  [Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astro- 
nomiques, mars  1884).  Dans  cette  analyse  sont  indiquées  les 
principales  formules  de  la  composition. 

Je  vais  considérer  ces  formules  en  les  comparant  avec  celles  que 
j'ai  indiquées  dans  l'analyse  de  ma  composition  :  Théorie  des 
dérivées  numériques  (Bull.,  janvier  1876),  et  avec  les  formules 
de  l'autre  composition  mentionnée  dans  cette  analyse  :  Identités 
numériques  en  relation  avec  les  propriétés  du  symbole  E(Ma(. 
Sbomik,  t.  I,  1866). 

L'équation  (2)  de  M.  Cesâro  n'est  autre  chose  que  la  formule 
(i4)  de  mon  analyse 

A  propos  de  cette  formule  je  dis  :  «  Et  sous  cette  forme  elle 
devient  la  source  d'un  grand  nombre  de  lois  particulières  (p.  19).  » 

Dans  ma  composition  j'ai  indiqué  quelques-unes  de  ces  formules. 

Pour  être  plus  court,  j'ai  négligé  de  les  transcrire  dans  mon 
analyse, parce  que  j'ai  pensé  que  chacun  peut  lui-même  faire  (\c* 
applications  en  nombre  infini  de  ces  formules. 


MÉLANGES 


y  »  i 


Celte  formule  a  été  publiée  par  moi  en  1867,  avanl  I  apparition 
de  ma  composition  analysée  dans  le  Bulletin, 

Ma  formule  (i\)  avec  deux  fonctions  arbitraires  esl  une 
simple  conséquence  de  ma  formule  (i3  I  avec  trois  fonctions  arbi- 
traires. 

On  peut  déduire  sans  difficulté  les  formules  analogues  avec 
n  fonctions  arbitraires. 

La  relation  (3)  de  M.  Cesâro  esl  un  cas  particulier  de  ma  re- 
lal  ion  (1  a), 

La  méthode  de  calcul  de  la  valeur  moyenne  donnée  par  M .  (  lesaro 
(p.  87  du  Bull.)  n'est  antre  chose  que  ma  méthode  pour  déduire 
les  valeurs  asymptotiqucs  de  la  considération  des  séries  numériques 
(p.  25  de  mon  analyse).  Cette  méthode  est  seulement  indiquée 
dans  mon  analyse.  Elle  est  considérée  avec  tous  les  détails  dans 
mon  ouvrage  où  est  imprimée  aussi  ma  correspondance  avec 
M.  Kummer  au  sujet  de  cette  méthode. 

La  formule  élégante  signalée  à  M.  Cesâro  par  M.  Ilermite 
(p.  86)  se  trouve  au  commencement  de  mon  ouvrage  {Iden- 
tités numériques  [Math,  Sbornik),  t.  I,  p.  4,  1866' j  sous  la 
forme 


,.  u  II 


Si*  n  —bu  Ç\       p  n  —  au 

1  1 


Elle  est  démontrée  non  seulement  pour  les  nombres  entiers,  mais 
pour  tous  les  nombres  positifs. 

La  formule  (1)  de  M.  Cesâro  n'est  autre  chose  que  ma  formule 


C-. 


Qd)(î:7+Q(^^+Q(3)<î:f+..-SQ('/)-HSQ(")-t---' 

1       1 

à  la  page  i3  du  premier  Mémoire  de  ma  position  (Théorie  des  dé- 
rivées numériques). 

Elle  est  démontrée  à  la  page  1 14  des  Identités. 

L'idée  de  formules  analogues  à  (())  est  réalisée  dans  les  formules 
analogues  à  (6). 

A  la  page  98  de  ma  composition  (Identités  ^.  les  formules  son! 
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données  sous  la  forme 

g        <p(M)        g         0(z/)=         g       6(«)        g         <p<iO, 


g        cp(M)        g         0(i*)=        g       6(*0        g  cp<tt), 


i 


où  ®(u)  elft(u)  sont  deux  fonctions  arbitraires  analytiques  ou  nu- 
mériques, <\>(u),  ^i(w)  deux  fonctions  ascendantes  analytiques  et 
quelquefois  semi-analytiques,  ^(w),  fpi  (m) deux  fonctions  inverses 
des  fonctions  ^(m)  et  ^  (w). 

On  peut  trouver  dans  cette  composition  beaucoup  d'autres 
formules  analogues.  Une  de  ces  formules  (26)  est  transcrite  dans 
mon  analyse.  Par  des  méthodes  indiquées  dans  cette  composition, 
on  peut  trouver  des  formules  beaucoup  plus  générales. 

Ces  formules,  et  beaucoup  d'autres  de  la  même  composition, 
donnent  une  quantité  infinie  des  conséquences  pour  l' analyse  in- 
déterminée et  pour  la  théorie  des  fonctions  discontinues. 

Les  différents  exemples  de  ces  applications  ont  été  indiqués 
dans  mon  ouvrage. 

La  formule  démontrée  par  M.  Perott  n'est  autre  chose  que  la 
formule  (a5)  de  mon  analyse;  je  déduis  cette  formule  comme  je 
puis  déduire  une  suite  illimitée  de  formules  analogues  à  celle  qui 
a  été  démontrée  par  M.  Perott. 

Mes  deux  compositions,  publiées  la  première  en  1866  et  la  se- 
conde en  1870-1872,  donnent  une  théorie  assez  étendue  de  cette 
partie  générale  de  la  théorie  des  {onctions  discontinues. 

Ce  n'est  pas  pour  faire  une  réclamation  de  priorité  que  je  donne 
ces  indications,  mais  pour  constater  que  les  recherches  dans  cette 
partie  des  Mathématiques  sont  tout  à  fait  conformes  aux  idées 
générales  de  mes  travaux.  N.  Botjgaïef. 


COMPTES  RENDUS   II    ANALYSES. 
COMPTES  RENDUS  ET    \\  \\A  Si 


RESAL  (II.).—  Tbaité  élémentaibe  de  Mécaniqi  i  céleste   Paris,  Gauthier- 

Villars.  xx-j.kj  p.  in-ï";  iHRj. 

Nous  avons  aujourd'hui  à  appeler  l'attention  de  nos  lecteurs  sur 
une  nouvelle  et  importante  publication  de  M.  II.  Resal.  La  pre- 
mière édition  du  Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste y  dans 

laquelle  le  savant  auteur  s'était  proposé  dYxposer  les  principes 
fondamentaux  de  cette  science,  en  avant  recours  aux  démonstra- 
tions les  plus  simples,  avait  été  accueillie  avec  la  phi-,  grande  fa- 
veur et  se  trouvait  depuis  longtemps  épuisée.  Au  lieu  de  la  réim- 
primer purement  et  simplement,  M.  Resal  lui  a  fait  suhir  de 
profondes  modifications  qui  en  font  un  Ouvrage  nouveau  à  bien 
des  égards.  Au  reste,  pour  donner  une  idée  de  l'ordre  adopté  et 
des  matières  traitées,  nous  n'aurons  qu'à  reproduire  l'extrait  sui- 
vant de  la  Préface  de  l'Ouvrage  : 

«  Pour  déblayer  le  terrain,  et  en  même  temps  pour  faciliter  la 
lecture  du  texte  proprement  dit,  nous  avons  cru  devoir  placer  en 
tète  de  l'Ouvrage  une  Introduction  où  se  trouvent  traitées,  d'une 
manière  spéciale,  la  plupart  des  questions  de  Mécanique  analytique 
et  d'Analyse  qui  doivent  ultérieurement  se  présenter,  et  parmi 
lesquelles  nous  signalerons  les  suivantes  :  dans  le  Titre  I,  nous 
avons  donné  les  équations  de  la  Mécanique  analytique  dues  à  La- 
grange,  Hamilton  et  Jacobi,  suivies  de  celles  auxquelles  conduit 
la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Le  Titre  II 
se  rapporte  à  l'emploi  des  coordonnées  elliptiques  dans  la  solution 
de  certains  problèmes  relatifs  au  mouvement  d'un  point  matériel 
dans  un  plan. 

)>  Dans  le  Titre  III,  nous  avons  reproduit  les  intégrales  connues 
des  équations  du  mouvement  relatif,  par  rapport  à  l'un  de  ses 
points,  d'un  système  matériel  uniquement  soumis  à  ses  actions 
mutuelles. 

)>  Nous  avons  eu  pour  objet,  dans  le  Titre  l\  ,  d'établir  les  équa- 
tions du  mouvement  dans  l'espace  d'un  point  matériel,  exprimées 
en  coordonnées  polaires,  équations  auxquelles  on  doit  avoir  re- 
Bull.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  \  III.  (Septembre  i884«)        t~ 
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cours  dans  la  ihéorie  de  la  Lune,  Le  Titre  V  et  dernier  de  l'Intro- 
duction renferme  les  solutions  de  quelques  questions  d'Analyse 
dont  les  énoncés  ne  peuvent  pas  être  traduits  en  langage  ordinaire 
et  pour  lesquelles  nous  renverrons  à  la  Table  des  matières. 

»  Nous  arrivons  maintenant  à  la  partie  essentielle  de  l'Ouvrage. 

»  Dans  le  Chapitre  I,  nous  nous  sommes  occupé  du  mouvement 
elliptique  des  planètes,  de  la  gravitation,  de  la  détermination  des 
masses,  de  la  formule  de  Lambert  et  de  ses  conséquences  dans  le 
mouvement  parabolique  des  comètes;  de  la  détermination  des 
constantes  introduites  dans  les  formules  du  mouvement  elliptique 
et  notamment  par  la  méthode  de  Gauss,  qui  n'est  mentionnée  ni 
dans  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  ni  dans  Y  Exposition  ana- 
lytique du  système  du  monde  de  Pontécoulant;  des  développe- 
ments en  séries  des  coordonnées  d'une  planète  suivant  les  puissances 
ascendantes  du  temps  et  de  leurs  applications,  ainsi  que  de  la  dé- 
termination des  éléments  d'une  orbite  cométaire.  Comme  pre- 
mière innovation  apportée  au  programme  de  la  première  édition, 
nous  avons  terminé  le  Chapitre  dont  il  s'agit  en  nous  occupant  du 
problème  du  mouvement  plan  d'un  point  matériel  attiré  par  deux 
centres  fixes  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance;  ce  pro- 
blème, posé  par  Euler,  a  été  complètement  résolu  par  Legendre, 
puis  par  Liouville,  dont  nous  avons  reproduit  la  démonstration, 
en  raison  de  sa  simplicité. 

»  Le  Chapitre  II  est  consacré  entièrement  à  la  théorie  des  per- 
turbations. Nous  avons  pensé  que,  pour  bien  faire  comprendre  le 
sens  du  problème  que  l'on  a  en  vue,  il  convenait  de  faire  précéder 
les  recherches  analytiques  de  la  théorie  géométrique  des  perturba- 
tions, dont  l'idée  première  est  due  à  Newton  et  qui  a  été  reprise 
plus  tard  par  Lagrange,  dans  l'hypothèse  où  les  planètes  circule- 
raient dans  le  plan  de  l'écliptique.  Dans  cette  seconde  innovation, 
nous  avons  eu  uniquement  recours  aux  propriétés  de  l'accéléra- 
tion, qui,  comme  on  le  sait,  n'ont  été  établies  que  vers  le  commen- 
cement de  la  seconde  moitié  de  notre  siècle.  Nous  avons  déduit 
très  facilement,  des  résultats  obtenus,  les  formules  de  Poisson  qui 
s'appliquent  au  mouvement  d'une  planète  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  Nous  avons 
exposé  ensuite  la  théorie  analytique  des  perturbations  des  planètes, 
en  prenant  pour  point  de  départ  les  théorèmes  dllamilton  et  de 
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Jacobi,  méthode  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  La- 
grange,  lorsqu'on  s'<^i  bien  assimilé  les  matières  contenues  dans 
l'Introduction.  Nous  avons  terminé  le  Chapitre  en  donnanl  lés 
formules  qui  se  rapportent  aux  perturbations  du  mouvement  ellip- 
tique <l< îs  comètes. 

)>  Dans  le  calcul  de  l'attraction  <!<•>  corps,  qui  fail  l'objet  du  Cha- 
pitre 111,  nous  avons  reproduit,  à  quelques  modifications  près,  les 
démonstrations  géométriques  que  nous  avions  données  dans  la 
première  édition,  en  vue  d'apporter  quelque  clarté  sur  cette  partie 
de  la  Mécanique  céleste.  Nous  avons  continué  à  démontrer  a  priori^ 
au  moyen  d'une  double  intégration  par  parties,  la  convergence  du 
développement  du  potentiel  en  fonctions  sphérîques  dans  les  cas 
douteux  auxquels  Laplace  ne  s'est  pas  arrêté.  Nous  avons  employé, 
pour  déterminer  la  forme  de  ces  fonctions,  la  méthode  de  Jacobi, 
à  laquelle  nous  avons  donné  plus  de  développements,  et  qui  est 
l'une  des  plus  élégantes  et  des  plus  simples. 

)>  Parmi  les  questions  traitées  dans  le  Chapitre  IV,  relatif  à  la 
figure  des  planètes,  nous  citerons  celle  de  l'ellipsoïde  à  trois  av *s 
inégaux  de  Jacobi,  la  discussion  des  équations  qui  en  résultent, 
établie  d'abord  par  Mever,  puis  modifiée  et  complétée  par  Liouville  ; 
les  hypothèses  de  Legendre  et  de  E.  Roche  sur  la  variation  de  la 
densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre;  le  théorème  de  Liouville  sur 
la  stabilité  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouve- 
ment de  rotation,  théorème  dont  nous  avons  donné  une  démonstra- 
tion géométrique  et  que  nous  avons  ensuite  appliqué  à  la  stabilité 
de  l'équilibre  des  mers. 

»  Nous  avons  déduit  (Ghap.  V),  de  considérations  géométriques 
sur  le  mouvement  d'un  point,  les  propriétés,  dues  à  Laplace,  des 
lignes  géodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un  sphéroïde. 

»  Dans  le  Chapitre  VI,  où  nous  nous  occupons  des  atmosphères 
des  corps  célestes,  nous  avons  notamment  emprunté  à  E.  Roche 
les  considérations  qui,  en  tenant  compte  de  Th\  pothèse  de  la  force 
répulsive  due  aux  radiations  calorifiques,  imaginée  par  M.  Fave, 
permettent  d'expliquer  la  forme  des  comètes. 

)>  En  tête  du  Chapitre  Vil,  intitulé  Des  oscillations  de  la  mer 
et  de  l 'atmosphère,  nous  avons  établi  immédiatement  les  équa- 
tions des  petits  mouvements  d'un  fluide  recouvrant  un  noyau  sphé- 
roïdal,  en  nous  appuyant  uniquement  mm   le  théorème  de  Coriolis 
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dans  le  mouvement  relatif,  et  sur  le  principe  de  l'indépendance 
des  forces  centrifuges  composées  avec  les  mouvements  composants. 
Nous  sommes  parvenu  à  établir  la  formule  pratique  relative  aux 
marées,  donnée  par  Y  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes, 
formule  qui  paraît  être  due  à  Poisson,  mais  dont  nous  n'avons 
trouvé  nulle  part  la  démonstration. 

»  Une  interprétation  géométrique  des  propriétés  du  mouvement 
d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  nous  a  permis  de  poser  presque 
immédiatement  les  équations  du  mouvement  de  la  Terre  autour  de 
son  centre  de  gravité  (Chap.  VIII).  En  ce  qui  concerne  les  dépla- 
cements séculaires  de  la  Terre,  nous  avions,  dans  la  première 
édition,  pris  pour  origine  du  temps  l'année  1700;  mais  ici  nous 
partons  de  l'année  i85o,  et  nous  mettons  à  profit  les  chiffres  ob- 
tenus par  Le  Verrier  en  discutant  les  résultats  des  observations  de 
Peters.  Une  simple  considération  géométrique  basée  sur  la  théorie 
des  mouvements  relatifs  nous  a  permis  d'établir  facilement  ce 
théorème  de  Laplace  :  Les  phénomènes  de  la  précession  des  équi- 
noxes  et  de  la  nutation  sont  absolument  les  mêmes  que  si  la 
mer  et  V atmosphère  formaient  une  masse  solide  avec  le  sphé- 
roïde qu  elles  recouvrent. 

»  Les  équations  du  mouvement  de  la  Lune  et  de  l'anneau  de 
Saturne,  comme  celles  qui  se  rapportent  à  la  Terre,  ont  aussi  été 
déduites  de  considérations  géométriques. 

v  La  publication  de  notre  Ouvrage  sur  la  Physique  mathéma- 
tique nous  a  dispensé  de  reproduire,  dans  le  Chapitre  IX,  relatif 
à  la  chaleur  terrestre,  les  développements  sur  le  mouvement  de 
la  chaleur  dans  une  sphère  et  sur  la  chaleur  centrale  du  globe, 
que  nous  avions  donnés  dans  la  première  édition;  nous  n'avons  eu 
dès  lors,  à  quelques  préliminaires  près,  à  nous  occuper  que  de  la 
diminution  de  la  durée  du  jour  due  au  refroidissement  de  la  Terre. 

»  Nous  avons  ajouté  au  programme  que  nous  avions  adopté 
dans  la  première  édition,  et  d'après  Laplace  dont  nous  nous 
sommes  efforcé  de  simplifier  les  démonstrations  : 

»    i°  La  théorie  des  réfractions  astronomiques; 

»  20  La  théorie  des  inégalités  du  mouvement  des  planètes  dues 
à  l'ellipticité  du  Soleil,  avec  son  application  à  Mercure; 

»  3°  Enfin,  pour  terminer,  les  principes  fondamentaux  de  la 
théorie  de  la  Lune,  en  suivant  la  voie  tracée  par  Laplace.   » 


COMPTES    RENDUS  El    ANALYSES  rôi 

A  cet  exposé  si  complet  el  si  intéressant,  non-,  n ajouterons 
qu'un  seul  mot.  L'exposition  est  claire  el  satisfaisante.  Quant  à 
L'impression  elle  est  digne  en  tout  <!<•>  presses  de  M.  Gauthier- 
Villars.  La  seconde  édition  ri 1 1  Traité  élémentaire  de  Mécanique 
céleste  se  présente  à  nous  sous  La  forme  d'un  beau  Volume  in-4° 
où  rien  ne  laisse  à  désirer,  ni  les  figures,  ni  les  formules,  ni  l<- 
texte. 


GLA1SHER.  —  Various  papers  and  notes  (chiefly  relating  to  elliptic  func- 
lions)  that  hâve  appeared  in  thc  Qu  arterly  Joubxal  of  Mathematics  and 
the  Messenger  of  Mathehatics  during  Ihe  years  1881  and  1882.  1  vol.  in-8". 
Cambridge,    1882. 

M.  Glaislier,  par  de  nombreuses  et  intéressantes  publications, 
insérées  soit  dans  le  Messenger  of  Mathematics ,  soit  dans  le 
Quarterly  Journal,  cherche  à  populariser  en  Angleterre  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques.  Gomme  M.  Cavlev,  dans  son 
excellent  Elementary  Treatise  of  elliptic  functions,  c'est  sur- 
tout au  point,  de  vue  de  Jacobi  qu'il  se  place.  Et,  à  la  vérité,  ce 
point  de  vue  est  quelquefois  par  trop  abandonné.  Quel  que  soit 
l'intérêt  propre  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe, quelle  que  soit  la  lumière  qu'on  puisse  en  tirer  pour  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  il  ne  faudrait  point  qu'elle  absor- 
bât cette  dernière  jusqu'à  en  faire  oublier  les  détails  et  négliger 
les  applications. 

Les  notes  de  M.  Glaislier,  destinées  à  illustrer  quelques  passages 
des  Fundamenta,  à  développer  quelques  formules  utiles,  à  faci- 
liter le  maniement  des  transcendantes  elliptiques,  à  faire  ressortir 
les  analogies  ou  les  liaisons  de  ces  dernières  avec  les  fonctions 
trigonométriques,  doivent  rendre  les  plus  grands  services  aux 
étudiants  et  aux  maîtres  qui  les  lisent.  La  notation  adoptée  esl 
celle  de  Gudermann,  un  peu  compliquée  par  l'emploi  de  symboles 
nouveaux,  assez  ingénieux  d'ailleurs;  ainsi  les  symboles  ns,  ne, 

nd  sont  mis  à  la  place  de  —  >  —^  .    ;  puis   la  combinaison   de   deux 
r  su     en     un     l 

des  lettres  s,  c,  d  représente  le  quotient   de  deux  des    transcen- 
dantes sn,  en,  du,  dont  les  premières  lettres  figurent  dans  la  com- 
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binaison  :  ainsi 


sn  u 

se  u  =   

en  u 


On  a  ainsi  neuf  transcendantes.  M.  Glaisher  donne  le  tableau 
des  dérivées  et  des  intégrales  de  ces  fonctions  et  de  leurs  puis- 
sances entières,  la  formule  d'addition  que  Jacobi  a  déduite  par 
analogie  de  l'identité 

("  —  x)[y—z)-h(u  —  y)  (z-x)-h(u  —  z)(x  —  y)  =  o, 

et  diverses  conséquences  de  cette  formule,  le  développement  des 
expressions 

sn(u  -+-  v  -f-  w),     cn(tt+c+»'),     dn(«+c  +  «'), 

les  dérivées  secondes  des  logarithmes  des  neuf  transcendantes,  la 
démonstration  de  la  formule 

Z(«)+Z(c)  —  Z(u  -h  v)  =  À"2  sn  u  sn  v  sn(u  -f-  v), 

tirée  des  développements  des  fonctions  Z,  sn  en  séries  de  Fou- 
rier;  dans  un  article  qui  a  été  analysé  dans  le  Bulletin  à  propos 
du  Quarterly  Journal,  il  insiste  sur  les  liens  étroits  qui  unissent 
les  formules  d'addition  et  la  théorie  du  triangle  sphérique.  Signa- 
lons encore  les  formules 


i    riy         rn-afln(M>*')1 

arg  sn  a  =  -    /        log    — =— - yj-    du, 

7i   /  fi  —  a  on  (m,  k  )  J 

(arg  sn«)2  =  —  J  K'  I      log(i — a*k*sn*u)du 

—  K    T     log  [ i  —  a2  dn2  (  u ,  k'  )]  du  [ , 
Jq 

et  un  article  déjà  analysé  relatif  à  la  fonction 

C  x  eu 

Ei(x)  =    l       —  du. 

Enfin,  le  petit  volume  de  M.  Glaisher  se  termine  par  quelques 
formules  relatives  aux  fonctions  sphériques  et  au  logarithme  inté- 
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gral,  eL  par  d'intéressants  exemples  destinés  à  illustrer  la  théorie 
des  solutions  singulières  des  équations  différentielles,  donnée  par 
M.  Caylev  dans  le  second  Volume  du  Messenger  0/  Malhema- 
tics. 


MELANGES. 

MANUEL  MOSCHOPOULOS   ET  NICOLAS  RHABDAS  ; 
Pau  M.  Paul  TANNERY. 

I. 

Dans  ses  Vermischte  Untersuckungen  ziïr  Gescliiclttr  der  ma- 
thematischen  IVissenschaften  (l),  M.  Siegmund  Giinlher  a  public, 
d'après  un  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Munich  (p.  190-20 
le  texte  grec  d'un  petit  Traité  de  Manuel  Moschopoulos  sur  les 
carrés  magiques,  et  il  s'est  efforcé  d'en  déterminer  l'époque. 
Comme  ce  Traité  est  adressé  à  un  Nicolas  Artavasde  Rhabdas,  el 
qu'un  manuscrit  du  xve  siècle  de  la  Bibliothèque  nationale  (f'oixU 
grec  n°  2428)  contient  une  réédition,  laite  par  ce  dernier  per 
sonnage,  du  Grand  calcul  suivant  les  Hindous  de  Maxime  IMa- 
nude,  tandis  qu'il  existe  de  ce  même  ouvrage  d'autres  manuscrits 
du  xive  et  du  xve  siècle,  exempts  des  changements  introduits  par 
Rhabdas,  notre  savant  collaborateur  a  cru  pouvoir  considérer 
comme  probable  que  Moschopoulos  a  appartenu,  pour  la  plus 
grande  partie  de  sa  vie,  au  xve  siècle  (p.  267). 

L'étude  que  j'ai  faite  du  manuscrit  précité  n°  2128  m'a  permis 
de  préciser  une  date  delà  vie  de  Rhabdas  et  de  la  reporter  un  siècle 
plus  tôt. 

Ce  manuscrit  renferme  en  effet  (fol.  220-245)  un  Traité  arithmé- 
tique intitulé  : 

(')  Leipzig,  Teubner,  187H. 
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Toi  u7T£pXtav  ixôo{AWÇ  çptXoufAfevw,  vôi  xXaÇou.£V£t  TÇaSouy  y]  Qcooo'jpoj,  o  NixdXaoç 
Apxa&acûoç  (")  —aopvoOsv,  sx  J5u,avrioo;  o    faooaç  ypacpsi  xooe. 

«  A  son  très  cher  ami  de  cœur,  à  Théodore  Tzavoukhe  de  Clazo- 
mène,  Nicolas  Artavasde  de  Smyrne  le  Rhabdas  écrit  ceci  de  Bv- 
zantide.  » 

Or  ce  Traité  contient  (fol.  20*1)  un  calcul  de  la  pâque  pour  la 
présente  année,  l'an  6800,  17  du  cycle  solaire,  9  du  cycle  lunaire, 
et  la  pàque  est  donnée  pour  le  8  avril. 

La  date  de  l'ère  byzantine  est  certainement  fautive,  et  l'omission 
des  lettres  numérales  indiquant  les  dizaines  et  les  unités  se  soup- 
çonne à  la  seule  inspection  du  manuscrit;  mais  toutes  les  autres 
données  concordent  pour  désigner,  sans  aucune  ambiguïté 
possible,  l'an  1 34 x  après  J.-C,  ou  6849  de  l'ère  byzantine. 

Le  manuscrit  ri"  2i28  contient  d'ailleurs  le  Traité  de  Moscho- 
poulos  avec  un  texte  en  meilleur  état  que  celui  de  Munich.  Ce 
Traité  (fol.  181-180)  commence  un  recueil  d'Ouvrages  mathé- 
matiques, essentiellement  distinct  des  parties  précédentes  du  ma- 
nuscrit : 

Le  titre  peut  se  traduire  ainsi  : 

«  Du  très  savant  et  bien  heureux  Maître  Manuel  Moschopoulos, 
instruction  pour  l'invention  des  nombres  carrés,  qu'il  fit,  forcé 
par  Nicolas  de  Smyrne  Artavasde,  arithméticien  et  géomètre,  le 
Rhabdas  ». 

L'épithète  de  bienheureux  (u.axapi(OTaTou)  ou  de  très  saint  (àytio- 
toctou)  du  manuscrit  de  Munich  indique  que  Moschopoulos  était 
mort  lorsque  cet  intitulé  fut  composé.  L'autre  épithète  (AoyiorraTou) 
semble  suffire  pour  l'identifier  avec  un  littérateur  assez  connu  de 
la  même  époque,  Manuel  Moschopoulos  dit  le  Cretois,  pour  le  dis- 
tinguer d'un  homonyme  de  la  même  famille  (le  Byzantin)  qui 
vécut  au  xvc  siècle  et  vit  prendre  Constantinople  par  les  Turcs. 

Ces  deux  Moschopoulos  ont  surtout  écrit  des  Ouvrages  de 
grammaire  et  des  commentaires  sur  les  anciens  auteurs  grecs;  les 
connaissances  mathématiques  n'étaient  guère  qu'un  accessoirechez 
les  Byzantins  de  cette  époque;  Maxime  Planude,  lui  aussi,  futprin- 

(')  EL  non  'ApiaSiior,;,  comme  M.  Giïnlhcr  l'a  écrit  d'après  Gerhardt  et  Scholl. 


•>M  ) 
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cipalement  an  littérateur,  et  l<-    Elhabdas  lui-même,   malgré  les 

titres  spéciaux.  «  d'arithméticien  <*t  d<:  géomètre  i  qu'il  §e  donne, 
a  composé  une  grammaire. 

Jl  est  clair  d'aiUeursque  l'auteur  du  Traité  sur  les  carrés  magiques 
n'est  pas  l'inventeur  des  procédés  qu'il  indique;  il  les  ;■  reçus  par 
une  tradition  venue  peut-être  «l<-  l'Inde,  ou  au  moins  des  pays  ma- 
hométans,  et  qu'il  ne  possède  qu'incomplètement,  comme  il  est 
facile  de  le  reconnaître. 

Il  distingue  en  effet  les  nombres,  pour  la  formation  des  carrés 
magiques,  en  impairs,  en  pairement  pairs,  et  en  pairement  impairs. 
Mais  les  pairement  pairs  sont  pour  lui  les  puissances  de  2,  tandis 
que  les  procédés  qu'il  indique  pour  ces  nombres  s'appliquent  aux 
pairement  pairs  d'Euclide,  c'est-à-dire  aux  nombres  de  la  forme  j  //. 
Quant  aux  pairement  impairs,  qu'il  aurait  du  réduire  aux  nombres 
de  la  forme  /\n  -\-  2,  il  ne  donne  aucune  règle,  et  il  ne  semble  pas 
que  les  Byzantins  aient  connu  de  procédé  général  pour  ces 
nombres. 

Au  moins  dans  notre  manuscrit  n°  2428,  au  verso  du  folio  212, 
on  trouve  sans  autre  explication  les  carrés  magiques  suivants  poul- 
ies nombres  62  et  io2  : 


I 

35 

2- 

1 

10 

20 

32 

6 

3o 

8 

]7 

1 1 

2.5 

28 

34 
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16 

4 
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9 

3 

21 

22 

33 

23 

12 

2(3 

i3 

A 
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7 

3i 

5 

18 

19 

2 

36 
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I 
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9° 

12 

60 

4i 

i3 

88 

29 

72 

*9 

81 

6 

95 
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98 
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_  r 
71 

28 

17 

54 
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n 
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68 

34 

5 
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37 

63 

53 

48 

22 

75 

4o 

69 

45 

46 
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76 

36 

66 

35 

79 

26 

61 
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r  - 

00 

56 

71 

25 

65 

16 

85 

38 

64 

x7 

84 

4 

67 

33 

02 

49 

86 

i5 

73 

on 

97 

24 

78 

5o 

3i 

20 

82 

39 

62 

8 

93 

59 

42 

«9 

1 1 

91 

9 

57 

44 

80 

21 

3i 

7° 

2 

100 

Or,  si  le  premier  est  exact  et  formé  d'ailleurs  par  un  procédé 
qui  se  rapproche  de  ceux  d'Adam  Riese  et  d'AgrippadeNettesheim, 
le  second,  qu'on  a  essayé  de  combiner  en  partant  des  mêmes  prin- 
cipes, est  faux.  La  troisième  et  la  quatrième  colonne  verticale  ont 
respectivement  pour  sommes  5o2  et  5o8  au  lieu  de  5o5. 

Pour  en  finir  avec  Manuel  Moschopoulos,  je  relèverai  dans  la 
citation  de  Pauli  faite  par  M.  Giïnther  (p.  194)  line  erreur  singu- 
lière, en  ce  qu'elle  montre  avec  quelle  précaution  il  faut  consulter 
les  meilleurs  auteurs. 

D'après  Pauli,  Manuel  Moschopoulos  le  Cretois  vivait  sous 
Andronic  Paléologue,  dans  la  dernière  période  du  xive  siècle,  ou 
suivant  Titze,  sous  Michel  VIII  Paléologue,  dans  la  deuxième  pé- 
riode du  xme  siècle.  Voilà  une  divergence  d'un  siècle  qui  semble 
embarrassante. 

La  première  donnée  ressemble  à  Fabricius  qui  précise  (éd. 
Harles,  t.  VI,  p.  3^3)  qu'il  s'agit  d'Andronic  le  Vieux  et  de  l'année 
i3()2.  Or  Andronic  le  Vieux  a  régné  de  1282  à  1.Î2-  et  le  seul 
Andronic  qui  soil  venu  après  lui,  Andronic  [II  Le  Jeune,  a  régné  de 
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i  ,'>2j  à  i36o.  La  date  de  i3q2  est  d'ailleurs  simplemenl  celle  attribuée 
par  un  érudil  du  \\  i''  siècle  à  un  manuscrit  de  Moschopoulos,  que 
Montfaucon  a  reportée  à  l'année  1296  (manuscrit  fonds  grec  n  '  ->~~2. 
de  la  Bibliothèque  nationale  }. 

Quanta  Michel  \  III  (1261- 1282),  ce  fut  le  prédécesseur  immédial 
d'Andronic  !<■  Vieux.  En  tenant  compte  des  recherches  de  I  it/.«- 
ci  de  la  donnée  de  Montfaucon,  on  peut  donc  penser  que  l'auteur 
du  Traité  des  carrés  magiques  était  sensiblement  plus  âgé  que 
Nicolas  Rhabdas  et  qu'il  a  composé  son  Opuscule  arithmétique  dans 
sa  vieillesse,  vers  le  premier  quart  du  \i\'  siècle. 


Dans  le  manuscrit  n°  2i28,  l'opuscule  de  Moschopoulos  est 
suivi  (loi.  186- 19.3)  de  la  llfyjtpo^opt'a xax'  'IvSous  de  Planude,  avec  les 
additions  de  Rhabdas. 

«  Le  calcul  suivant  les  Hindous,  dit  le  grand  :  son  exposition 
par  le  très  philosophe  parmi  les  philosophes  et  très  vénérable 
parmi  les  moines  maître  (')  Maxime  le  Planude  et  le  Rhabdas 
Nicolas.  » 

La  Notice  donnée  sur  ce  manuscrit  par  Gerhardt,  dans  son 
édition  du  Traité  de  Planude  (Das  RecJienbucJi  des  Maximus 
Planudes,  Halle,  Schmidt,  1 865 ,  p.xn),  estpassablement  inexacte. 
«  C'est,  dit-il,  une  revision  de  l'ouvrage  de  Planude  ;  mainte  chose 
a  été  laissée  de  côté,  d'autres  ont  été  empruntées  à  un  autre  écrit 
de  Nicolas  Rhabdas.  » 

En  fait,  le  texte  de  Planude  est  suivi  fidèlement,  el  Gerhardt 
aurait  pu  utiliser  avec  avantage  ce  manuscrit  pour  son  édition.  A 
la  vérité,  il  s'arrête  après  la  multiplication  (-),  mais  il  en  est  de 
même  du  plus  ancien  manuscrit  de  Planude,  et  dans  la  partie  con- 
servée il  n'y  a  pas  d'omissions,  seulement  beaucoup  d'additions 
de  détail,  qui  ne  sont  d'ailleurs  nullement  empruntées  à  un  autre 
écrit  de  Rhabdas.  Les  deux  additions  les  plus  importantes  sont 


(')  Kupiou  en  abréviation.  Gerhard!  a  lu  xai  -rà;  dans  \r  cas  semblable,  pour  le 
titre  du  Traité  de  Moschopoulos,  M.  Gilnther  a  In  xara. 

(•')  Pins  exactement  après  tïprjTai,  p.  n,   I-  8  de  l'édition  de  Gerhardt. 
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notées  en  marge    :  'Kx  Trjç  7rpoa6r/.7j<;  toïïtotou  'PaÔoaXixoXaou âwçwoE 

(Ceci  a  été  ajouté  par  le  Rhabdas  Nicolas...  jusqu'ici.) 

Ainsi,  après  l'exemple  d'addition  (p.  4)  dans  lequel  la  somme 
est  inférieure  à  10000,  Rhabdas  remarque  que  ce  calcul  aurait 
pu  être  effectué  sur  les  doigts  avec  le  mode  de  figuration  dont  il 
nous  a  lui-même  conservé  les  détails  ailleurs  ;  mais  que,  pour  des 
nombres  supérieurs,  l'emploi  des  chiffres  hindous  ne  peut  être  ainsi 
suppléé. 

De  même,  après  la  soustraction,  Rhabdas  en  donne  la  preuve 
par  9,  négligée  par  Planude. 

Mais  ce  qui  est  assez  singulier,  c'est  que  ces  deux  additions  sont 
suivies  immédiatement  d'autres,  nettement  distinguées  de  celles  de 
Rhabdas  par  une  annotation  marginale  (toïïto  trusts  pov...  ewç  &oî. 
Ceci  est  de  nous...  jusqu'ici).  La  première  fois  ce  second  reviseur 
du  Traité  détaille  longuement  ce  qu'il  faut  faire  dans  le  cas  de 
l'addition,  s'il  se  présente  des  zéros  dans  les  deuxnombres  à  ajouter; 
la  seconde  fois,  il  développe  la  preuve  par  g  pour  la  soustraction, 
seulement  indiquée  par  Rhabdas. 

De  qui  sont  ces  secondes  additions?  Seize  feuillets  plus  loin,  en 
comptant  à  la  manière  grecque  les  deux  extrêmes,  on  trouve 
(fol.  2o3)  la  mention  marginale  :  Z^tsi  xal  exepa  KuSwvvj  upo  cpuXXwv 
ïç.  (Cherchez  d'autres  choses  de  Oydone  seize  feuillets  plus  haut.) 
Cette  mention  se  trouve  en  regard  d'une  règle,  autrement  anonyme, 
pour  calculer  la  somme  des  n  premiers  nombres.  Cette  règle  est 
suivie  d'une  autre  pour  le  même  objet,  qui  est  donnée  comme 
dTsaac  (Argyre). 

Mais,  dans  cette  mention,  e-wpa  est  en  abréviation  et  l'on  peut  lire 
Ixs'pav,  une  autre  (méthode).  De  fait,  tout  ce  fragment  représente 
les  problèmes  2  et  3  publiés  d'après  le  Codex  Cizensis  deNicomaque 
par  Richard  Hoche,  p.  1 49-101  de  son  édition  de  Y  Introduction 
arithmétique  (Leipzig,  Teubner,  1866),  et  attribués  à  Isaac  (Ar- 
gyre); dans  ce  manuscrit,  le  problème  précédent  est  encore  une 
règle  un  peu  différente  pour  le  calcul  de  la  somme  des  n  premiers 
nombres  et,  sous  l'indication  de  Tau  leur  tgïï  Kuvoç  donnée  par  Hoche, 
nous  savons,  par  un  autre  manuscrit  de  la  Bibliothèque  nationale, 
qu'il  faut  lire  toïï  KuSwvou. 

Il  est  donc  très  possible  que  l'annotation  marginale,  qui  paraissait 
rions  donner  une  lumière  inattendue,  ;n'l  été  prise  sur  un  manuscrit 
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originaire  ('  )  où  elle  renvoyait  à  la  méthode  de  Cydone  pour  ce  pro- 
blème de  sommation,  et  que  l<-  rapport  où  elle  semble  être  main- 
tenant avec  l'annotation  <lu  fol.  i  <SS  soil  purement  accidentel. 
Quoi  qu'il  en  soit,  si  nous  nous  demandons  quel  est  L'auteur  des 

deux  additions  anonymes  dans  le  Traité  de  Planude,  non-,  ne  pou- 
vons guère  penser  qu'à  Démétrius  Cydone  ou  à  [saac  A:  '[ni 
sont  les  deux  seuls  autres  érudits  dont  le  nom  se  rencontre  dan-  la 
compilation  qui  a  formé  notre  manuscrit.  Le  premier,  ami  de  Jean  VI 
Cantacuzène  (i344"I355),  après  l'abdication  d<-  ce  dernier,  se 
retira  d'abord  à  Milan,  puis  en  Crète;  il  vîvail  encore  en  i3gi. 
Quant  à  Isaac  Argyre,  on  a  de  lui  des  écrits  datés  de  i'.\68  à  i38o, 
mais  qu'il  composait  dans  sa  vieillesse. 

11  n'est  guère  douteux  que  Maxime  Planude,  dont  l'âge  est  inter- 
médiaire entre  ceux  de  Manuel  Moschopoulos  et  de  Nicolas 
Rhabdas,  ne  vécût  encore  quand  ce  dernier  revisait  son  Traité. 
Cydone,  un  peu  plus  jeune  que  Rhabdas,  a  d'ailleurs  soutenu  une 
polémique  religieuse  entre  Maxime  Planude  et,  d'un  autre  côté, 
contre  un  autre  moine  qui  s'occupa  également  de  Mathématiques, 
Barlaam,  contemporain  de  Planude.  Pour  Argyre,  qui  fut  aussi 
moine,  il  devait  être  encore  un  peu  plus  jeune  que  Cydone. 

ITT. 

Le  troisième  fragment  de  notre  manuscrit  n°  2128  (  fol.  194-200) 
est  un  écrit  de  Rhabdas  : 

<c  Enseignement  abrégé  et  très  clair  de  la  science  du  calcul,  im- 
provisé en  Bvzantide  de  Constantinople  par  Nicolas  de  Smyrne 
Artavasde,  arithméticien  et  géomètre,  le  Rhabdas,  à  la  demande 
du  tout  vénérable  chargé  des  pétitions  (l-rri  twv  Sst^cewv)  maître 
George  le  Khatzyce,  ouvrage  très  facile  pour  ceux  qui  veulent  l'é- 
tudier, et  que  voici  :  » 

Cet  Opuscule,  très  élémentaire,  et  où  les  lettres  numérales 
grecques  sont  seules  employées,  n'offre  guère  d'intérêt  que  parce 
qu'il  renferme,  sous  le  titre  «''Exc&paffiçTouôaxTuXixoutjLETpo'j»,  1  expo- 


(')  Je  remarque  à  cette  occasion   que  si  une  partie  du  manuscrit  2428  est  in- 
contestablement du  we  siècle,  celle  qui  noua  occupe  peul  très  bien  n'être  que  du 

xvie  siècle. 


•j-o 
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si  lion  du  système  des  anciens  pour  figurer  sur  leurs  doigts  tous 
les  nombres  jusqu'à  9999.  Cette  partie  du  Traité  a  été  déjà  plusieurs 
fois  imprimée. 

En  dehors  des  trois  pages  sur  la  numération  par  les  doigts,  le 
plus  curieux  du  Traité  est  au  début.  Rbabdas  y  a  littéralement 
copié,  en  changeant  le  nom  du  destinataire,  le  préambule  des 
arithmétiques  de  Diophante  jusqu'à  Tuy/avo'vTwv  ot\  Iv  toutoiç  (p.  2, 
l.  5  de  l'édition  de  S.  Fermât),  et,  fait  aussi  singulier,  il  a  répété 
le  même  plagiat,  un  peu  moins  étendu  toutefois,  au  début  de  sa 
lettre  à  Théodore  Tzavoukhe,  dont  j'ai  déjà  parlé,  et  qui  semble 
être  un  peu  postérieure  à  celle  qui  nous  occupe  actuellement. 

Cette  double  circonstance  ne  peut  guère  faire  juger  honorable- 
ment l'esprit  d'invention  littéraire  de  Rhabdas,  mais  elle  permet 
de  soulever  une  question  plus  grave.  Il  connaissait  Diophante  et 
s'en  était  nécessairement  occupé;  si  l'on  réfléchit  à  l'insuffisance 
des  motifs  qui  font  attribuer  à  Planude  les  scolies  sur  Diophante, 
on  peut  se  demander  si  l'auteur  n'en  est  point  Rhabdas.  En  fait, 
les  plus  anciens  manuscrits  sont  anonymes  quant  aux  scolies,  et  si 
le  fragment  de  la  Wvjoocpopia  xax'  'IvSooç,  qui  suit  le  texte  sur  quelques- 
uns,  est  parfois  indiqué  comme  de  Planude,  il  débute  par  un  mor- 
ceau mutilé  qui  ne  paraît  nullement  de  ce  dernier,  et  qui  peut 
provenir  de  la  revision  par  Rhabdas  de  la  seconde  partie  du  Calcul 
suivant  les  Hindous. 

Onpeut  encore  remarquer  (fol.  196  verso)  que,  après  avoir  défini 
l'addition  et  la  soustraction,  Rhabdas  renvoie  pour  la  pratique  du 
calcula  une  Table  (xauXa)  précédente,  «  la  Table  du  très  sage  Pala- 
mède  ».  Dans  notre  manuscrit,  cette  Table,  au  lieu  de  précéder, 
suit  l'opuscule  (fol.  201-202).  Elle  donne  les  sommes  et  produits 
pour  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  lettres  numérales 
grecques,  lorsqu'elles  ne  donnent  pas  lieu  à  simple  juxtaposition 
pour  l'addition. 

Il  est  à  peine  utile  de  remarquer  que  Palamède  ne  peut  re- 
présenter ici  que  «  l'antique  tradition  »,  car  il  est  impossible  de 
faire  remonter  la  numération  alphabétique  des  Grecs  au  delà  de  la 
moitié  du  vie  siècle  avant  J.-C,  et  cette  date  (époque  de  P\- 
thagore)  est  peut-être  déjà  trop  reculée. 

La  Table  attribuée  à  Palamède  est  accompagnée  d'une  Note 
anonyme  qui  peut,  au  reste,  être  de  Rhabdas,  et  où  il  est  dit  que 
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pour  les  calculs  plus  complexes  il  faut  recourir  au  procédé  du 
grand  calcul  hindou . 

Viennent  ensuite,  après  une  lacune  «l'une  j  >  ;  »  i_-  <  •  environ,  les 
règles d'Isaac  dont  nous  avons  pari»':  plus  haut,  pour  la  sommation 
des  //  premiers  nombres  et  pour  celle  des  termes  d'une  progression 
arithmétique. 

Puis  (fol.  2o3,  verso  212),  nous  rencontrons  une  version  de  la 
Geodœsia  de  Héron  éditée  par  rlultsch  {Retonis  Alexandrinx 
geomelricorumetstereometricorum  reliquice^  Berlin,^  eidmann, 
p.  i/ji-iSa,  1 8G/| ).  Cette  version,  dont  l'intitulé  esl  d'ailleurs 
rEwuLETpia  tou  "Hpwvoç,  se  rapproche  plus  des  manuscrits  de  la  partie 
correspondante  de  la  Geometria  (p.  ^i-(')o),  (au  moins  du  n"  3013 
de  la  Bibliothèque  nationale)  que  de  celui  suivi  par  le  savant 
éditeur;  elle  ne  contient  notamment  pas  la  Table  métrologique 
(Chap.  IV)  spéciale  à  la  Geodœsia,  mais  elle  renferme  les  deux 
autres  morceaux  propres  à  ce  Traité,  pourles  calculs  de  la  hauteur 
et  de  Taire  dans  un  triangle  quelconque  (i~,  18,  19),  morceaux 
qui,  au  reste,  semblent  d'une  date  relativement  récente. 

Dans  la  partie  métrologique  de  ce  Traité  de  Héron,  devant  Je 
fragment  sur  l'orgye  (4>  12,  p.  48  de  Hultsch),  on  remarque  le 
titre  singulier  'Atco  ttjç  u-nrspoTmxrjç  •j'soju.ETptaç,  avec  la  remarque  mar- 
ginale !'<j<oç  (peut-être)  aiyoïrrix^ç  au  lieu  d'o7rspo7r:i>âîc;. 

C'est  à  la  fin  du  Traité  que  se  trouvent  les  deux  carrés  magiques 
que  j'ai  donnés  plus  haut. 

On  rencontre  ensuite  (fol.  21 3-2 14)  un  travail  d'Isaac  Argyre. 

«  D'Isaac  moine  l'Argvre  à  Colybos  qui,  étant  à  Mitvlène,  lui 
demandait  comme  un  Tableau  résumé;  c'est  une  méthode  de 
géodésie  ou  de  mesure  des  surfaces,  exacte  et  abrégée.  » 

Ces  quatre  pages  commencent  par  insister  sur  les  erreurs  qu'en- 
traînent les  procédés  grossiers  d'arpentage  analogues  à  ceux  de 
l'antique  Egypte,  pour  revenir  finalement  comme  pratique  à  ces 
mêmes  procédés.  Après  la  salutation  finale  de  la  lettre,  vient,  sans 
titre  aucun  (4  )  et  comme  faisant  suite,  une  compilation  d'extraits  de 
la  Geometria  et  des  lntroductiones  stereometricorum  de  Héron, 
où  les  règles  sont  partout  substituées  aux  exemples. 

Cette  compilation,  qui  occupe  les  folios  21 6-224,  est  suivie  de 


(')  Un  espace  blanc  a  toutefois  été  réservé  pour  cr  titre. 
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la  lettre  de  Rhabdas  à  Théodore  Tzavoukhe  ;  vient  ensuite  (fol.  24G- 
248  recto)  «  d'Isaac  moine  l'Argyre,  scolie  sur  la  première  figure 
de  la  description  sur  un  plan  de  la  terre  habitée  »  (géographie  de 
Ptolémée)  ;  c'est  le  dernier  morceau  véritablement  mathématique 
du  manuscrit,  qui  comprend  encore  quatre  pages  sur  les  noms  des 
différents  vents,  et  quelques  autres  renseignements  de  Géographie 


générale. 


IV. 


Je  reviens  à  la  lettre  de  Rhabdas  à  Tzavoukhe  pour  l'analyser; 
elle  représente  de  fait  la  suite  de  la  lettre  à  Khatzyce  et  offre  sen- 
siblement plus  d'intérêt. 

Après  quelques  considérations  générales,  Rhabdas  enseigne  : 

A.  A  multiplier  des  nombres  fractionnaires  exprimés  avec  des 
suites  de  quantièmes; 

i°  Former  le  carré  de  3^-^^, 

2"  Produit  de  5f  ^-^  ^,  par  811^. 

3°  Produit  de  5£,  par  7}  e^9^-ù-) 

B.  A  diviser  par  un  nombre  fractionnaire  : 
4°  Quotient  de  10  par  3  -J  ^  jrt. 

G.  A  extraire  la  racine  carrée  d'un  nombre  non  carré  parfait. 

Il  donne  la  règle  suivante.  Prendre  le  carré  le  plus  voisin  en 
plus  ou  en  moins  du  nombre  donné. 

Soit  A  =  a-  -+-  r\  l'approximation  du  premier  degré  sera 


x, 


a 


r 

ia 


c'est  une  approximation  par  excès. 

De  cette  approximation,  on  peut  en  déduire  une  autre  au  même 
degré  par  défaut 


xt  =  ^r-  =  a 


*r 


a 


r 
ia 


puis  une  approximation  du  second  degré  (par  excès), 
N2 


ï(X1H-a?i)  =  a-+-  — 


4  a{  -ki'1-^  r) 
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Dans  les  exemples  choisis  par  Rhabdas,  A  =  i<».  ■'>,  i\,  La  valeur 
absolue  de  r  esl  toujours  L'unité. 

RJiabdas  expose  «m -> u i i * •  un  procédé  dont  il  se  donne  comme 
L'inventeur  pour  Le  calcul  pascal,  ei  qu'Isaac  Argvre  s 'esl  approprié 
diius  son  Traité  publié  par  Le  I'.  Petau. 

Ce  procédé  esl  l<-  suivant  :  retrancher  de  5o  l'épacle  i  suppo 
différente  de  28  et  de  29),  et  comptera  partir  du   1"    janvier  un 
nombre  de  jours  égal  à  La  différence;  le  dimanche  suivant  le  jour 
ainsi  obtenu  est  le  carnaval  byzantin,  c'est-à-dire  non.  >ime, 

le  huitième  dimanehe  avant  Pâques. 

Nous  arrivons  à  une  partie  intitulée  MéôoSoç tcoXitixwv  Xo^apiaffaSv, 
Méthode  des  calculs  de  ta  vie  usuelle.  Cette  méthode  consiste  en 
trois  procédés  qui  reviennent  à  notre  règle  de  Mois  simple,  directe 
et  inverse,  et  à  la  règle  de  trois  composée.  Il  est  remarquable  que 
dans  l'exposé  Rhabdas  appelle  les  nombres  donnés  Xovoe,  c'est-à-dire 
du  mot  qui  signifie  rapport  chez  tous  les  mathématiciens  grecs. 

Notre  auteur  entre  ensuite  dans  quelques  détails  sur  le  système 
des  poids  et  mesures  et  donne  des  applications  pratiques  de  la 
règle  de  trois,  puis  il  expose  la  règle  d'alliage.  Il  termine  par  \\w 
recueil  de  problèmes,  au  nombre  de  vingt,  qui  ne- font  plus  partie 
des  «  calculs  de  la  vie  usuelle  »,  mais  sont  «  bien  plus  élevés  et 
plus  surprenants  ». 

Ces  problèmes,  dont  les  énoncés  sont  mis  sous  forme  d'histo- 
riettes, sont  en  fait  du  premier  degré  et  des  plus  simples.  Voici 
leséquationsauxquellesconduisent  immédiatementles  1  8  premiers  : 

(1)  *({  +  £)  =  21, 

(2)  ^(l_]_i)=    ,,. 

(3)  ar(i  +  i  +  i)  =  3oJ 


(4) 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 

(9) 

(10) 

(H) 


10 


6),     a7-r6.=j        6, 

-./•  -  <)V. 

Rapport  de  deux,  cubes  dont  les  côtés  sont   10  et   ~i. 

1 


H 

x  H-  G 

=  20' 

x  +7: 

=  100, 

x(l 


./•  ■+-  5y  =y  -h  4  x  =  1  oooo. 

-i)(i-W)(i-î-i)0-i-i)  =  i}-, 

■'•('  S    ;   ai)  =  7i 
[  (  x  x  —  1 5  )  2  —  1 5  ]  2  —  1  5  -  o, 
/?////.  des  Sciences  mathém.,  r  série,  1.  VIII.  (Septembre  1884.)        18 
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(12)  Simples  divisions. 

(i3)  38ox85  =  a7(85  +  24), 

(i4)  x -h  b —  a  =y  —  b -\- a, 

problème  absurdement  considéré  comme  déterminé  et  résolu  par 
une  règle  qui  supposerait  encore  x  -h y  =  a2  ; 

(i5)  a7(I_i_|_-±_X)=36, 

(16)  a?(i-+-i  +  i)  =  i38, 

(«7)  ^(i-i-i-W  =  4, 

(18)  Partage  en  parties  proportionnelles. 

Les  deux  derniers  problèmes  19  et  20  (non  numérotés  d'ailleurs 
sur  le  manuscrit)  sont  les  deux  derniers  publiés  par  Hoche  à  la 
suite  de  son  édition  de  Nicomaque.  Il  est  possible  qu'ils  ne  fissent 
pas  originairement  partie  du  recueil  de  Rhabdas. 

Il  est  clair  que  ce  recueil  touche  à  peine  même  aux  premiers 
problèmes  de  Diophante  et  qu'il  rappelle  beaucoup  plutôt  le  pa- 
pyrus mathématique  d'Eisenlohr.  L'analogie  est  encore  plus 
frappante  en  ce  que,  dans  plusieurs  problèmes,  le  résultat  frac- 
tionnaire est  exprimé  par  une  suite  de  quantièmes  suivant  l'antique 
procédé  égyptien,  que  les  Byzantins  conservaient  traditionnelle- 
ment à  côté  du  procédé  de  numération  ordinaire  pour  les 
fractions  ('  ). 

Quant  aux  solutions  de  Rhabdas,  elles  témoignent  également 
d'une  singulière  décadence.  Aucun  raisonnement  analytique;  les 
calculs  sont  développés  avec  soin,  en  cherchant  à  montrer  ce  qu'il 
faudrait  faire  dans  le  cas  du  changement  des  données  numériques, 
et  l'existence  de  la  solution  est  prouvée  synthétiquement,  mais 
rien  de  plus.  Rhabdas  s'adresse  à  la  mémoire,  non  à  l'intelligence. 

Si  l'on  ajoute  que  ses  calculs  sont  parfois  fautifs,  on  ne  peut 
certainement  le  considérer  que  comme  un  écrivain  mathématique 
tout  à  fait  ordinaire,  même  pour  son  temps  et  son  pays. 

L'intérêt  de  ses  écrits  est  surtout  de  montrer  jusqu'où  étaient 
tombés  les  héritiers  dégénérés  du  nom  hellène,  ceux-là  même  qui 
avaient  alors  Diophante  entre  leurs  mains. 

(')  On  a  une  autre  preuve  frappante  de  ce  maintien  de  la  vieille  tradition  dans 
la  Géométrie  de  Jean  Pediasimos  (éd.  Friëdlein,  1866)  contemporain  de  Rhabdas. 
Il  est  beaucoup  pins  fidèle  en  fait  aux  suites  de  quantièmes  que  les  rédacteurs  de 
la  collection  héronienne. 
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V. 


.)<•  reviens  sur  le  procédé  indiqué  par  Rhabdas  pour  l'extraction 
de  la  racine  carrée  ;  c'est  de  fail  le  seul  que  non-  trouvions  chez 
un  auteur  grec  pour  la  détermination  de  nombres  fractionnaires 
approchés  d'une  racine  incommensurable.  Il  < -1  d'ailleurs  clair 
que,  si  Rhabdas  se  limite  à  une  approximation  du  second  degré,  le 
procédé  peut  être  indéfiniment  poursuivi. 

La  question  de  la  véritable  date  de  l'invention  de  ce  procédé 
reste  douteuse,  car,  s'il  y  a  un  fait  certain,  c'est  qu'il  n'a  nullement 
été  appliqué  dans  les  calculs  analogues  de  la  collection  héron  ienne, 
et  si  M.  Ch.  Henry  ('  )  a  essayé  ici  même  de  l'employer  pour  la  con- 
struction des  valeurs  approchées  d'Archimède  pour  y/3,  cet  essai 
n'a  pas  été  heureux,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Gùnther  dans 
son  important  travail  Die  quadratische  Irrationalitâlen  der 
Alten  und  der  en  Entwickelungsmethoden  (-). 

Notre  savant  collaborateur  ignorait,  dans  cette  dernière  étude, 
la  mention  de  cette  méthode  dans  Rhabdas  ;  il  l'étudiait  comme  re- 
trouvée par  des  contemporains,  Oppermann  etAlexeïef,  et  il  a  établi 
que  la  nnme  valeur  approximative  trouvée  par  ce  procédé  est  la 
réduite  de  rang  in  du  développement  de  la  racine  en  fractions 
continues. 

M.  Gunther  a,  d'ailleurs,  constaté  l'identité  de  principe  de  la 
méthode  d'Alexeïef  avec  celle  donnée  par  M.  Bertrand  dans  son 
Traité  d?  Arithmétique,  p.  287,  et  avec  celle  déjà  développée  an- 
térieurement par    Buzenzeiger;   il  a    enfin    rappelé    qu'elle  était 


(')  Tome  III,  p.  5 1 5  et  suiv.  Des  deux  valeurs  en  question,  celle  par  défaut  —r~r 
est  absolument  irréductible  à  ce  procédé;  pour  celle  par  excès,  on  a 

ij^i=L(2!ï+^\  et  îËssifi+ay 

7S0       2  \  i5       26/  i5       1  \3       5/ 

5 
Mais  -  est  irréductible,  et  n'est  pas  d'ailleurs  une  approximation  dont  on  puisse 

montrer  l'existence  chez  les  Grecs,  comme  je  me  suis  laissé  allé  à  le  dire  ailleurs 
(  Mémoires  delà  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  IV.. 

p.    322). 

(2)  Abhandlungen  zur  Geschichte  der   Mathèmatik,  IV. 
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connue  dès  le  xve  siècle  en  Italie,  et  qu'elle  se  trouve  de  fait  dans 
Lucas  Pacioli. 

M.  Heiberg  a  remarqué  depuis  que  cette  même  méthode  est  in- 
diquée dans  la  Logistique  du  moine  Barlaam  (livre  II,  prop.  39). 
Il  n'est  guère  douteux  que  cette  Logistique  ne  soit  antérieure  à 
la  lettre  de  Rhabdas  à  Tzavoukhe  ;  c'est  par  conséquent  le  plus 
ancien  Ouvrage  actuellement  connu  où  cette  méthode  apparaisse. 

Cependant  il  faut  remarquer  que  Rhabdas  ne  paraît  nullement 
l'avoir  empruntée  à  Barlaam  ;  la  Logistique  de  ce  dernier,  pastiche 
des  livres  arithmétiques  d'Euclide,  est  essentiellement  différente 
comme  forme  et  comme  ordre  d'idées  des  écrits  de  Rhabdas,  et 
d'ailleurs  Bailaam  indique  expressément,  au  contraire  de  Rhabdas, 
que  le  procédé  peut  être  indéfiniment  poursuivi.  Le  témoignage 
de  Rhabdas  reste  donc  précieux  en  ce  qu'il  indique  que  la  méthode 
était  de  son  temps  connue  des  calculateurs  byzantins,  tandis  que 
les  rapports  que  Barlaam  a  eus  avecl'Italiepourraientfairedemander 
si  ce  n'est  pas  dans  ce  dernier  pays  qu'il  en  aurait  eu  connaissance. 
Il  semble,  au  contraire,  probable,  jusqu'à  nouvel  argument,  que 
c'est  de  Barlaam  que  vient  la  connaissance  de  la  méthode  chez  les 
Italiens  du  xve  siècle. 

Que  d'ailleurs  Barlaam  n'en  soit  pas  l'inventeur,  il  ne  peut  guère 
y  avoir  de  doutes  à  cet  égard;  il  se  pose  uniquement  dans  sa  Pré- 
face comme  ayant  pour  but  de  démontrer  les  principes  des  règles 
de  calcul  suivies  de  son  temps,  en  particulier  par  les  astronomes, 
qui  ont  toujours  été  les  plus  grands  calculateurs.  La  méthode  est 
donc,  sans  doute,  antérieure  au  xive  siècle  et  il  s'agirait  d'en  re- 
trouver des  traces  à  une  époque  plus  reculée,  soit  chez  les  Grecs, 
soit  chez  les  Occidentaux,  soit  chez  les  Arabes. 

Il  est  essentiel  de  remarquer,  en  tous  cas,  que  Barlaam,  de  même 
que  Rhabdas,  suppose  que  l'on  parte,  comme  première  approxi- 
mation de  y  A,  de  la  relation 

\ ,  —  a  -f-  —  > 

approximation   qui  appartient,   à  n'en  pas  douter,   aux  Grecs  de 
l'époque  classique.  Si  l'on  prend 

/  ,,        <i      Cl       \0  =  —  =  Cl  H 
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comme   approximation    précédente,    il   esl    clair   que    \i    esl    la 
moyenne  arithmétique  «le  \()  et  .*■„.  el  que  xK  esl    leur  moyenne 
harmonique.   L'essence  du  procédé  esl    d'ailleurs  <|u<-  les  deux 
approximations  du  même  degré,  l'une  par  défaul .  l'autre  pai  ex 
donnent  A  pour  produit, 

\nxn  —  A  =  a-      i  . 

X//+1  et  x,l+{  seront  respcctivenicni  la  moyenne  arithmétique  el 
la  moyenne  harmonique  de  X„  et  xn. 

Mais  Barlaam,  pas  plus  que  Rhabdas,  ne  parle  de  moyenne  har- 
monique. 

La  découverte  de  textes  plus  anciens  <jiie  Barlaam  et  enseignant 
expressément  son  procédé  ne  semble  guère  devoir  être  espérée; 
mais  on  a  un  certain  nombre  de  racines  approchées,  remontant  à 
diverses  époques  éloignées  et  dont  le  mode  de  calcul  n'est  pas  dé- 
terminé :  on  peut  donc  essayer  de  reconnaître  si  ce  procédé  a  pu 
servir  à  les  calculer. 

Soit  -  une  approximation  de  y/A;  on  peut  la  supposer  parexcès, 

sauf  à  lui  substituer  — -  •   Soit  donc  —  =  A  -f-  R. 

P  ?2 

Les  valeurs  de  l'approximation  précédente  seront,  par  excès, 
£  +  y/R  î  par  défaut,  £  —  y/R. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  R  ne  sera  pas  un  carré  parfait,  on  sera 
certain  que  l'approximation  n'aura  point  été  obtenue  par  le  procédé 
de  Barlaam. 

Si  Ton  peut  réduire  l'approximation  à  une  précédente,  on  doit 
poursuivre  la  réduction;   si   Ton    n'arrive    pas   finalement   à   une 

approximation  de  la  forme  a  -+-    — >  on  devra  encore  considérer 

la  racine  comme  obtenue  par  un  procédé  différent. 
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SUR  UNE  CERTAINE  COURBE  DU  QUATRIÈME  ORDRE 
DOUÉE  DE  TROIS  POINTS  DOUBLES  (  '  )  ; 

Par  M.  SCHOUTE, 

Professeur  à    l'Université   de    Groningue. 

Pour  analyser  ce  Mémoire,  nous  nous  bornerons  à  énoncer  les 
lemmes  et  théorèmes  qu'il  renferme. 

1.  OA  et  OB  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère  ; 
P  et  Q  sont  deux  points  de  cette  courbe.  Si  l'on  construit  un  rec- 
tangle dont  PQ  est  une  diagonale  et  dont  les  côtés  sont  parallèles 
à  OA  et  à  OB,  la  seconde  diagonale  passe  par  le  point  O. 

Réciproquement,  si  deux  points  P  et  Q  sont  situés  par  rapport 
à  deux  axes  rectangulaires  OA  et  OB,  de  manière  que  la  deuxième 
diagonale  du  rectangle  PQ  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  OA, 
OB  passe  par  le  point  O,  les  points  P  et  Q  se  trouvent  sur  une 
hyperbole  équilatère  dont  OA  et  OB  sont  les  asymptotes. 

Le  rectangle  PQ  sera  nommé  rectangle  asymptotique,  et 
l'hyperbole  équilatère  sera  désignée  par  le  symbole 

H(OA,OB;P,Q,...). 

2.  La  tangente  en  P  à  H(OA,  OB;  P)  est  la  droite  antiparallèle 
de  OP  par  rapport  à  OA  et  OB. 

3.  On  trouve  deux  points  de  la  tangente  en  P  à  H(OA,OB;  P) 
en  prolongeant  PR  et  PS  (R  et  S  sont  deux  sommets  du  rectangle 
asymptotique  PRQS)  de  longueurs  RT,  SU,  égales  respectivement 
à  PR  et  PS,  et  en  prenant  les  points  d'intersection  V  de  OT  et 
SQ  et  W  de  OU  et  RQ. 

Réciproquement,  si  les  poinls  P  et  Q  sont  situés  par  rapport  à 
deux  axes  rectangulaires  OA  et  OB,  de  manière  que  les  points  V 
et  \\  obtenus  comme  ci-dessus  sont  en  ligne  droite  avec  P,  le 
point  Q  se  trouve  sur  H(OA,  OB;  P)  et  la  droite  P\  W  est  tan- 
gente en  P  à  celte  courbe. 


(')  Over  een  bljsondere  kromme  vanden  vierden  graad   nul  drie  dubbel- 
punten,  door  P.  II.  Schoule. 
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i.  Par  I<:  centre  M  d'une  conique  K.  les  points  .1  l'infini  A  el  B 
de  ses  axes  et  un  point  quelconque  I\  «le  K,  on  peul  faire  pas! 
quatre  coniques  tangentes  à  K  en  un  point  différent   <l<-  IV  I 
quatre  points  de  contact  avec  K.  de  ces  quatre  hyperboles  équila- 
tères  se  trouvent  sur  une  même  hyperbole  équilatère.  si  P-j  esl 
le  point  diamétralement  opposé  à   IV  cette  hyperbole  équilat 
est  H(P2A,  PjB;  M).  (Chacune  des  quatre  coniques  coupe  K  en  un 
quatrième  point  qui  est  situé  sur  la  tangente  à  lit  PaA,  PjB;  M 
menée  par  le  point  de  contactde  la  conique  correspondante  i\  ec  K. 

5.  La  développée  d'une  conique  à  centre  est  une  courbe  CJ  «In 
sixième  ordre  et  de  la  quatrième  classe.  Les  tangentes  à  cette 
courbe  aux  quatre  points  où  elle  est  coupée  par  une  de  ses  tan- 
gentes concourent  en  un  même  point. 

6.  Lorsque  le  point  P<  parcourt  la  conique  K,  rhvperbole 
équilatère  H(P2A,  P2B;  M),  qui  coupe  K  aux  quatre  points  de 
contact  des  hyperboles  du  faisceau  (M,  A,  B,  P,),  enveloppe  une 
C*  dont  les  points  M,  A,  B  sont  des  points  doubles.  Les  tangentes 
en  ces  points  à  G4  sont  tangentes  à  K. 

7.  Par  un  point  quelconque  P,  d'une  conique  quelconque  C2 
passent  quatre  coniques  circonscrites  à  un  triangle  donné  Y15(. 
conjugué  par  rapport  à  G2  et,  en  outre,  tangentes  à  C2.  Les  points 
de  contact  de  ces  quatre  coniques  se  trouvent  sur  une  conique  C* 
circonscrite  à  ABC.  Le  point  de  Brianchon  par  rapport  au  triangle 
circonscrit  à  C^  dont  les  points  de  contact  sont  A,  B,  G  est  le 
point  Pfl.  Lorsque  P,  parcourt  C2,  la  conique  Cf.  des  points  de 
contact  enveloppe  une  courbe  C4  dont  A,  B,  C  sont  des  points 
doubles,  les  tangentes  en  ces  points  doubles  étant  des  tangentes 
d'inflexion,  tangentes  en  outre  à  C2. 

8.  Si  une  courbe  C*  du  quatrième  ordre  a  trois  points  doubles 
et  si  les  six  tangentes  en  ces  trois  points  sont  des  tangentes  d'in- 
flexion, cette  courbe  jouit  des  propriétés  suivantes.  Les  points  de 
contact  des  quatre  tangentes  à  G}  que  l'on  peut  mener  par  un  de 
ses  points  P  se  trouvent  sur  une  droite  /.  Lorsque  P  parcourt  la 
courbe  C4,  la  droite  /  enveloppe  une  conique;   le   triangle  formé 
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par  les  points  doubles  de  C4  est  conjugué  à  cette  conique;  en 
outre,  les  trois  couples  de  tangentes  à  CÂ  en  ses  points  doubles 
sont  tangentes  à  cette  conique  (extension  d'un  théorème  sur  la 
lemniscate  démontré  par  M.  Emile  W  evr,  professeur  à  \  ienne  f. 

9.  Si  une  courbe  K*  de  la  quatrième  classe  a  quatre  tangentes 
doubles  et  si  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  des 
points  de  rebroussement,  elle  jouit  des  propriétés  suivantes.  Les 
tangentes  à  G,  aux  quatre  points  d'intersection  de  la  courbe  et 
dune  de  ses  tangentes  /  concourent  en  un  même  point  P.  Quand 
la  droite  /  tourne  autour  de  C-,  en  l'enveloppant,  le  point  P  décrit 
une  conique;  le  triangle  formé  par  les  tangentes  doubles  de  C4 
est  conjugué  à  cette  conique  qui  passe,  en  outre,  par  les  points  de 
rebroussement  situés  sur  ces  tangentes. 

10.  Le  Mémoire  est  terminé  par  quelques  remarques  sur  des 
propriétés  de  la  courbe  C''  établies  géométriquement  par  M.  Rup- 
per,  professeur  à  Prague.  E.-D.  W  . 


I  (iMI'l  ES   RENDUS   II    \v\  M  -I  - 
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GUICHARD  (C).        Théobie  drs  points  singulibbs  bssbntibls.  —  Thèse 
présentée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  98  pages  in  -  î  :  1  • 

La  première  Partie  «lu  travail  de  M.  Guichard  a  poar  objet  la 

théorie  générale  des  fonctions  qui  ont  des  points  essentiels,  el  la 
classification  des  fonctions  uniformes  et  des  points  singuliers. 
L'auteur  prend  pour  point  de  départ  le  théorème  de  Laurent,  qui 
permet  de  décomposer  une  fonction  II(^),  holomorphe  dans  l'es- 
pace annulaire  compris  entre  deux  cercles  Cet  G' avant  pour  centre 

commun  l'origine,  en  une  somme  de  deux  série-  Q  s),  P  (  -  I- 
ordonnées  suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  la  va- 
riable. Il  existe  une  fonction  P,  (-)>  uniforme  dans  tout  le  plan 

qui  coïncide  avec  la  série  P(  -  )  dans  toute  l'étendue  où  elle  est  con- 
vergente. En  dehors  du  cercle  intérieur  C,  celte  fonction  est  re- 
présentée par   la   série  P(-  )>   et  dans  ce  cercle  parla  différence 

Il(^) —  Q(^)-  Pi  (  -  )   sera  la  fonction  caractéristique  du  point 

singulier  s  =  0,  et  l'on  dira  que  deux  fonctions  ont  le  point  z=  <> 
pour  point  singulier  de  même  espèce,  quand  la  différence  de  ces 
deux  fonctions  et  par  suite  des  fonctions  caractéristiques  corres- 
pondantes est  holomorphe  près  du  point  zéro. 

Un  nouveau  théorème,  corrélatif  de  celui  de  Laurent,  permet  à 
M.  Guichard  d'aborder  sous  un  autre  point  de  vue  la  théorie  <l< ■> 
points  singuliers  :  Toute  fonction,  holomorphe  entre  deux  cer- 
cles G  et  G  ayant  pour  centre  l'origine,  est  égale  dans  cette 
étendue  au  produit  de  deux  séries,  contenant  l'une  les  puis- 
sances positives,  C  autre  les  puissances  négatives  de  z  : 


H(z)  =  znq(z)pfy 


Il  existe   une  fonction  />((-)>  uniforme   dans   tout  le  plan,  qui 

coïncide  avec  la  série  p  en  dehors  du  cercle  intérieur  G.  L'expo- 
Dull.dcs  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIII.  (Octobre  i8840  19 
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sant  entier  n  peut  être   choisi   de  façon  que   le  premier   terme  de 

Pi(-)  soit  indépendant  de  (  -•  )  •  la  fonction    znp{  (  -  )  caractérise 

alors  les  zéros  et  les  points  singuliers  situés  à  l'intérieur  de  C. 
M.  Guichard  l'appelle  encore  fonction  caractéristique.  De  là 
une  nouvelle  définition  de  l'espèce  d'un  point  singulier  :  deux 
fonctions  ont  l'origine  pour  point  singulier  de  même  espèce, 
lorsque  leur  quotient,  et  par  suite  celui  des  fonctions  caractéris- 
tiques correspondantes,  est  holomorphe  au  voisinage  de  l'origine. 
Cette  définition  ne  concorde  pas  avec  la  première  :  il  est  impossible 
que  deux  fonctions  différentes  aient  l'origine  comme  point  singu- 
lier de   même  espèce  dans  les  deux  modes  de. décomposition. 

Le  théorème  de  M.  Mittag-Lefller  s'étend  à  tous  les  points  sin- 
guliers, définis  par  la  décomposition  de  la  fonction  en  une  somme 
de  deux  séries  :  M.  Guichard  l'énonce  dans  sa  pleine  généralité. 
A  ce  théorème  correspond  une  proposition  analogue  pour  la  dé- 
composition en  un  produit  de  deux  séries  :  cette  proposition  donne 
le  moyen  de  décomposer  une  fonction  uniforme  en  un  produit  de 
facteurs  primaires  contenant  soit  un  zéro,  soit  un  pôle,  soit  un 
point  essentiel,  à  distance  finie,  au  plus. 

M.  Guichard  fait  marcher  de  pair  la  classification  des  points 
singuliers  et   celle    des   fonctions  uniformes.  Un    point   singulier 

sera  de  première  classe,  quand  la  fonction  P<  (  -  \  ou  pK  (  -  \  qui  dé- 
finit l'espèce  du  point  singulier  est  holomorphe  dans  tout  le  plan, 
sauf  au  point  z  =  o.  Ces  deux  définitions,  qui  correspondent  à  la 
décomposition  en  somme  et  à  la  décomposition  en  produit,  con- 
duisent au  même  résultat.  Une  fonction  uniforme,  qui  a  des 
points  singuliers,  sera  dite  de  première  classe  quand  tous  ses 
points  singuliers  sont  de  première  classe.  Le  point  infini  dune 
fonction  de  première  classe  dont  les  points  singuliers  sont  en 
nombre  illimité  est  un  point  singulier  de  deuxième  classe.  En 
général,  le  point  a  sera  un  point  singulier  de  deuxième   classe, 

quand  les  fonctions  P  l  _  _     )  >  />  (     _       )  sont  telles  que  P(*  —  <?), 

p(z  —  à)  soient  des  fonctions  uniformes  de  première  clas>c. 
ayant  une  infinité  de  points  singuliers.  Une  fonction  uniforme 
est  de  deuxième  classe  quand  elle  n'a  que  des  points  singuliers 
de  première  et  de  deuxième  classe.  Le  point  infini  dune  fonction 
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uniforme  de  deuxième  classe  définil  le  poînl  singulier  de  troisième 
classe  En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  classer  de  proche  en 
proche  les  fonctions  uniformes  el  les  points  singuliers.  Cette  clas- 
sification mel  <'n  évidence  cette  double  propriété  fondamentale  des 
fonctions  uniformes  :  i"  Toute  fonction,  de  classe  n  dans  une 
étendue  limitée,  a  dans  cette  étendue  un  nombre  fini  de  points 

singuliers  de  (fasse  n;  2°  si  une  fouet  ion  est  de  classe  n  sur 
foule  la  sphère,  le  nombre  de  ses  points  singuliers  de  r fasse  n 
est  limité. 

Tous  les  points  singuliers  et  toutes  1rs  fonctions  uniformes  ne 
rentrent  pas  dans  la  classification  précédente.  On  peut,  en  effet, 
former,  d'après  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler,  une  fonction 
ayant  les  points  singuliers  i,  2,  ...,  n  d'espèces   P,.  Pj,  ...,  P„, 

P„  (  _ — -j  définissant  un  point  singulier  de  classe  //.  Cette  fonc- 
tion ne  reste  dans  aucune  des  classes  précédemment  énumérées  : 
on  dit  qu'elle  est  du  deuxième  genre.  Son  point  infini  constitue 
une  nouvelle  espèce  de  discontinuité,  que  M .  Mittag-Leffler  appelle 
un  point  singulier  du  deuxième  genre.  Les  points  singuliers  el 
les  fonctions  uniformes  du  deuxième  genre  se  divisent  à  leur  tour 
en  classe,  jouissant  de  la  double  propriété  fondamentale  signalée 
pour  les  points  et  les  fonctions  du  premier  genre.  Si  Ton  forme 
une  fonction  uniforme  ayant  le  point  1  comme  point  singulier  de 
classe  1,  le  point  2  comme  point  singulier  de  classe  2,  ...,  If- 
point  n  comme  point  singulier  de  classe  /?,  le  point  infini  d'une  telle 
fonction  est  une  singularité  nouvelle,  que  M.  Guichard  appelle 
point  singulier  du  troisième  genre,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  la  classification  par  genres  ne  suffit  pas  encore.  Il  y  a  lieu 
de  grouper  les  fonctions  uniformes  et  les  points  singuliers  eu  fa- 
milles, comprenant  chacune  une  infinité  de  genres.  On  pourra 
former  une  suite  illimitée  de  familles;  on  n'aura  pas  encore  formé 
toutes  les  fonctions  et  tous  les  points  singuliers  possibles  :  on  peut 
continuer  ainsi  indéfiniment. 

Dans  la  deuxième  Partie  de  son  travail,  l'auteur  étudie  les  fonc- 
tions simplement  périodiques  qui  ont  des  points  singuliers  essen- 
tiels. Il  les  obtient  d'abord  sous  la  forme  de  produits  ou  de 
sommes  de  termes  primaires,  puis  sous  la  forme  de  développe- 
ments en  série  qui  les  représentent  d'une  façon  plus  simple. 
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La  dernière  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  fonctions  dou- 
blement périodiques.  M.  Guichard  forme  d'abord  des  fonctions 
intermédiaires  qui  jouent  dans  cette  théorie  un  rôle  analogue  à 
celui  des  fonctions  9  dans  la  théorie  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques méromorphes.  En  employant  la  méthode  indiquée  par 
M.  Appell  [Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  3  avril  1882),  on  arrive  à  développer  ces  fonctions  in- 
termédiaires en  séries.  Avec  ces  fonctions  intermédiaires,  on  peut 
former  des  fonctions  doublement  périodiques.  En  cherchant  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'on  puisse  former  une 
telle  fonction,  quand  l'espèce  et  la  position  de  ses  points  singuliers 
sont  données,  l'auteur  parvient  à  généraliser  un  certain  nombre 
de  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  méromorphes  doublement  pé- 
riodiques. La  méthode  de  décomposition  en  sommes  généralise  le 
théorème  des  résidus  ;  la  méthode  de  décomposition  en  produits 
généralise  les  théorèmes  de  Liouville.  Au  lieu  de  passer  par  l'in- 
termédiaire des  fonctions  simplement  périodiques,  on  peut  arriver 
directement  à  la  double  périodicité  par  la  considération  de  sommes 
et  de  produits  doublement  infinis.  C'est  ainsi  que  M.  Guichard 
étend  aux  fonctions  périodiques  les  plus  générales  les  résultats 
obtenus  par  M.  Cayley  dans  sa  théorie  des  fonctions  doublement 
périodiques  méromorphes. 


RADAU  (R.)«  —  Sur  les  développements  de  l'expression  (i  —  aacs-h  a2 1  h 
(Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  Partie  théorique,  t.  XVIII).  Paris.  1 883. 
in-40  de  20  p. 

Les  fonctions  P"'A  qui  naissent  du  développement  de 

(1  —  %%z  ■+■  a2)-7'', 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  ont  été  déjà  étudiées  par 
un  grand  nombre  de  géomètres.  Le  travail  que  nous  avons  sous  les 
veux  se  rattache  aux  recherches  de  M.  Tisserand  sur  les  formes 
que  prend  ce  développement  lorsqu'on  fait 

Z  =  [X  COS.T  -h  V  COSJK,       [A-+-  V  =  1         et        P*»*  =  4  S  |A'V  A£>*  cos  i.r  cosj'y. 

L'auteur  commence  par  démontrer  d'une   façon   nouvelle  que. 


COMPTES  RENOl  -   Il   A  \  \n  SES 

pour  #=  |,  les  coefficients  \  s'expriment  par  des  séries  hvper- 
géométriques,  et,  pour  k  =  i,  par  les  carrés  d'autres  séries  hyper- 
géométriques,  comme  l'avait  déjà  trouvé  M.  Tisserand.  En  posant 

//  =  i     j      ■>  /'. 
on  a,  en  effet, 

A/,y     =  F    (—■>,/•    2  71  >l  l.    >  I  1,  V), 

.\;;y  -   f«(-  /,    „      y     ,.    y     ,.  ,  . 

et  ces  développements  fournissent  aussi  les  coefficients  cherchés 

pour  A-  =  —  ^  et  pour  /i  —  o.  Dans  le  cas  général,  \"  J/"'  peul 
encore  se  déduire  de  kluk  ^excepté  pour  /,        ',-  |. 

Après  avoir  formé,  en  passant,  l'équation  différentielle  du 
troisième  ordre  que  vérifient  les  coefficients  \"J\  l'auteur  établi I 
l'expression  générale  de  ces  coefficients  sous  forme  de  trinôme  li\- 
pergéom  étriqué 

Kn,k_    (Ar,i)»   /     f*2  v*  J / 

"   ■-  i\j\f\  V*'H-i,i  '    y-    .,i  ""*-+-»  — i,-i^    ' 

formule  dont  le  développement  donne  la  série  hypergéométrique 
à  deux  variables  de  M.  Appell.  La  notation  employée  est  celle  des 
lactorielles  de  Vandermonde.,  qui  permet  d'écrire  la  série  hyper- 
géométrique  ordinaire  sous  la  forme  d'un  binôme 

/        B  i       " 
F(—  n,  ?,  y,  a?)  =  (  i  —  frj*)   ' 

L'auteur  donne  ensuite  des  expressions  nouvelles  des  coefficients 
B|*j  =  ly.,lA";f  du  développement 

(i  —  22v  -f-OC2)-*  =   j  X  B/J  ;jl'v>  eus/./'  cosj'y. 

Puis,  reprenant  les  coefficients  A,  il  les  développe  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  v,  et  il  réussit  à  les  représenter,  d'une 
part  au  moyen  d'une  suite  debinômes  (ou  séries)  hypergéométriques 
du  premier  ordre,  et  de  l'autre  par  une  suite  de  binômes  hypergéo- 
métriques d'ordre  supérieur,  qui,  en  apparence  plus  compliquée 
que  la  première,  fournit  cependant  l'expression  la  plus  simple  des 
coefficients  cherchés,  et  conduit  immédiatement  aux  formes  déjà 
trouvées  pour  k  ==  £  et  pour  k  =  i.  On  obtient  des  résultats 
analogues  en  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  v. 
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SUR  UNE  GÉNÉRALISATION  DU  THÉORÈME  DE  FERMAT,  ET  SES  RAPPORTS 
AVEC  LA  THÉORIE  DES  SUBSTITUTIONS  UNIFORMES; 

Par  M.  G.  KOENIGS, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon. 

Dans  la  séance  du  i(5  avril  1 883,  M.  Picquet  a  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  une  Note  qui  contient  une  généralisation 
du  théorème  de  Fermât,  Note  qui  a  été  ensuite  l'objet  de  deux 
Communications  de  MM.  E.  Lucas  et  Pellet.  Les  recherches  sur  les 
substitutions  uniformes,  dont  les  premiers  résultats  ont  été  publiés 
dans  le  Bulletin  (2e  série,  t.  VII),  m'ont  conduit  à  ce  même 
théorème,  tout  en  me  donnant  une  signification  très  générale  de 
la  fonction  numérique  qui  figure  dans  son  énoncé. 

Désignant  par  $(z)  une  fonction  uniforme  et  représentant  par 

on(z)  l'opération  o(s)3  n  fois  répétée,  j'envisage  les  équations  E„ 

de  la  forme 

*  —  ®n{z)  —  O. 

A  l'égard  de  ces  équationsj'ai  démontré  les  théorèmes  suivants  : 

i°  Si  n'  divise  n,  toute  racine  de  E,/  vérifie  E„. 

20  Si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  entiers  n  et 
n' ,  l'ensemble  des  racines  communes  à  En>  et  En  se  compose  des 
racines  de  Ef/. 

Il  suit  de  là  que  les  racines  de  E„  se  divisent  en  deux  catégories  : 
les  unes  vérifient  des  équations  d'indice  inférieur  à  n,  les  autres 
ne  vérifient  aucune  équation  d'indice  inférieur,  et  de  celles-là 
je  dis  qu'elles  appartiennent  à  l'indice  n.  Les  racines  de  E„  qui 
n'appartiennent  pas  à  l'indice  n  appartiennent  à  des  indices  qui 
divisent  n. 

Maintenant,  si  la  quantité  x  appartient  à  l'indice  /i,  j'ai  démontré 
qu'il  en  était  de  même  des  n  quantités 

que  la  substitution  uniforme  [s,   ^(z)\  permute  circulairement. 
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Il  en  résulte  que  les  racines  appartenant  à  l'indice  n  le  distribuenl 
en  groupes  circulaires  de  n  racines*  Donc,  s'il  arrive  que  le 
nombre  des  racines  apparténanl  à  l'indice  n  soi I  fini,  ce  nombre 
doit  rire  divisible  par  n. 

Ce  théorème  comprend  celui  que  M.  Picquel  •■  démon ti 
Prenons,  en  effet,  pour  v(z)  une   fraction  rationnelle  donl  le 
numérateur  et  le  dénominateur  soienl   des  polynômes  entiers  du 
degré  ///.  L'équation  Ew  esl  du  degré  m*  -f- 1 .  Le  nombre  des  racines 
appartenant  à  l'indice  /i,[el  <|w<-  je  représente  par  II  ■ ///.  n 
donc  fini  ;  il  doit  être  dh  isible  par  //. 

Or  les  m" -\-  i  racines  de  En  se  composent  de  toutes  les  racines 
qui  appartiennent  à  l'indice  //  ou  à  <l<^  indices  diviseurs  de  n  :  on 
i  donc,  en  mettant  en  évidence  les  facteurs  premiers  de  //. 

//      a*£PcY...A, 
m"  -+-  i  =  V    V     V  ...    V  ] | ,  m ,  a \  frt\ ,.; .  .  ,  fu ,  : 

ÉB      iC9       M::*^  Mmà 

\  =  0     Y)  =  0     C  =  0  W  =  0 

changeons  a  en  |  a  —  j),  nous  aurons,  en  retranchant  I  expression 
ainsi  obtenue  de  la  précédente, 


nv 


m*  =  V    V 


Vu 


jn,  II'1- 1 )'.(■'- .  .  .  / 


faisons  de  même  en  changeant  cette  fois  [j  en  (Jâ       i  |,  il  vient 


///"  —  J)V 


m 


b  _4-  mnb 


V        V 


II*    ///.    <!■>■(>'}<■',.   .   ./">>. 


0)  =  0 


On  continuerait  aisément  de  la  sorte  jusqu'à  avoir 


nv 


1  m"  -+■  - mnb  —  X mnbc  » . .  =  H(m,  a* />i4 cY . . .  /'  »       II (  m.  n  ». 


Ainsi,  la  fonction  numérique  qui  figure  dans  le  théorème  dé- 
montré par  M.  Picquet  exprime  le  nombre  de  racines  qui  appar- 
tiennent à  l'indice  n  dans  le  cas  d'une  fraction  rationnelle  du  c(egrc 
///.  Le  fait  que  ce  nombre  est  divisible  par  n  résulte  immédiatement 
de  la  remarque  que  j'ai  faite  an  début,  et  le  quotient  représente  le 
nombre  <\v>  groupes  circulaires  de  n  racines. 
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On  voit  que,  s'il  existe  d'autres  cas  où  le  nombre  des  racines 
appartenant  à  un  indice  donné  n  est  lïni,  on  obtient  un  théorème 
analogue  à  mon  point  de  vue,  mais  qui,  au  point  de  vue  arithmé- 
tique, peut  être  très  différentde  celui  que  M.  Picquet  a  démontré. 
Néanmoins  il  m'a  été  impossible  jusqu'ici  de  trouver  quelque 
exemple  qui  ne  conduise  pas  à  un  théorème  rentrant  dans  celui  de 
M.  Picquet. 


DOMNINOS    DE    LARISSA; 
Par   M.  Paul  TANNERY. 

1.  Boissonade  a  publié,  dans  le  tome  IV  de  ses  Anecdota 
grœca  (p.  4*3-429),  le  texte  du  Manuel  d'introduction  arith- 
métique du  philosophe  Domninos  de  Larissa.  Cette  publication 
est  restée  d'autant  plus  inaperçue  des  historiens  mathématiques, 
que  l'existence  de  ce  petit  Traité  dans  un  manuscrit  grec  n'avait 
guère  été  signalée  auparavant  que  dans  les  catalogues  des  biblio- 
thèques, et  que  le  nom  de  l'auteur  a  généralement  été  défiguré 
dans  ces  indications  (Domnenus,  Domnininus,  Domnius,  Do- 
minus). 

Dans  son  édition  de  la  Bibliotlieca  grœca  de  Fabricius 
(t.  V,  p.  648),  Harles  a  émis  l'opinion  que  ce  vocable  Domnus 
n'était  pas  un  nom  propre,  mais  une  appellation  honorifique  (do- 
minus),  et  que  l'auteur  du  Traité  en  question  était  cet  HéJiodorc 
de  Larisse  auquel  on  doit  quelques  pages  Su/'  les  hypothèses 
optiques  (').  Tout  en  rétablissant  le  véritable  nom  de  Domninos, 
Boissonade  a  rappelé  cette  identification,  en  faisant  remarquer 
que,  dans  plusieurs  manuscrits  des  Optiques,  l'inscription  est  : 
«  de  Damianos  [fils]  d'Héliodore  »  (Aauiavou  xou  'HXioSwpou). 

Si  ce  rapprochement  a  quelque  valeur,  il  faut,  en  tout  cas,  ad- 
mettre que  le  nom  de  Domninos  aurait  été  corrompu  en  celui  de 
Damianos,  et  que  ce  n'est  pas  le  contraire  qui  a  eu  lieu.  La  person- 


(')  Éditées  à  Florence,  i.">-3;  Hambourg,  1610;   Paris,  16.")-;    Cambridge,  1670: 
Pistoie,  1758. 
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nalité  de  Damianos  ou  d'Héliodore  esl  en  fai(  très  obscure;  un  seul 
point  est  avéré,  c'est  <|  m<-  L'auteur  des  Optique*  vivait  après  l'iolé- 
mée;  Domninos  de  Larissa  (en  Syrie,  aujourd'hui  Kalat-Seijar)  nous 
est  au  contraire  suffîsammenl  connu  par  L'article  que  lui  consacre 
Suidas,  et  qui  renferme  un  assez  long  extrait  de  Damascius,  aussi 
bien  <]u<"  par  un  passage  de  la  I  ie  de  P roc  lus  (c.  ao),  pas  Marinus. 

Domninos  était  un  condisciple  de  Proclus  :  leur  maître  Syrianus 
les  traitait  tous  deux  sur  le  pied  de  L'égalité,  el  ils  se  partagèrent 
après  sa  mort  la  primauté  dans  l'École  d'Athènes.  Leur  rivalité, 
(jui  se  faisait  déjà  jour  sous  Syrianus,  éclata  surtout,  semble-Uil, 
au  sujet  de  l'interprétation  des  doctrines  de  Platon  el  dégénéra  en 
une  polémique  ouverte,  dont  Damascius  attribue  les  avantages  à 
Proclus.  On  peut  conjecturer  que  Domninos  céda  la  place  de 
bonne  heure,  peut-être  pour  se  retirera  Laodicée  de  Syrie;  il 
laissa  à  Athènes  la  réputation  d'un  homme  entier  de  caractère  et 
d'idées,  et  prêtant  le  flanc,  au  point  de  vue  hellène,  à  quelques 
ridicules  sur  lesquels  insiste  Damascius;  mais  en  même  temps  il 
lui  reconnaît  une  réelle  valeur  comme  mathématicien  et,  dan-  .ne- 
anecdote,  il  le  montre  s'occupant  particulièrement  d'arithmétique; 

Le  petit  Traité  qui  nous  reste  sous  le  nom  de  Domninos  ne  pa- 
raît exister  que  dans  deux  manuscrits  de  la  Bibliothèque  nationale 
de  Paris,  253i  (xve  siècle)  et  a4°9  (xvie  siècle);  le  texte  du  se- 
cond est  d'ailleurs  certainement  une  copie  de  celui  du  premier. 
Le  titre  de  ce  Traité  se  retrouve  encore  dans  deux  autres  manu- 
scrits (Paris,  fonds  Coislin,  i^3,  et  Venise,  Saint-Marc,  3i8).  Mais 
cette  fois  il  ne  précède  qu'un  fragment  relatif  à  un  point  tout  spé- 
cial (la  décomposition  des  rapports  numériques);  ce  fragment  es! 
étranger  au  Manuel  de  Domninos,  qui  le  précède  dans  notre 
manuscrit  253 1,  et  l'attribution  en  est  au  moins  douteuse. 

J'ajouterai  que  le  texte  établi  par  Boissonade  présente  d'as» 
nombreuses  incorrections;  le  savant  helléniste  n'était  certaine- 
ment pas  assez  familiarisé  avec  les  ailleurs  mathématiques  grecs 
pour  donner  une  édition  réellement  satisfaisante  ;  mais,  comme  Les 
matières  sont  très  faciles,  et  le  sens  généralement  bien  clair,  Les 
corrections  à  faire  ne  présentent  pas  de  difficultés  sérieuses. 

2.  L'intérêt  que  présente  le  Manuel  de  Domninos  ne  doit  pas 
se  mesurer  à  la   Longueur  de   l'Ouvrage,   qui   ne  comporte  qu'un 
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pelit  nombre  de  pages;  il  ne  doit  pas  s'estimer  aux  matières  qu'il 
renferme:  c'est  un  résumé  très  clair,  mais  très  concis,  assez  maigre 
en  somme,  des  connaissances  arithmétiques  élémentaires  qui  ren- 
traient alors  dans  les  programmes  de  l'éducation  philosophique; 
nous  y  apprenons  au  reste  que  Domninos  avait  développé  le  même 
sujet  dans  un  Traité  élémentaire  d'Arithmétique  (^toi/siW'.ç 
api9(/.Y]Ti;oi),  dont  nous  ne  pouvons  que  regretter  la  perte. 

Mais  ce  qui  mérite  d'appeler  l'attention  sur  cet  Opuscule,  c'est 
qu'il  témoigne  d'une  tentative  sérieuse  de  réaction  contre  ['Intro- 
duction arithmétique  de  Nicomaque  et  de  retour  aux  enseigne- 
ments d'Euclide.  Le  fait  de  cette  tentative,  vers  le  milieu  du 
ve  siècle,  danc  une  ère  de  pleine  décadence  scientifique,  prouve, 
de  la  part  de  son  auteur,  une  réelle  originalité,  et  me  paraît  digne 
d'être  mis  en  lumière.  Ce  sera  au  reste  une  occasion  d'éclaircir 
divers  points  de  détail  dans  l'histoire  de  l'Arithmétique  théorique 
chez  les  Grecs. 

Les  deux  livres  de  Y  Introduction  arithmétique  de  Nicomaque, 
composés  vers  la  fin  du  ier  siècle  de  l'ère  chrétienne,  étaient  destinés 
aux  mêmes  lecteurs  que  le  Manuel  de  Domninos.  Nicomaque  n'est 
pas  un  mathématicien,  et  l'on  aurait  tort  de  le  traiter  comme  tel  : 
c'est  un  philosophe  qui  parle  d'Arithmétique  en  s'adressant  à  des 
étudiants  en  Philosophie;  ce  qui  grossit  son  Ouvrage,  ce  sont  sur- 
tout des  digressions,  en  réalité  étrangères  à  la  Science. 

Nesselmann,  qui  l'a  au  reste  sérieusement  étudié  {Die  Algebra 
der  Griechen,  p.  187-223),  porte  sur  lui  un  jugement  trop  favo- 
rable. Je  ne  puis,  pour  ma  part,  voir  aucun  progrès  réel,  au  point 
de  vue  scientifique,  dans  l'abandon  de  l'appareil  géométrique  des 
Livres  arithmétiques  d'Euclide,  quand  cet  abandon  entraîne  celui 
de  toute  démonstration  et  quand  la  théorie  est  svstématiquement 
réduite  au  procédé  de  généralisation  par  simple  induction.  Je  ne 
puis  admettre  aucune  originalité  propre,  en  tant  que  mathémati- 
cien, dans  un  auteur  qui  se  laisse  aller  à  des  puérilités  dont  il  me 
suffira  de  citer  un  seul  exemple,  pour  le  classer  comme  un  mal- 
adroit compilateur. 

Après  avoir  défini  la  médiété  sous-contraire  à  l'harmonique, 
c'est-à-dire  la  relation  de  trois  nombres  a^>  b  >>  c,  tels  que 


a       b  —  c 
a        a  —  b 
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Nicomaque  ajoute  :  «  Il  faul  remarquer  la  propriété  qui  appar- 
tient à  celte  médiété,  à  savoir  que  !<•  produit  du  plus  grand  terme 
par  le  moyen  y  est  double  du  produit  du  moyen  terme  par  l«-  j > 1 1 1  -^ 

pclit  ('  ).    » 

Mais,  quels  qu'aient  été  les  défauts  d<-  l'Ouvrage  de  Nicomaque, 
il  n'en  obtint  pas  moins  du  premier  coup  un  très  grand  su< 
auprès  du  public  auquel  il  était  destiné  ;  ce  succès,  constaté  par  le 
l'ait  d'une  traduction  latine  presque  immédiate  I  par  Apulée  de 
Madaurc),  et  par  une  plaisanterie  de  Lucien:  «  Tu  calcules  comme 
Nicomaque  de  Gérasa  »,  fut  limité  d'abord  au  public  des  philo- 
sophes (il  est  clair  que  Pappus  méprise  Nicomaque);  mais  il  de- 
vint général  quand  il  n'y  eut  plus  de  mathématiciens  à  propremenl 
parler,  mais  seulement  des  philosophes  s'occupanl  accidentelle- 
ment de  Mathématiques.  Jamblique,  dans  la  première  moitié  du 
ive  siècle,  marque  le  commencement  de  cette  ère  de  décadence 
définitive.  Voulant  exposer  les  théories  arithmétiques  suivant 
l'école  pythagoricienne,  il  ne  connaît  pas  d'autre  guide  que  i\ico- 
maque,  et  il  le  paraphrase  jusque  dans  les  puérilités  comme  celle 
que  j'ai  relevée,  après  avoir  exalté  son  Ouvrage  dan-  les  termes 
les  plus  pompeux  (2). 

Au  temps  de  Jamblique,  Nicomaque  était  au  reste  déjà  clas- 
sique pour  l'Arithmétique  élémentaire  (et  désormais  on  n'allait 
pas  plus  loin),  au  même  titre  qu'Euclide  était   classique  pour  la 


(')  Éd.  Hoche,  p.  i4i,  I.  16  et  suiv.  Nicomaque  induit  cette  relation  du  cas 
tout  particulier  de  la  médiété  qu'il  donne  pour  exemple:  3.5.6,  -ans  s'apercevoir 
que  la  prétendue  propriété  qu'il  énonce  revient  simplement  à  supposer  a  =  ac. 
Four  la  médiété  suivante  (cinquième),  il  tombe  dans  la  même  absurdité. 

(2)  Jamblique  n'en  est  pas  moins,  en  fait,  beaucoup  plus  intéressant  que  Nu-  >- 
maque  pour  l'histoire  des  Mathématiques.  Je  lui  consacrerai  une  étude  spéciale. 

J'ai  aujourd'hui  une  remarque  spéciale  à  faire  sur  une  question  soulevée  par 
M.  Cantor  dans  les  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Mathematik  (t.  I,  p.  366  t  :  il 
dit  ne  pas  savoir  où  peut  avoir  été  formulée  une  régula  Nicomachi,  donnée 
par  un  écrivain  du  xne  siècle,  O'Creat,  lequel  a  d'ailleurs  puisé  à  des  sources 
arabes.  Cette  règle  consiste  en  ce  que,  si  (/       io  —  a.  <>n  a 

«-=  io  («  —  d)       </'■ 

Elle  me  semble  déduite  de  la  remarque  de  V Introduction  arithmétique  (  p.  i  i5, 
I.  17).  que  dans  une  médiété  arithmétique  (par  exemple,  i"  a  (t.  <i.  a  —  d), 
le  produit  de>  extrêmes  est  égal  au  cane  du  moyen  moins  le  carré  de  la  diffé- 
rence. 
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Géométrie.  D'ailleurs,  lorsqu'ils  se  trouvent  en  désaccord  pour 
des  définitions,  c'est  à  Nicomaque  que  Jamblique  donne  la  préfé- 
rence. 

L'âge  des  commentaires  était  venu,  et  tout  auteur  classique  avait 
désormais  droità  être  expliqué  parle  menu.  SileTraitéde  Jamblique 
n'est  pas,  à  proprement  parler,  un  véritable  commentaire,  Eutocius 
cite  un  travail  d'un  certain  Héronas  qui  doit  avoir  répondu  aux 
besoins  de  l'époque  et  qui  était  sans  doute  antérieur  à  Domninos. 
Après  celui-ci,  et  pour  le  réfuter  aussi  sur  ce  terrain  comme  sur 
celui  de  la  philosophie  platonicienne,  Proclus,  qui  croyait  que 
l'âme  de  Nicomaque  revivait  en  lui  (1),  dut  au  moins  ébaucher  un 
commentaire  de  Y  Introduction  arithmétique  ;  en  tout  cas,  deux 
disciples  de  son  élève  Ammonius,  Asclépius  de  Tralles  et  Jean 
Philopon  (2),  composèrent  sur  un  thème  commun  de  longues  dis- 
sertations., toutes  à  l'honneur  de  Nicomaque.  Vers  le  même  temps, 
Boèce  en  donnait  une  traduction  latine  qui  assura  son  influence 
sur  l'Occident  pendant  le  moyen  âge;  les  Arabes  enfin  le  traitèrent 
comme  unclassique  grec.  Ainsila  tentative  deréactionde  Domninos 
resta  sans  effet;  il  nous  reste  à  donner  un  aperçu  de  sa  portée. 

3.  Dès  le  début  du  Manuel,  nous  sommes  avertis:  Nicomaque 
n'a  pas  défini  l'unité  ;  Domninos  commence  par  la  définition 
d'Euclide  (VII,  i). 

Pour  la  définition  du  nombre,  il  n'adopte  pas,  il  est  vrai,  celle 
d'Euclide  et  reproduit  une  des  trois  données  par  Nicomaque;  mais 


(')  Marines,  Vita  Procïi,  c.  28. —  Les  Ouvrages  attribués  par  Suidas  à  un 
autre  Proclus  (Procléius)  et  qui  comprennent  un  commentaire  sur  Nicomaque 
semblent  tous  appartenir  au  disciple  de  Syrianus;  en  tout  cas,  cet  autre  Proclus, 
hiérophante,  ne  peut  être  postérieur  à  Philopon,  comme  Hoche  l'a  supposé.  Deux 
des  manuscrits  du  commentaire  de  Philopon  l'attribuent  au  philosophe  Proclus. 

(')  K.  Hoche  a  publié  le  texte  du  commentaire  de  Philopon  (Leipzig,  1864,  <*t 
Berlin,  1867)  dont  il  existe  deux  recensions  notablement  différentes.  11  semble  aussi 
y  en  avoir  plusieurs  du  texte  d'Asclépius;  en  tout  ras,  celle  que  renferme  le  ma- 
nuscrit grec  2076  de  la  Bibliothèque  nationale  est  tellement  voisine  du  commentaire 
publié  par  Hoche  qu'il  faut  admettre,  ce  me  semble,  que  non  seulement  Asclépius 
et  Philopon  ont  utilisé  une  rédaction  antérieure  (de  Proclus?).  mais  encore  que 
l'un  des  deux  a  copié  l'autre;  je  crois  que  le  plus  ancien  des  deux  commen- 
taires est  celui  d'Asclépius;  celui  de  Philopon  en  est  comme  une  nouvelle  édition 
revue,  corrigée  (parfois  a  tort),  considérablement  augmentée  et  entièrement  re- 
fondue sur  divers  points. 
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c'est  la  plus  ancienne,  celle  que  Jamblique  attribue  à  Thaïes,  •  l 
aussi  la  plus  simple:  un  système  d'unités* 

\|)iv>  les  définitions  les  plus  simples  du  pair  et  de  l'impair, 
viennent  leurs  subdivisions;  on  sait  que  c'est  un  des  points  sur 
lesquels  Nicomaque  est  le  plus  en  désaccord  avec  Euclide,  el  il  \ 
a  là  une  question  historique  qui  mérite  quelques  développements. 

Philolaos  (fragm.  2)  distingue  Le  pair,  l'impair  el  le  pair-im- 
pair (àpTioTTs'pi-Tco;),  troisième  espèce  secondaire  formée  du  mélange 
des  deux  primordiales.  Celte  distinction  ne  peut  être  entendue  qu'en 
ce  sens,  que  pour  Philolaos  le  pair  proprement  dil  était  n 
rement  une  puissance  de  2,  et  le  pair-impair  le  nombre  pair  non- 
puissance  de  2.  Le  point  est  important,  en  ce  que  nous  apprenons 
par  là  que  la  subdivision  de  Nicomaque  ne  remonte  p.i^  jusqu'à 
l'époque  des  anciens  Pythagoriciens. 

Dans  leParménide  (  1 43  e)  de  Platon  se  trou  vent  les  expressions 
d'àpTiaxiç  dfpTtoç,  pairemeni  pair  (plus  littéralement  :  nombre  pair 
pris  un  nombre  pair  de  ibis),  et  les  correspondantes,  pairement 
impair,  impairement  pair  et  impairemenl  Impair. 

Ce  sont  les  expressions  qu'on  retrouve  dans  Euclide,  et  il  n'est 
pas  douteux  que  le  sens  qu'elles  ont  dans  Platon  ne  soit  bien  celui 
qu'Euclide  leur  donne. 

«  Le  nombre  pairement  pair  est  celui  dont  le  quotient  par  un 
nombre  pair  est  un  nombre  pair,  etc.  » 

11  est  certain  qu'il  n'y  a  là  aucune  tentative  de  classification 
réelle;  notamment  les  expressions  de  pairement  impair  et  d'im- 
pairement  pair  sont  rigoureusement  synonymes.  Aussi  considère- 
t-on  comme  interpolée  la  définition  de  l'impairement  pair  qui  se 
trouve  dans  les  manuscrits  des  Eléments.  Mais,  s  il  \  a  eu  inter- 
polation, elle  était  bien  conforme  à  la  pensée  d'Euclide  qui  se 
proposait  simplement,  dans  ses  définitions  du  Livre  \  II,  d'expli- 
quer une  nomenclature  en  usage  de  son  temps. 

Quant  à  la  classification  pour  Euclide,  elle  résulte  de  la  suite 
de  ses  théorèmes.  D'abord  l'impairement  impair  est  évidemment 
isolé  {cf.  IX,  29);  c'est  tout  nombre  impair  non  premier.  Quant 
au  nombre  pair,  il  peut  être  : 

1°  Soit  seulement  pairement  pair  (IX,  3a)3  lorsqu'il  n'a  pas  de 
facteur  premier  impair  ou  autrement  lorsqu'il  est  une  puissance 
de  -2  ; 
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2°  Soit  seulement  pairement  impair  et  impairement  pair  (XX, 
33),  lorsque  sa  moitié  est  impaire,   forme  4^  +  2; 

3°  Soit  à  la  fois  pairement  pair  et  pairement  impair  [et  aussi 
impairement  pair  (IX,  34)],  lorsqu'il  est  au  moins  divisible  par  4, 
sans  être  puissanee  de  2. 

Après  Euclide,  cette  subdivision  fut  reprise  (probablement  par 
quelque  néopythagoricien,  comme  Myonidès  ou  Euphranoi), 
pour  être  consacrée  par  l'adoption  de  termes  spéciaux.  La  déno- 
mination de  pairement  pair  (sans  l'addition  euclidienne  de  seu- 
lement) servit  pour  les  nombres  de  la  première  classe;  ceux  des 
deux  suivantes  furent  respectivement  appelés  pair -impairs 
(àp-to7r£pi(7<7oi,  en  reprenant  avec  une  acception  différente  le  terme 
de  Philolaos)  et  impair-pairs  (uspiaffao-noi,  mot  nouveau).  C'est 
la  nomenclature  que  l'on  retrouve  dans  Nicomaque,  et  elle  ne 
peut  être  critiquée  qu'au  point  de  vue  de  l'utilité,  qui  est  au  moins 
douteuse. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  subdivision  des  nombres  impairs 
que  donne  Nicomaque  et  qui  lui  appartient  très  probablement;  il 
veut  avoir  aussi  trois  classes  pour  les  nombres  impairs,  et  il  les 
distingue  en  premiers  et  non  composés,  en  seconds  et  composés, 
et  en  nombres  composés  quant  à  eux-mêmes,  mais  premiers  entre 
eux. 

Les  expressions  de  nombres  premiers  et  composés  soit  absolu- 
ment, soit  relativement,  se  trouvent  dans  Euclide  et  lui  sont  évi- 
demment antérieures;  mais,  pour  Euclide  comme  pour  nous,  2  est 
premier,  et  les  autres  nombres  pairs  sont  composés;  l'innovation 
de  Nicomaque  n'a  aucune  raison  d'être;  quant  à  la  troisième 
classe,  elle  est  simplement  ridicule. 

Domninos  revient  en  fait,  pour  les  subdivisions  du  pair  et  de 
l'impair,  à  la  nomenclature  d'Euclide,  avec  une  seule  modification. 
Il  reprend  en  somme  la  division  de  Philolaos,  entre  les  puissances 
de  2,  qu'il  appelle  nombres  pairement  pairs,  comme  Nicomaque; 
et  les  nombres  pairs  renferment  des  facteurs  impairs,  qu'il  appelle 
pairement  impairs  et  impairement  pairs  (àp-rtaxiç  te  7T£puToi  xoù 
TCsotrrptxiç  ap-riot).  Il  est  certain  que  cette  appellation  est  un  argu- 
ment pour  l'authenticité  de  la  définition  de  l'impairement  pair 
dans  Euclide,  et  qu'on  pourrait  par  suite  être  conduit  à  modifier 
dans  les   Eléments    les   énoncés   des  propositions  IX,  33  et  34  « 
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conformément  aux  indications  â  tirer  des  citations  de  Jamblique(<  . 
Quant  aux  nombres  impairs,  Domninos  les  divise  en  premiers 
d'une  part,  en  impairemenl  impairs  de  l'autre;  mais  il  ;■  ^'>m  de 
remarquer  que  la  classe  des  nombres  premiers  contienl  en  outre 
le  nombre  ■>.. 

4.  Après  ces  distinctions,  nous  voyons  dans  noire  auteur  le 
philosophe  percer  sous  L'arithméticien;  à  l;i  division  suivant  la 
forme,  il  oppose  celle  suivant  h»  matière^  c'est-à-dire  suivant  la 
quotité.  Il  expose  donc  l'échelle  des  unités,  dizaines,  centaine 

milliers,  myriades  simples,  doubles,  etc.  Mais  crth-  exposition, 
qui  manque  d'ailleurs  chez  Micomaque,  est  écourtée  comme 
appartenant  proprement  à  la  logistique. 

Domninos  ne  passe  pas  d'ailleurs  immédiatement,  comme  Nico- 
maque,  à  la  distinction  des  nombres  parfaits,  surabondants,  défi- 
cients; mais  il  commence  beaucoup  plus  rationnellement  par  ex- 
poser les  relations  que  peuvent  avoir  deux  nombres. 

D'abord,  au  point  de  vue  de  la  forme,  ils  peuvent  être  soit 
premiers,  soit  composés  entre  eux;  ensuite,  au  point  de  vue  de  la 
matière  (quantité),  ils  peuvent,  soit  être  égaux,  soit  avoir  une  des 
dix  relations  d'inégalité  qu'a  détaillées  Nicomaque  : 

i°  Multiples  et  sous-multiples; 

2°  Epimores  (d'un  quantième  en  sus)  et  sous-épimores,  c'est- 

a-dire  dans  le  rapport        —  ; 

3°  Epimères  (de  plusieurs  quantièmes  en  sus)  el  sous-épimères, 

1*1  i  11     r-  p 

c  est-a-dire  dans  le  rapport —  •>  en  supposant  p<C,n\ 

4"  Multiples-épimores  et  sous-multiples  epimores,  c'est-à-dire 

,           ,                         m  n  -+-  i 
dans  le  rapport ; 

5°  Multiples-épimères  et  sous-multiples-épimères,  c'est-à-dire 

clans  le  rapport  — • 

Cette  exposition  est  laite  très  nettement,  en  partant  d'un  théo- 
rème d'Euclide  (VII,  4),  et  beaucoup  mieux  que  dans  Nicomaque, 
où  l'on  ne  voit  pas  clairement  si  L'expression  d'épimère  el  sous- 

(')  Voir  Heiberg,  S  italien  iiber  Euklid,  |>.  rg8  et  suiv. 
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épimère  n'est  pas  restreinte  aux  nombres  dans  le  rapport ■> 

ce  qui  résulterait  aussi  de  l'opinion  de  Jamblique,  qui  distingue 
les  rapports  qui  ne  peuvent  être  dénommés  que  comme  étant  entre 
deux  nombres. 

Domninos  passe  ensuite  à  la  considération  de  la  relation  des 
nombres  avec  leurs  diviseurs,  c'est-à-dire  à  la  distinction  des 
nombres  parfaits,  surabondants  et  déficients,  qu'il  se  garde  bien 
de  borner  avec  Nicomaque  aux  nombres  pairs,  et  dont  il  signale 
le  caractère  artificiel. 

Il  revient  maintenant  à  la  forme  des  nombres,  considérés  à  la 
fois  en  eux-mêmes  et  en  relation. 

Deux  nombres  peuvent  être  premiers  absolument  et  relative- 
ment, composés  absolument  et  relativement,  composés  absolu- 
ment et  premiers  relativement;  ils  peuvent  enfin  être  absolument 
l'un  premier,  l'autre  composé;  alors  relativement  ils  sont  pre- 
miers, à  moins  que  le  nombre  premier  ne  divise  le  nombre  com- 
posé. 

Vient  ensuite  (relation  de  plus  de  deux  nombres  eu  égard  à  leur 
quantité)  l'exposition  des  proportions  arithmétique,  géométrique, 
harmonique,  en  trois  termes,  avec  l'énoncé  du  théorème  que  la 
moyenne  géométrique  de  deux  nombres  est  également  moyenne 
géométrique  entre  leur  moyenne  arithmétique  et  leur  moyenne 
harmonique.  Les  sept  autres  médiétés  sont  écartées  comme  étant 
sans  intérêt  réel. 

5.  Domninos  termine  par  la  figuration  géométrique  des  nom- 
bres; il  rejette  toute  la  figuration  des  sommations  (nombres  po- 
lygones et  pyramides),  et  n'admet  que  la  figuration  des  produits 
comme  seule  conforme  aux  principes  d'Euclide  et  de  Platon.  11 
semble  que,  au  milieu  de  la  décadence  où  il  se  trouve,  il  sente  le 
danger  de  la  confusion  des  deux  figurations  et  de  l'emploi  des  for- 
mules de  sommation  pour  le  calcul  d'aires  géométriques;  en 
était-on  déjà  venu  là  dans  les  Manuels  des  agrimenseurs,  comme 
plus  tard  au  xe  siècle? 

En  tout  cas,  Domninos  distingue  seulement  les  nombres  figurés 
en  plans  (produits  de  deux  facteurs)  et  solides  (produits  de  trois). 

Les  plans  sont  carrés  ou  allongés  (irpofMJxeiç). 
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Les  solides  sou!  cubes,  stélides (*)  (a2b,  si  b^>  <i  .  plinthides 
(a-b,  si  a^>  b)  ou  enfin  bômisques,  si  \c>  trois  facteurs  sonl  iné- 
gaux. 

Domninos  définit  enfin  les  nombres  plans  ou  solides  semblables. 

On  remarquera  que  pour  le  nom  plan  non  carré,  il  n'adopte 
pas  le  terme  euclidien  d*  hétéromèque,  mais  que  d'autre  part  il  ne 
reconnaît  pas  la  classe  spéciale  des  hétéromèques  de  Vicomaque, 
c'est-à-dire  des  nombres  de  la  forme  n(n -\-  i  |.  Le  rejet  de  cette 
distinction  est  d'ailleurs  lié  à  celui  de  la  figuration  des  somma- 
tions (2). 

Il  est  encore  intéressant  de  constater  que  sur  ce  point  comme 
pour  la  division  des  nombres  pairs,  Euclide  avait  suivi  les  usages 
de  son  temps. 

Le  passage  du  Théétète  (3)  (147  d-ifô  b)  de  Platon  proim- 
incontestablement  que  la  dénomination  de  nombre  promèque 
(allongé)  est  due  au  géomètre  sous  le  nom  duquel  il  a  mis  son 
dialogue;  dans  ce  même  passage  Platon  emploie  comme  synonyme 
hétéromèque ;  le  langage  étailprobablement  flottant  à  cette  époque 
pour  la  désignation  du  rectangle  en  Géométrie;  plus  tard  la  se- 
conde dénomination  triompha  momentanément  comme  le  prouve 
l'opposition  attribuée  par  Aristote  aux  pythagoriciens  entre  Je 
carré  et  F  hétéromèque.  Euclide  ne  connaît  pas  le  nom  de  pro- 
mèque, qui  revient  après  lui  à  la  suite  de  la  distinction  établie 
entre  V hétéromèque  et  le  promèque. 

Mais  ce  que  Jamblique  nous  permet  de  constater,  c'est  que  la 
théorie  qui  a  donné  lieu  à  cette  distinction  est  bien  antérieure  et 
remonte  très  probablement  au  delà  de  Théétète.  Il  nous  apprend 
en  effet  que  : 

i°  Les  anciens  appelaient  semblables  les  nombres  carrés,  et 
dissemblables  (àvenjunot)  les  hétéromèques  de  Nicomaque;  comme 
d'ailleurs  il  en  expose  toute  la   théorie  en  employant  ces  anciens 


(')  Le  terme  ordinaire  est  docide  (petite  poutre)  :  stélide  (petite  strie)  se 
trouve  aussi  clans  Jamblique. 

(2)  Dans  cette  figuration,  les  carrés  sont  présentés  comme  sommes  des  nombres 
impairs  à  partir  de  l'unité,  les  hétéromèques  comme  sommes  des  nombres  pairs  à 
partir  de  2. 

(3)  Il  convient  de  remarquer  que,  dans  <■<•  passage,  l.t  racine  «lu  nombre  non 
carré  doit  être  appelée  ôuvafxévYi  et  non  oûvaixt;,  suivant  la  leçon   reçue. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  1.  \  III.  (Octobre  1884.  ao 
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termes,  il  est  probable  qu'il  avait  sous  les  yeux  une  source  véri- 
tablement ancienne; 

2°  Les  anciens  se  servaient  du  mot  hétéromèque  en  Arithmé- 
tique dans  un  tout  autre  sens.  Ils  désignaient  ainsi,  dit-il,  les 
nombres  pairs,  et  ils  appelaient  ampliimèques  les  nombres  im- 
pairs; la  raison  qu'il  donne  de  cette  terminologie  est  la  suivante  : 
un  nombre  pair  se  partage  soit  en  deux  nombres  impairs,  soit  en 
deux  nombres  pairs,  de  façon  à  ne  présenter  dans  la  division 
qu'une  des  deux  espèces  de  longueurs  dans  les  nombres;  le 
nombre  impair  présente  au  contraire  les  deux  espèces  :  il  se  par- 
tage en  un  pair  et  un  impair. 

Je  laisse  à  discuter  si  cette  donnée  est  de  tous  points  acceptable, 
et  si  Jamblique  n'a  pas  fait  quelque  confusion  ;  l'inversion  des 
épithètes  me  semblerait  plus  conforme  au  génie  de  la  langue 
grecque,  surtout  si  l'on  rapproche  de  cet  ordre  d'idées  un  passage 
de  VEuthyphron  (12  cl)  de  Platon: 

«  Si  tu  me  demandais,  par  exemple,  quelle  partie  du  nombre 
est  le  pair,  quelle  sorte  de  nombre  c'est,  je  te  dirais  que  c'est  celui 
qui  n'est  pas  scalène,  mais  isoscèle.   » 
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SUJETS  DE  COMPOSITIONS  DONNÉS   AUX  EXAMENS  DE  LICENCE 

ES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES. 

SESSION   DE    1881. 

Mécanique.  —  i°  On  considère  la  surface  engendrée  par  une 
cycloïde  AGB  tournant  autour  de  sa  base  AB.  Un  point  matériel  M 
non  pesant  est  assujetti  à  rester,  dans  chacune  de  ses  positions, 
sur  cette  surface  que  l'on  suppose  parfaitement  polie;  le  point  M 
est  soumis  à  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  AB  dirigée 
vers  AB  et  dont  l'intensité  est  proportionnelle  à  la  distance  /*  du 
mobile  AB.  Déterminer  le  mouvement  et  discuter  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter;  fixer  les  limites  entre  lesquelles  /*  peut 
varier. 

Données:  a,  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde  :  r„.  vi- 


MÉLANGES 


tes  se  initiale;  /•„,  valeur  initiale  de  r;  :,  angle  de  c0avec  la  tangente 
au  parallèle  <ln  |>oint  <l<-  dépari  ;  /.",  intensité  de  la  force  d'attrac- 
tion exercée  sur  L'unité  <l<-  niasse  placée  à  la  distance  i  <l<-  VB. 

2"  lu  triangle  isoscèle  rectangle  \OI>.  de  forme  invariable  el 
dans  Lequel  le  sommet  (  )  de  L'angle  droit  est  Gxe,  est  animé  d'un 
mouvement  quelconque  ;  soient,  à  un  înstanl  quelconque, AA',  BB 
les  vitesses  des  points  A  et.  I>.  Démontrer  que  La  projection  de  \  \ 
sur  OB  est  égale  à  la  projection  de  Bl>'  sur  V.0  el  que,  des  deui 
angles  formés,  l'un  parles  directions  AA'  et  015,  L'autre  par  les 
directions  BB'  et  OA,  l'un  est  aigu  et  l'autre  obtus. 

SESSION    DE   NOVEMBRE    l88l. 

Analyse  (4  heures).  —  Déterminer  les  fonctions  u,  ç  de  deux 
variables  indépendantes  #,  y  dont  les  différentielles  totales  véri- 
fient les  relations 

du  =  (3  u  -+- 12  v)dx  -h  (2 w -H  \iv)dy, 

dv  =  (u-\-  iv)d.r  -\-(u-\-  v)dy. 

Mécanique  (4  heures).  —  i°  On  considère  deux  points  maté- 
riels M,  M',   de  masses  ni  et  m',  que  l'on  suppose  non  pesants. 


"M' 


L'un  d'eux  M  est  assujetti  à  demeurer  sur  un  plan  P;  l'autre  M'  à 
demeurer  sur  une  droite  OZ  perpendiculaire  au  plan  1\  De  plus, 
ces  deux  points  sont  reliés  par  un  lil  tendu  MOM',  de  longueur  /, 
qui  passe  par  une  petite  ouverture  pratiquée  en  0  dans  le  plan  P. 
On  demande  de  déterminer  le  mouvement  de  ces  deux  points,  en 
supposant  qu'ils  se  repoussent  proportionnellement  à  la  distance, 
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]a  répulsion  mutuelle  à  la  distance  i  étant  égale  à  p..  On  négligera 
le  frottement  et  l'on  représentera  par  /-0  la  distance  du  point  O  à 
la  position  centrale  M0  de  M,  par  e0  la  vitesse  initiale  de  M  qui 
sera  supposée  perpendiculaire  à  OM0. 

2°  Un  point  M  se  meut  d'un  mouvement  uniforme  sur  une  hé- 
lice tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  ;  on  demande  de 
démontrer  que,  toutes  les  fois  que  le  point  M  traverse  un  plan  (P), 
la  normale  à  la  trajectoire,  située  dans  ce  plan  (P),  ira  passer  par 
un  point  fixe  de  ce  plan. 

On  projette  le  point  M  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du 
cylindre  parallèlement  à  la  tangente  à  l'hélice  au  point  où  elle 
coupe  ce  plan.  Soit  m  la  projection  de  M.  On  construit,  à  un  in- 
stant quelconque,  la  grandeur  géométrique  mm!  qui  représente 
l'accélération  du  point  m.  On  demande  le  lieu  du  point  m' .  Dans 
quel  cas  ce  lieu  se  réduira-t-il  à  une  droite?  Quelle  est  la  trajec- 
toire du  point  ml 

Astronomie  (2  heures).  —  Sachant  que  les  coordonnées  éclip- 
tiques  d'un  astre  sont,  à  une  certaine  époque, 

X  =  2°5i'  4",  55     (latitude), 
L  =  9°33'38",38. 

On  propose  de  trouver  les  coordonnées  équatoriales  correspon- 
dantes. L'obliquité  de  l'écliptique  est  supposée  égale  à 

iT  27'  3-2",  935. 

SESSION   DE   JUILLET    1882. 

Mécanique  (4  heures).  —  i°  Deux  points  matériels  M,  M'  de 
masses  m,  m' sont  fixés  aux  extrémités  d'un  fîlllexibleetinextensible 
de  longueur  /  qui  passe  sur  une  très  petite  poulie  O.  Le  point  M  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  une  courbe  plane  don- 
née G  dont  le  plan  passe  par  O.  Le  point  M'  est  soumis  à  une  force 
répulsive  émanant  du  point  O  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  OM'  et  dirigée  constamment  suivant  la 
droite  OM'.  Etudier  le  mouvement  des  deux  points  M,  M'. 

On  représentera  par  -}  m'u.  la  force  répulsive  à  l'unité  de  distance. 
On  prendra  l'équation  de  la  courbe  (G)  en  coordonnées  polaires 
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sous  la  forme  9  f(r)i  '  désignant  la  di  tance  OM.  On  suppose 
nulle  la  vitesse  initiale  du  point  M  :  celle  de  M  jera  supposée  di- 
rigée dans  le  plan  de  la  courbe  (C)  perpendiculairement  .m  rayon 

vecteur  initial  el  sa  grandeur  sera  représentée  par  i  fi  h  élan! 
donné. 

On  ramènera  le  problème  aux  quadratures.  Trouver  en  particu- 
lier la  trajectoire  du  point  M!  lorsque  la  courbe  C  esl  une  spirale 
logarithmique  ayanl  pour  pôle  le  point  O. 

2°  Une  circonférence  roule  sans  glisser  iur  une  circonférence 
fixe  do  même  rayon  et  l'on  considère  la  courbe  fermée  décrite  pen- 
dant un  tour  complet,  par  un  point  de  la  circonférence  mobile. 

Trouver  le  centre  de  gravité  de  cette  courbe  en  supposant  la 
densité  en  chaque  point  inversement  proportionnelle  au  rayon  de 
courbure  de  la  courbe  en  ce  point. 

Astronomie  (2  heures).  —  On  donne  la  distance  zénithale  appa- 
rente de  Vénus  z'=6/[°/\lV  et  la  parallaxe  horizontale  13=20* 
correspondant  à  la  même  distance  au  centre  de  la  Terre  supposée 
sphérique.  On  demande  la  distance  zénithale  géocentrique. 

Vérifier  le  résultat  en  déterminant  inversement  la  distance  zé- 
nithale apparente  au  moyen  de  la  distance  zénithale  géocentrique. 

Analyse  (4  heures). —  Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangu- 
laires. Une  surface  réglée  est  engendrée  de  la  manière  suivante  :  le 
plan  ZOA  tourne  au  tour  de  O^  ;la  génératrice  D,  située  dans  ce  plan, 
faitavccO^  un  angle  constant  dontla  tangente  est  X  ;  elle  intercepte 
sur  OC  un  segment  OC  égal  à  Xa9,  a  désignant  une  ligne  donnée 
et  0  l'angle  des  plans  ZOX,  ZOA. 

i°  Calculer  l'expression  du  volume  limité  par  la  surface  réglée 
et  les  plans  XOY,  ZOX,  ZOA,  l'angle  0  des  deux  derniers  étant 
moindre  que  2tt. 

20  Calculer  l'aire  de  la  portion  de  surface  limitée  par  les  plans 
XOY,  ZOX,  ZOA. 

3°  Trouver  l'équation  en  coordonnées  polaires  des  projections 
sur  le  plan  XOY  des  lignes  asymptotiques  de  la  surface. 


Géométrie  descriptive  (2  heures").  —   Perspective  d'un   cube 
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ABCDAjB, C1D,    reposant  par  une  face  ABCD  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Données  :  On  prendra  comme  point  de  fuite  principal  le  centre 
de  la  feuille. 

La  ligne  d'horizon  est  parallèle  aux  petits  côtés  de  la  figure. 

La  ligne  de  terre  est  à  om,i2  au-dessus  de  la  ligne  d'horizon. 

La  distance  principale  est  de  om,i4- 

On  donne  enfin  par  leurs  perspectives  deux  des  sommets  du 
cube  situés  dans  le  plan  horizontal  et  appartenant  de  plus  à  une 
même  arête  AB  : 

i°  (A)  à  o.o3  à  droite  du  point  de  fuite  principal  et  à  0,02  au- 
dessus  de  la  ligne  de  terre  ; 

20  (B)  à  o,o3  à  gauche  du  point  de  fuite  principal  et  à  0,06  au- 
dessus  de  la  ligne  de  terre. 


On  placera  le  cube  derrière  la  face  verticale  ABA,  B,. 
On  dessinera  enfin  la  perspective  de  la  circonférence  inscrite 
dans  la  face  supérieure  du  cube. 

Analyse  (4  heures).  —  Soient  Oœ,  Oy,  Oz  trois  axes  rectan- 
gulaires et  un  paraboloïde  elliptique  défini  par  l'équation 

iz        .r2        y- 
c  p%         q'1 

i°  Calculer  la  portion  de  volume  limitée  par  le  plan  xoyy  la 
surface  du  paraboloïde  et  la  surface  du  cylindre  dont  l'équation 

est 

^•2       1-2 

h  "• —  =  1 

20  Déterminer  les  projections  sur  le  plan  xoy  des  trajectoires 
orthogonales  des  sections  de  la  surface  par  les  plans  qui  passent 
par  son  axe. 

Mécanique  (4  heures).  —  I.  On  donne  un  cône  de  révolution  et 
Ton  considère  le  plan  P  passant  par  l'axe  du  cône  et  le  sommet 
O.  Un  point  matériel  M  non  pesant  est  assujetti  à  se  mouvoir 
sur  le  cône;  dans  chacune  de  ses  positions  ce  point  est  soumis  à 
l'action  d'une  force  perpendiculaire  au  plan  (P)  dirigée  vers  ce 


MÉLANG1  5. 
plan  et  proportionnelle  à  la  /£"""'  puissance  de  la  distance  z  du 

mobile   au  plan. 

La  vitesse  initiale  r(l  esl  supposée  tangente  au  parallèle  du  point 
de  départ  '. 

i°  Déterminer  le  mouvement  du  point  M  : 

•2°  Trouver  L'expression  de  la  réaction  normale  de  la  surface  en 
fonction  de  la  distance  MO  =  /•; 

3°  Effectuer  complètement  les  intégrations  dans  l<-  cas  de//  =  i. 

II.  On  suppose  qu'un  plan  P  soit  lié  invariablement  ;"i  un  cercle 
O  roulant  sans  glisser  sur  un  cercle  fixe  (^  de  même  rayon;  de 
plus,  le  point  de  contact  de  G  et  de  C  se  meut  uniformément 
sur  C. 

Trouver  pour  une  position  quelconque  de  P  le  point  de  ce  plan 
dont  l'accélération  est  nulle. 

Astronomie  (2  heures).  —  En  un  lieu  de  la  Terre  dont  la 
latitude  est  38° 58' 53"  et  dont  la  longitude  est  est,  par  rapport 
au  méridien  de  Paris  48°5i/i5'/,  on  a  observé  une  étoile  qui  a 
8°3i'46v/,  56  de  déclinaison  et  ^9°3o/  d'ascension  droite  absolue, 
sachant  qu'au  moment  de  l'observation  la  pendule  sidérale  réglée 
sur  le  méridien  de  Paris  marque  2  2h2  2m2(is,  -(5.  On  demande 
la  distance  zénithale  et  l'azimut  de  l'étoile  au  même  moment. 

SESSION   DE   NOVEMBRE    [882. 

Analyse.  —  i °  Intégrer  l'équation 

d2y  dy 

■r-  -—  —  ix  ~ — hîy  =  ^+  px      (/ . 
dx2  dx         J 

i°  Déterminer  les  lignes  asymptotiques  du  tore  engendré  parmi 
cercle  tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

Mécanique  (4  heures).  —  I.  Un  point  pesant  de  masse  m  est 
assujetti  à  rester  sur  une  circonférence  verticale  C.  Ce  point  est  à 
l'extrémité  d'un  fil  qui  passe  dans  un  anneau  infiniment  mince  \. 
situé  au  point  le  plus  haut  de  la  circonférence  (  !  et  qui  vient  ensuite 
sVnrouler  sur  la  grande  roue  d'un  treuil  T.  Le  lil  enroulé  sur  la 
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petite  roue  de  ce  treuil  porte,  à  son  extrémité,  un  point  pesant  M' 
de  masse  ni' . 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  de  ce  système.  Après 
avoir  traité  la  question  d'une  manière  générale,  on  examinera  par- 
ticulièrement le  cas  où  la  vitesse  initiale  du  point  M  serait  nulle. 


IL  Une  circonférence  G' de  rayon  R  roule,  sans  glisser,  sur  une 
circonférence  fixe  de  même  rayon  et  le  point  de  contact  des  deux 
circonférences  se  déplace  sur  G  avec  une  vitesse  constante  vQ. 

On  demande  quelle  est  l'accélération  d'un  point  du  cercle  C' 
au  moment  où  il  se  trouve  sur  la  circonférence  G. 

Astronomie.    —  On  donne,   à  un  certain  instant,   l'ascension 

droite 

^  =  6° 33' 29",  3 
et  la  déclinaison 

8=  —  (i6°22'35",45) 
d'un  astre. 

Sachantque  l'obliquité  de  l'écliptiqueest  2.'3°27,3i//,  72,  calculer 

la  longitude  et  la  latitude  astronomique  correspondante. 


SESSION   DE   JUILLET    l883. 

Mécanique  (4  heures).  —  i°  Trois  points  matériels  M,  M',  M" 
non  pesants,  de  masses  m,  m' ,  m" ',  assujettis  à  se  mouvoir  dans  un 
plan,  s'attirent  mutuellement,  proportionnellement  aux  masses  et 
à  la  distance. 

i°  On  demande  de  déterminer  leur  mouvement,  on  prendra 
pour  origine  la  position  initiale  G0  du  centre  de  gravité  des  trois 
points  et  l'on  exprimera  les  coordonnées  xy,  x 'y1 ',  x"y"  des  trois 
points  en  fonction  du  temps  et  des  données  qui  Font  connaître  la 
position  et  les  vitesses  initiales  des  trois  points. 
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20  En  supposant  les  vitesses  initiales  perpendiculaires  respecti- 
vement aux  rayons  vecteurs,  aboutissant  au  point  G%  et  supposant 
en  outre  m  ==  ni  =  m",  on  demande  quelles  relations  doivent  exis- 
ter entre  les  positions  et  les  vitesses  initiales,  pour  que  les  trajec- 
toires des  trois  points  M,  M',  M"  soient  trois  ellipses  égales  entre 

elles. 

Cinématique.  —  i°  On  considère  un  plan  lié  invariablement  à 
un  cercle  de  rayon  R  qui  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  fi\<-  de 
même  rayon.  Un  point  quelconque  du  plan  mobile  décrit  pendant 
une  révolution  complète  une  circonférence  fermée;  quel  est  dans 
ce  plan  le  lieu  des  points  dont  la  trajectoire  limite  une  aire  don- 
née A2? 

Astronomie  (2  heures).  —  Le  ier  avril  1880,  en  un  lieu  qui  a 
io5°3o/i5r/  de  longitude  est  et  /\S°5of  de  latitude,  on  a  observé  : 

i°  L'heure  que  marquait  une  pendule  sidérale  réglée  sur  Paris, 
ce  qui  a  donné  5h2om5os; 

20  La  différence  en  azimut  entre  une  étoile  ayant  2720 43' 47" 
pour  ascension  droite  et  86°36/i2//,4  pour  déclinaison  et  un  cer- 
tain   signal  terrestre   situé    à  l'est  de  l'étoile,    ce  qui   a    donné 

25°2o'l8",2. 

On  demande  l'azimut  du  signal. 

Analyse  (4  heures).  —  i°  On  donne  le  paraboloïde  hvper- 
bolique  défini  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

xv 
Z=G' 

dans  laquelle  C  désigne  une  constante. 

Déterminer  les  lieux  des  centres  de  courbure  des  sections  prin- 
cipales qui  correspondent  aux  divers  points  de  l'axe  Ox. 

20  On  considère  les  intégrales 

dz  r      dz 


fî¥=  et   fi 


8iwJ--M 


dans  lesquelles  S  et  S,  désignent  deux  contours  formés  de  la  ma- 
nière suivante. 

Le  contour  S  se  compose  de  la  droite  OA  (que  l'on  fait  grandir 
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indéfiniment)  du  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  OA,  enfin  de  la 
droite  AO. 

Le  contour  S,  est  la  suite  des  trois  lacets  qui  enveloppent  les 
points  «,  b,  c,  dont  les  affixes  sont  les  racines  de  l'équation 
£3-f- 1  =o.  Etablir  la  relation  entre  les  deux  intégrales 

r00      dx  Ç l      dr 

à  laquelle  on  est  conduit  par  cette  comparaison. 

Epreuve  pratique  (2  heures).  —  On  donne  :  i°  une  perpen- 
diculaire au  plan  vertical  AA'  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à 
om,  10  au-dessus  du  plan  horizontal; 

20  Une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  BB'  à  om,  10  en  avant  du  plan 
vertical  et  om,o6  au-dessus  du  plan  horizontal  ; 

3°  Une  circonférence  C(7  contenue  dans  un  plan  de  front; 
son  centre  est  sur  le  grand  axe  de  la  feuille,  à  om,o(S  en  avant  du 
plan  vertical  et  à  om,  10  au-dessus  du  plan  horizontal;  son  rayon 
est  de  om,o4. 

On  demande  de  trouver  le  contour  apparent  horizontal  de  la  sur- 
face réglée  ayant  pour  directrice  les  trois  lignes  AA',  BB',  CC. 
On  indiquera  à  l'encre  les  constructions  nécessaires  pour  trouver 
un  point  de  cette  courbe. 

La  surface  est  supposée  opaque,  prolongée  indéfiniment,  les 
plans  de  projection  transparents. 

Analyse  (4  heures).  —  i°  Exprimer  sous  forme  réelle  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  différentielle 

d»y        d'2r 
dx»        dx1 

i°  Déterminer  la  courbe  G  de  façon  que  le  rayon  de  courbure  A 
en  un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  et  l'arc  s  =  AM,  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  A,  vérifient  la  relation 

S  —    j 


dans  laquelle  a  désigne  une  ligne  donnée 
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Mécanique  (4  beures)  :  i°  Dynamique*  —  Étudier  le  mouve- 
ment d'un  disque  circulaire  homogène  pesant,  de  masse  M  et  de 
rayon  a,  situé  dans  un  plan  vertical  el  assujetti  ;'i  glisser  sans  frot- 
tement 9urune  circonférence  de  cercle  fixe  de  centre  O  et  de  rayon 

R  >-  >.a  situé  dans  le  plan  vertical. 

Calculer  la  pression  normale  du  disque  mobile  sur  la  circonfé- 
rence. 

2°  Cinématique.  —  Etant  donnés  dans  un  plan  fixe  P  un 
cercle  fixe  de  centre  O,  et  sur  la  circonférence  de  ce  cercle  un 
point  fixe  A,  le  mouvement  d'un  plan  mobile  P  sur  le  plan  I'  est 
défini  delà  manière  suivante  :  une  droite  I î I > '  i\\c  dans  le  plan  I' 
passe  parle  point  A  pendant  qu'un  point  B  fixe  sur  cette  droite 
décrit  la  circonférence  du  cercle  O  : 

i°  Trouver  dans  ce  mouvement  la  base  et  la  roulette; 

2°  En  supposant  que  le  point  B  décrive  la  circonférence  avec 
une  vitesse  constante,  trouver  pour  une  position  quelconque  du 
plan  mobile  P'  le  point  de  ce  plan,  dont  l'accélération  est  nulle. 

Astronomie  (2  beures).  —  Dans  un  lieu  dont  la  latitude  est 
38" 58' 53",  on  a  observé  un  astre  au  théodolite  en  un  certain  in- 
stant, et  l'on  a  trouvé  : 

Distance  zénithale z  =    69°42'3o", 

Azimut A=  3oo°io'38". 

On  demande  les  valeurs  correspondantes  de  la  distance  polaire p 
et  de  l'angle  horaire  P. 
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Analyse.  —  i°  On  demande  de  calculer  l'intégrale  curviligne 

dz 


f, 


prise  le  long  du  contour  OABC1)  A  O,  formé  de  l'axe  des  a;  depuis 
l'origine  O  jusqu'en  A,  du  cercle  ABCDAet  de  la  droite  VO.  les  dif- 
férentes parties  du  contour  étant  parcourues  successivement  dans 
l'ordre  indiqué  par  les  lettres  qui   les  désignent.  On  suppose  que 
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OA  =  i  et  que  la  valeur  initiale  du  radical  \J  z-  -f-  z  +  i  est  prise 
égale  à  i . 

2°  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  qui  sont 
les  positions  successives  d'une  courbe  plane  fixe  (C)  tournant  sans 
changer  de  forme  autour  d'un  point  O  de  son  plan.  Application 
au  cas  où  la  courbe  (C)  est  un  cercle  passant  en  O. 

Mécanique  (4  heures).  —  i°  Une  barre  pesante  et  homogène 
AB  est  fixée  par  une  de  ses  extrémités  A,  et  elle  peut  tourner  li- 
brement dans  l'espace  autour  de  ce  point.  Un  fil  fixé  à  l'extré- 
mité B  vient  passer  dans  un  anneau  infiniment  mince  situé  sur 
la  verticale  de  A,  au-dessus  de  ce  point  et  à  une  distance  égale 
à  la  longueur  AB  de  la  barre;  il  retombe  ensuite  suivant  la  verti- 
cale OA,  portant  à  son  extrémité  un  poids  de  masse  ni. 

On  demande  de  trouver  le  mouvement  de  la  barre. 

N.  B.  —  On  désignera  par  il  la  longueur  et  par  p  la  masse  de 
l'unité  de  longueur  de  la  barre;  on  fera  abstraction  de  la  masse 
du  fil. 

2°  On  considère  à  un  instant  déterminé  un  système  invariable  en 
mouvement.  En  prenant  dans  ce  système  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  dont  l'axe  des  z  est  l'axe  de  rotation  instantanée, 
on  demande  d'écrire  les  projections  sur  les  axes  de  la  vitesse  d'un 
point  quelconque  {x,y,  z)  du  système. 

Démontrer  ensuite  à  l'aide  de  ces  formules  qu'il  existe  dans  un 
plan  quelconque  non  parallèle  à  l'axe  instantané  un  point,  et  un 
seul,  dont  la  vitesse  est  perpendiculaire  au  plan. 

Astronomie  (2  heures).  —  On  donne  la  longitude  et  la  lati- 
tude d'un  astre, 

L  =  9°32'47",94, 

l  =—  (2°5l'28",I2). 

Calculer  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  l'obliquité  de 
l'écliptique  étant  co  =  23°  27'  32",  9. 

SESSION  DE  JUILLET   1884. 

analyse  (4  heures).   —    i°  Déterminer  l'intégrale  générale  de 
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L'équation  différent  idle 


dy\2  dy 


Reconnaître  si  L'équation  a  des  solutions  singulier* 
2°  Les  fonctions  J(z),  j\z)   sont   bolomorphes  à    L'intérieur 
d'un  conLour  C  comprenant  l'origine  ;  on   demande  ta   valeur  de 

l'intégrale  ff'(z)L(z)dz  prise  le  long  d'un  contour  (1,  intérieur 
à  G,  en  partant  d'un  point  déterminé  z  du  contour  C,. 

Géométrie  descriptive  (2  heures).  — On  donne  les  deux  points 

AA'...     x~       8,    y  =  4,     £  =  om,io, 
BB'...     x=  —  8,    7  =  4,     £  =  0,n,io. 

Sur  la  droite  ABA'B'  comme  base,  on  construit  dans  le  plan 
horizontal  A' B'  un  triangle  équilatéral  ABCA'B'C.  (Le  sommet 
C  est  en  avant.) 

On  considère  : 

i°  Le  cylindre  vertical  ayant  pour  base  la  circonférence  inscrite 
dans  le  triangle  ABC; 

20  Le  conoïde  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  et 
pour  directrices  la  verticale  C,  puis  la  circonférence  décrite  sur 
ABA'B'  comme  diamètre  dans  le  plan  de  front  AB. 

Représenter  le  solide  commun  au  cylindre  et  au  conoïde. 

On  expliquera  et  l'on  indiquera  à  l'encre  la  construction  d'un 
point  de  l'intersection,  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

Mécanique  (4  heures).  —  I.  Une  tige  homogène  pesante,  AB, 
de  longueur  /,  est  suspendue  verticalement  à  un  point  fixe  A;  on 
imprime  à  cette  tige  une  vitesse  angulaire  w0, 


t»0=  1/ O  +  ê)  | 


où  g  désigne  la  gravité,  et  n  un  nombre  positif. 

i°  Déterminer  le  mouvement  de  la  tige. 

Au  moment  où  la  tige  occupe  la  position  verticale  AB',  on  rend 
libre  l'extrémité  A; 

20  Déterminer  le  mouvement  de  La  tige  dans  celte  seconde 
phase; 


3io  PREMIÈRE   PARTIE. 

3°  Déterminer  n  de  manière  que  les  deux  extrémités  de  la  tige 
se  trouvent  à  un  même  moment  sur  le  plan  horizontal  mené  parle 
point  B. 

IL  Deux  cercles  C  et  G'  de  rayon  R  et  R'  peuvent  tourner 
indépendamment  l'un  de  l'autre  autour  de  leur  centre  commun  O. 

Le  cercle  G  engrène  extérieurement  et  le  cercle  G'  intérieure- 
ment avec  un  troisième  cercle  T. 

Le  cercle  G  tourne  avec  la  vitesse  angulaire  co  et  le  cercle  C' 
avec  la  vitesse  an  gui  air  eV;  dans  ces  conditions,  le  mouvement  du 
cercle  T  est  complètement  déterminé. 

On  demande  d'abord  de  calculer  la  vitesse  angulaire  avec  la- 
quelle se  déplace  la  droite  Oy  joignant  le  centre  fixe  O  au  centre 
y  du  cercle  T. 

On  considère  ensuite  un  plan  invariablement  lié  au  cercle  V  : 
trouver  à  un  moment  quelconque  la  position  du  centre  instantané 
de  rotation  de  ce  plan. 

Astronomie.  —  On  donne  les  coordonnées  équatoriales  d'une 

étoile,  à  savoir 

Q  =—  i6°22'35",45, 

X=     6°33'29",3o; 
on  sait  que  l'obliquité  de  l'écliptique  est 

£  =  23°27'3l",72. 

On  demande  les  coordonnées  écliptiques,  latitude  et  longitude 
astronomiques  de  l'étoile. 

Analyse  (4  heures).  —  i°  Calculer  l'intégrale 

dt 


L 


[(t  —  a)2+p2j«-M 


où  a,  p  sont  des  constantes  réelles  (/i  entier); 

2°  Former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  jouis- 
sant de  la  propriété  que  les  tangentes  aux  deux  lignes  de  cour- 
bure en  un  quelconque  de  leurs  points  se  projettent  sur  le  plan 
des  xy  suivant  deux  droites  dont  les  coefficients  angulaires  soient 
égaux  et  de  signes  contraires  (c'est-à-dire  dont  les  bissectrices 
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Boieni  parallèles  à  (  \x  et  à  Or),  déterminer  celles  de  ces  sui  I 
donl  l'équation  esl  <l<'  la  forme 

z  = 

et  Intégrer  l'équation  différentielle  de  leurs  lignes  de  courbure. 

TV.  B.  On  suppose  les  axes  rectangulaires. 

Mécanique  (4  heures). —  I.  Deux  barres  homogènes  pesantes 
AB,  A'B',  de  même  longueur  ici  et  de  même  masse  M.  sont  reliées 
l'une  à  l'autre  par  deux  fils  AA',  BB',  inextensibles  et  sans  masse 
de  même  longueur  /;  la  barre  supérieure  AB  est  mobile  autour  de 

son  milieu  O  qui  est  fixe,  et  le  système  tout  entier  est  assujetti  à 
se  mouvoir  dans  un  plan  vertical  invariable  xO  \\ 
Etudier  le  mouvement  de  ce  système. 

Nota.  —  On  désignera  par  MA2  le  moment  d'inertie  de  chaque 
barre  par  rapport  à  son  milieu;  par  B  l'angle  que  fait  la  verticale 
Oy  avec  la  droite  00'  joignant  les  milieux  des  deux  barres,  et 
par  ©  l'angle  que  fait  la  droite  OA  avec  l'horizontale  Ox. 

II.  Un  cône  G  de  révolution  est  fixe;  un  second  cône  de  révo- 
lution G'  et  de  même  sommet  roule  extérieurement  sans  glisser 
sur  le  premier,  de  telle  sorte  que  la  génératrice  de  contact  se  dé- 
place sur  G  d'un  mouvement  uniforme. 

On  considère  un  solide  lié  invariablement  au  cône  G'  :  trouver 
à  un  moment  quelconque  les  points  du  solide  dont  l'accélération 
est,  à  ce  moment,  parallèle  à  Taxe  instantané  de  rotation. 

N.  B.  —  On  désignera  par  a  et  a'  les  demi-angles  au  sommet 
des  cônes  G  et  G'. 

Astronomie.  —  On  a  trouvé  à  un  certain  instant  et  dans  un 
certain  lieu  : 

La  déclinaison  du  Soleil  égale  à (»  s  .  *>- 

L'ascension  droite V'  jsm  ">.» \  5  j 

(l'heure  valant,  comme  on  sait,  i5°). 

On  demande  :  i°  l'obliquité  vraie  <>u  appareille  z  de  lécliptique 
et  la  longitude  vraie  O  du  Soleil. 
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Sachant,  en  outre,  qu'à  l'instant  considéré  la  longitude  du  nœud 

de  l'orbite  lunaire  est 

Q  =  272°37',4 

et  réduisant  les  formules  de  la  nutation  à 

W  «  —  1 7",  24  sin  Q  —  i",  269  sin  2  Q, 
Q,  =  9",  233  cos£^  -+-  o",  55  cos2  Q. 

On  demande   :   20  l'obliquité  moyenne  em  de  l'écliptique  et  la 
longitude  Qm  comptée  à  partir  de  l'équinoxe  moyen  du  Soleil  (1). 


(')  On  a  dû  remarquer  une  notable  différence  entre  les  sessions  de  juillet  et  de 
novembre,  en  ce  qui  concerne  le  nombre  et  la  composition  des  sujets  donnés.  Les 
remarques  suivantes,  faites  une  fois  pour  toutes,  et  destinées  surtout  à  nos  lec- 
teurs étrangers,  expliquent  complètement  cette  différence.  Il  y  a  en  juillet  trois 
séries  d'examens  pour  la  licence,  que  nous  allons  indiquer  par  ordre  de  date  : 
t°  les  élèves  de  première  année  de  l'École  Normale  ont  une  composition  d'Ana- 
lyse de  quatre  heures  et  une  épreuve  pratique  de  deux  heures  (le  plus  souvent 
une  épure);  20  les  élèves  de  seconde  année  de  la  même  École  ont  une  composi- 
tion de  Mécanique  de  quatre  heures  et  une  épreuve  pratique  de  deux  heures  se 
rapportant  à  l'Astronomie;  3°  tous  les  autres  candidats  qui  passent  la  licence  en 
une  fois  ont  une  composition  d'Analyse  de  quatre  heures,  une  composition  de  Mé- 
canique de  même  durée  et  une  épreuve  pratique  de  deux  heures,  qui  consiste  le 
plus  souvent  en  un  calcul  astronomique. 

En  novembre,  au  contraire,  il  y  a  une  seule  session,  consacrée  aux  candidats 
qui  sont  interrogés  sur  l'ensemble  du  Programme. 
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COMPTES    RENDUS    ET    ANALYSES 

THÈSES  DANOISES. 
CRONE  (C).  —  On  Flvderne  af  horde  Ordbn  mbd  Tilbagegangskeglesnit 

OG   DERES   K.ONTURER,  MED  SORLIGT  HENSYN  TIL  ReALITETSEGENEKABERNE  (1). 

in-8°,  80  pages,  Copenhague,  1 88  3 . 

Les  surfaces  étant  des  transformées  homographiques  de  surfaces 
de  révolution,  il  n'est  pas  difficile  d'en  indiquer  une  génération 
commode  par  une  conique  variable  passant  par  deux  points  fixes 
de  l'espace.  C'est  en  suivant  la  variation  de  cette  conique  que 
l'auteur  établit  les  différentes  formes  des  surfaces  et  leurs  propriétés 
de  réalité.  Celles-ci  présentent  quelque  intérêt  à  cause  de  leur 
ressemblance  avec  celles  des  cubiques  planes  ;  cette  analogie  est, 
du  reste,  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  le  contour 
apparent  de  la  surface  projetée  d'un  point  de  la  conique  de  re- 
broussement  est  une  cubique. 

L'auteur  déduit  des  figures  des  surfaces  celles  de  leurs  contours 
apparents,  le  centre  de  projection  étant  un  point  arbitraire  de 
l'espace.  Ces  dernières  courbes  sont  du  sixième  ordre;  elles  ont 
huit  points  de  rebroussernent,  et  sont  homologiques  à  elles- 
mêmes.  Leur  étude  devient  intéressante  par  le  fait  qu'elles  sont  les 
courbes  les  plus  générales  du  sixième  ordre  et  à  huit  points  de  re- 
broussernent. C'est  cette  circonstance,  que  l'auteur  n'avait  pas 
observée  en  écrivant  sa  thèse,  qui  l'a  porté  à  s'occuper  de  nouveau 
des  mêmes  courbes  dans  le  second  Volume  des  Acta  mathema- 
tica. 


(')  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  de  rebroussernent,  et  sur 
leurs  contours,  en  ayant  égard  aux  propriétés  de  réalité. 


Jiull.  des  Sciences  mal  hem ..  a*  série,  l.  VIN.  (Novembre  i88'|.) 
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VALENTINER  (H.).  —  Bidrag  til  Rumkurvernes  Theori  (l).  In-8°,  72  pages. 

Copenhague.  1881. 

Comme  l'auteur  est  revenu  plus  tard  sur  le  même  sujet,  qu'il 
a  traité  d'une  manière  plus  étendue  dans  le  second  Volume  des 
Acta  mathematica,  nous  nous  bornerons  à  remarquer  que  le 
travail  actuel  a  paru  avant  la  publication  des  Mémoires,  couronnés 
par  l'Académie  de  Berlin,  de  MM.  Halphen  et  Nôther,  dont  toute- 
fois les  travaux  antérieurs  ont  été  utiles  à  l'auteur,  et  à  indiquer 
sommairement  ce  que  contiennent  les  différents  Chapitres. 

I.  Propositions  de  la  Géométrie  plane  dont  on  arrive  à  se  servir 
pour  l'étude  des  courbes  gauches  algébriques.  —  II.  Représentation 
des  courbes  par  l'intersection  de  cônes  et  de  monoïdes.  —  III.  Inter- 
section de  courbes  et  de  surfaces;  dépendance  des  points  d'inter- 
section entre  eux.  —  IV.  Singularités  des  situations  des  points 
doubles  apparents.  —  V.  Nombre  des  conditions  servant  à  déter- 
miner une  courbe  gauche  algébrique. 


DREYER  (J.-L.-E).—  Bidrag  til  Bestemmelse  af  Pr.ecessionskoxstaxtex  l  '2  ». 
In-8°,  56  pages.  Copenhague,  1882. 

Après  avoir  discuté  les  déterminations  de  Bessel,  Struve  elNvrén, 
l'auteur  entreprend  une  nouvelle  détermination  de  la  constante  de 
précession  au  moyen  de  l'Histoire  céleste  de  Lalande  et  du  Catalogue 
desétoilesdeSchjellerup.  Il  trouve  que  la  constante  aétéde  5o",2365 
en  1880.  Cette  valeur  est  plus  petite  de  o",oo46  seulement  que 
celle  qu'on  doit  à  Struve  et  Peters. 


(')  Contribution  à  la  théorie  des  courbes  gauches. 

(2)  Contribution  à  la  détermination  de  la  constante  de  précession. 


MELANGES.  ;r. 


MELANGES. 

EUTOCIUS  ET  SES  CONTEMPORAINS; 
Par    M.     I'aci.  TÀNNERY. 

1.   Eutocius,   le  commentateur  d'Archimède   el   d'Apollonius, 

doit  avoir  appartenu  à  une  riche  famille  d'Ascalon  qui  reconnais- 
sait pour  lointain  ancêtre  un  mercenaire  thrace  du  même  nom, 
dont  Suidas  {voce  Eùtoxioç)  raconte  L'histoire,  au  reste  peu  édi- 
fiante. 

S'il  a  eu  pour  maître  l'ingénieur  Isidore  de  Milet,  l'époque  de 
sa  vie  doit  se  placer  vers  le  milieu  du  vie  siècle  de  notre  ère, 
comme  le  remarque  M.  Heiberg;  mais,  dans  son  étude  critique 
sur  Eutocius  ('),  le  savant  philologue  s'est  peut-être  trop  laissé 
aller  à  l'opinion  commune,  qui  souffre  d'assez  graves  difficultés. 

Le  nom  d'Isidore  de  Milet  se  trouve  quatre  fois  dans  les  Com- 
mentaires d'Eutocius;  trois  fois,  c'est  à  la  fin  de  chacun  des  deux 
Livres  Sur  la  sphère  et  le  cylindre  et  de  celui  de  la  Mesure  du 
cercle;  c'est  partout  la  même  formule,  qu'il  suffira  de  traduire 
une  fois  : 

«  D'Eutocius  d'Ascalon,  Commentaire  sur  la  mesure  du  cercle 
d'Archimède;  l'édition  ayant  été  revue  parle  mécanicien  Isidore 
de  Milet,  notre  maître.  » 

Cette  formule,  qui  revient  ainsi  à  la  fin  des  trois  premiers  com- 
mentaires (2)  composés  par  Eutocius,  de  ceux  qu'il  a  dédiés  au 
philosophe  Ammonius,  est  évidemment  très  singulière;  elle  a 
naturellement  été  entendue  toujours  en  ce  sens  qu'Eutocius  tra- 
vaillait sur  des  éditions  d'Archimède  revues  par  son  maître,  et 
moi-même  j'ai  eu  déjà  l'occasion  de  l'interpréter  ainsi;  mais  il 
est  peu  compréhensible  qu'on  y  trouve  «  notre  maître  »  à  la  pre- 
mière personne. 

Il  me  semble  qu'en  réfléchissant  à  cette  singularité,  on  trouvera 


(')  Jahrbiicher  fur  classische  Philologie,  t.  XI.  Tirage  à  pari,  Leipzig,  Tcuhner, 
1880. 

(2)  A  cet  égard,  comme  sur  nombre  d'autres  points,  j'utilise  et  j'adopte  pleine- 
ment les  conclusions  fie  M.   Heiberg. 
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plausible,  à  litre  d'hypothèse  provisoire,  l'interprétation  sui- 
vante :  un  élève  d'Isidore  de  Milet  aura  fait,  à  Constantinople, 
une  édition  des  trois  eommentaires  dont  il  s'agit,  commentaires 
publiés  à  Alexandrie  et  avant  déjà  une  certaine  date;  pour  recom- 
mander son  édition,  au  lieu  d'y  inscrire  son  propre  nom,  encore 
obscur  il  l'aura  mentionnée  comme  revue  par  son  maître,  l'archi- 
tecte de  Sainte-Sophie. 

Dans  cette  hypothèse,  la  quatrième  mention  d'Isidore  de  Milet, 
qui  se  trouve  dans  les  commentaires  d'Eutocius  [Sphère  et  Cy- 
lindre, II,  2),  serait  une  interpolation  de  l'éditeur,  et  de  fait 
elle  a  bien  ce  caractère.  On  la  rencontre  après  l'exposé  d'une 
solution  du  problème  de  Délos  par  Ménechme,  au  moven  d'une 
parabole  et  d'une  hyperbole. 

«  La  parabole  se  décrit  avec  le  diabètes  inventé  par  Isidore  de 
Milet,  le  mécanicien,  notre  maître,  et  décrit  par  lui  dans  son  Com- 
mentaire sur  les  Camariques  de  Héron  (1).  » 

Ainsi  la  relation  de  disciple  à  maître  entre  Eutocius  et  Isidore 
est  loin  d'être  suffisamment  établie  par  les  textes  :  il  me  reste  à 
(aire  ressortir  à  quelles  difficultés  se  heurte  la  croyance  à  cette 
relation. 

L2.  Je  commencerai  par  la  moins  grave  de  ces  difficultés,  qui  ne 
laisse  pas  cependant  que  d'être  déjà  assez  embarrassante. 

Après  avoir  composé  sur  les  Equilibres  des  plans  d'Archimède 
d'autres  commentaires,  dédiés  à  un  Pierre,  qu'il  est  impossible 
d'identifier,  mais  dont  le  nom  indique  en  tout  cas  un  personnage 
chrétien,  après  avoir  fait  sur  la  Syntaxe  de  Ptolémée  un  travail 
perdu,  Eutocius  s'occupa  des  quatre  premiers  Livres  des  Coniques 
d'Apollonius,  et  dédia  cette  fois  son  travail  à  un  Anthémius  dans 
lequel  on  s'accorde  à  reconnaître  l'ingénieur  de  Tralles,  qui  dirigea 
avec  Isidore  de  Milet  la  construction  de  Sainte-Sophie.  Or  Eu- 
tocius dit  :  «.  mon  cher  camarade  Anthémius  »,  en  sorte  que,  s'il 
a  été  l'élève  d'Isidore,  il  faut  nécessairement  quAnthémius  l'ait 

(')  Traité  des  voûtes.  Comme  dans  l'opuscule  de  Héron,  sur  la  Chirobaliste, 
l'expression  de  -xocfxaptov  est  employée  techniquement  dans  la  nomenclature  de 
cette  arme  de  guerre,  on  a  émis  l'opinion  qu'il  fallait  rattacher  à  cet  objet  les 
Camariques  commentés  par  Isidore  de  Milet  :  c'est  là  une  conjecture  tout  à  fait 
invraisemblable. 
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été  également;  tout  au  contraire,  dans  Procope  el  dans  ^gathias, 
les  chroniqueurs  qui  parlent  de  la  construction  <!<•  Sainte-Sophie, 
Anthémius  parait  nettement  comme  l'architecte  en  premier,  Isi- 
dore de  Milci  comme  en  sous-ordre;  les  textes  cités  par  M.  Hei- 
berg  suffisent  à  le  montrer. 

Il  convient  ici  de  remarquer  que  connue  il  y  a  eu  un  second 
Isidore  de  Milet,  neveu  du  premier,  et  qui  dut  arriver  au  moins  à 
une  Célébrité  égale  à  celle  de  son  oncle,  puisqu'il  présida  seul  à 
la  reconstruction  de  Sainte-Sophie,  après  le  tremblemenl  de  terre 
de  557  (alors  qu'Anthémius  au  moins  était  déjà  mort  dès  long- 
temps), nous  ne  pourrions,  dans  l'hypothèse  que  j'ai  proposée, 
savoir  au  juste  quel  est  l'Isidore  des  commentaires  d'Eutocius,  et , 
pour  ma  part,  je  pencherais  peut-être  à  l'identifier  avec  le 
neveu. 

Dans  l'hypothèse  contraire,  on  ne  peut  évidemment  penser 
qu'au  premier,  mais  la  difficulté  reste  entière;  il  faut  supposer 
qu'Anthémius  a  été  l'élève  d'Isidore,  tandis  que  tous  les  autres  té- 
moignages, malheureusement  trop  peu  nombreux,  tendraient  plutôt 
à  renverser  la  relation. 

3.  Pour  se  rendre  compte  maintenant  de  la  seconde  difficulté, 
il  importe  de  préciser  des  dates.  M.  Heiberg  ne  voit  rien  qui  em- 
pêche de  reconnaître  dans  l'Ammonius  des  premiers  commentaires 
sur  Archimède  le  fils  d'Hermîas,  disciple  de  Proclus,  et  de  fait  on 
ne  peut  penser  à  aucun  autre  philosophe  de  ce  nom.  Je  chercherai 
à  établir  plus  loin  qu'il  est  difficile  de  supposer  la  vie  d'Ammo- 
nius  prolongée  au  delà  de  5 10.  Eutocius  doit  donc  être  né  au  plus 
tard  une  trentaine  d'années  auparavant,  soit  vers  480 ;  mais  on 
peut,  semble-t-il,  faire  remonter  sa  naissance  de  dix  à  quinze  ans 
plus  tôt,  car  le  commentaire  dédié  à  Anthémius  peut  bien  avoir 
été  écrit  avant  le  commencement  de  la  construction  de  Sainte- 
Sophie,  c'est-à-dire  avant  53a. 

Dans  ces  conditions,  il  faut  admettre  qu'EutOcius  était  à  peine 
plus  jeune  que  son  prétendu  maître  Isidore,  et  il  paraît  bien  plutôt 
un  peu  plus  âgé  que  ce  dernier  et  qu'Anthémius,  ce  qui,  pour 
celui-ci,  n'offre  d'ailleurs  pas  de  difficultés  sérieuses. 

Si  maintenant  on  examine  les  termes  de  la  dédicace  à  Ammo- 
nius,  on  ne  peut  méconnaître  le  Langage  d'un  ancien  élève  s'adres- 
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sanl  à  un  maître  avec  lequel  il  a  conservé  des  relations;  Eutocius 
soumet  son  travail  à  Ammonius,  dont  la  compétence  était  au  reste 
incontestable,  comme  nous  le  verrons;  il  le  prie  de  le  corriger 
s'il  est  nécessaire,  d'arrêter  l'édition  s'il  juge  le  travail  insuffisant, 
d'exprimer  an  contraire  son  approbation,  s'il  croit  devoir  l'accorder. 
Si  Eutocius  a  été  l'élève  d'Isidore  de  Milet,  comment  ne  s'adressait- 
il  pas  plutôt  à  ce  dernier,  pour  une  pareille  dédicace? 

Enfin  l'éducation  mathématique  d'Eutocius  n'a  certainement 
pu  se  faire  en  dehors  d'Athènes  et  d'Alexandrie,  les  seuls  centres 
scientifiques  à  cette  époque;  sa  patrie  indique  qu'il  fit  au  moins 
la  majeure  partie  de  ses  études  à  Alexandrie,  où  professait  Ammo- 
nius; mais,  ni  dans  cette  ville  ni  dans  Athènes,  on  ne  comprend 
qu'à  cette  date,  vers  ooo,  Isidore  ait  professé  avec  l'appellation  de 
y-rj/avtxoç  (ingénieur)  :  ce  qu'il  peut  avoir  enseigné  à  Eutocius, 
c'est  non  pas  la  Mécanique,  mais  bien  la  Géométrie;  il  s'occupait 
en  tout  cas  d'éditions  d'Archimède,  et  le  Livre  XV  des  Elé- 
ments, dû  à  l'un  de  ses  élèves,  prouve  qu'il  enseignait  aussi  la 
Géométrie  d'Enclide.  Des  travaux  spéciaux  sur  la  Mécanique  ne 
pouvaient  suffire,  surtout  au  début  de  sa  carrière,  pour  lui  faire 
reprendre  le  titre  porté  par  Héron.  A  Athènes  ou  à  Alexandrie,  et 
à  cette  date,  Isidore  de  Milet,  professeur,  aurait  dû  s'appeler  phi- 
losophe, comme  l'avaient  fait  Ptolémée  et  Pappus. 

Le  titre  d'ingénieur  se  comprend  seulement  aux  côtés  d'Anthé- 
mius,  sous  Justinien;  les  grands  travaux  publics  exécutés  par  cet 
empereur  amenèrent  nécessairement  la  création  de  fonctions 
officielles  correspondantes,  et  la  constitution  d'une  véritable  école, 
dont  avant  lui  on  ne  voit  aucune  trace;  si  dans  cette  école  on  veut 
trouver  un  nom  d'écrivain  auquel  puisse  être  attribué  le  Livre  XV 
des  Eléments,  et  la  réédition  d'Eutocius,  on  peut  par  exemple 
prendre  le  nom  de  Leontios,  dont  il  nous  reste  un  petit  écrit  sur 
la  Sphère  d'Aratus. 

Jusqu'à  Justinien,  comme  nous  l'avons  dit,  l'instruction 
scientifique  était  restée  le  monopole  des  écoles  d'Alexandrie  et 
d'Athènes;  Théodose  II,  en  4^5,  avait  bien  fondé  à  Constantinople 
une  sorte  d'Université,  mais  elle  semble  avoir  été  surtout  litté- 
raire, ou  plutôt  encore  avoir  joué  le  rôle  d'un  haut  séminaire  de 
théologie  chrétienne.  Les  écoles  d'Athènes  et  d'Alexandrie  étaient 
au  contraire  des  foyers  de  paganisme,  comme  telles  mal  vues  du 
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pouvoir.  Justinicn  ferma,  au  moins  temporairement  (.'),  celle 
d'Athènes;  <:<;! I <*  d'Alexandrie  ne  subsista  évidemment  que  par 
suite  de  compromis  qui  la  rendirent  à  moitié  chrétienne;  et  l'on 
peut  admettre  qu'Eutocius,  quelle  qu'ail  été  sa  religion  au  reste,  y 
professa;  «-Ile  eul  encore  plus  tard  Olympiodore  (qui  observa  une 
comète  en  août  56'5)  et  Etienne  d'Alexandrie,  qu'J  léraclius,  grand 
amateur  d'astrologie,  devait  appeler  à  sa  cour.  Il  n'en  est  i 
moins  clair  que  Justinien  dut  favoriser,  dans  la  capitale  de  son 
empire,  l'enseignement  scientifique  indispensable  pour  former  les 
ingénieurs  qu'il  employait.  Cet  enseignement  amena  nécessairement 
des  rééditions  d'Ouvrages  classiques,  et  nous  voyons  ainsi  s'expli- 
quer d'elles-mêmes,  dans  notre  hypothèse,  des  circonstances  qui, 
autrement,  semblent  au  moins  singulières. 

4.  J'ai  à  revenir  sur  les  circonstances  et  sur  les  dates  de  la  sir 
d'Ammonius:  on  les  connaît  surtout  par  des  fragments  de  son 
élève  Damascius,  qui  écrivit  l'histoire  des  philosophes  de  son 
temps.  Ces  fragments,  malheureusement  très  confus,  nous  ont  été 
conservés  par  Photius  et  par  Suidas;  voici  ce  qu'on  peut  y  démêler 
pour  l'objet  qui  nous  occupe. 

Le  père  d'Ammonius,  Hermias,  était  un  condisciple  de  Proclus, 
(4 12-485);  il  était  venu  d'Alexandrie  à  Athènes  suivre  les  leçons 
de  Syrianus  qui  le  maria  avec  une  de  ses  parentes,  /Edésia,  après 
avoir  échoué  dans  son  projet  de  la  donner  à  Proclus.  Retourné  à 
Alexandrie,  où  il  professa,  Hermias  y  mourut  encore  jeune,  laissant 
deux  enfants,  l'aîné  Ammonius,  le  second  Héliodore;  sa  veuve 
les  amena  à  Proclus  pour  lui  confier  leur  éducation;  Ammonius 
fut  certainement  le  meilleur  élève  de  Proclus;  Damascius,  qui  ne 
l'aime  guère,  ne  l'en  déclare  pas  moins  un  des  premiers  géomètres 
ou  astronomes  qui  aient  jamais  été;  comme  arithméticien,  sa 
réputation  était  encore  vivante  au  temps  de  Photius  ;  inutile  de 
dire  qu'à  côté  de  cela  il  enseignait  la  philosophie  de   Platon  et 


(  '  )  En  529.  On  sait  que  les  professeurs  tentèrent  d'aller  s'établir  en  Perse,  mais 
renoncèrent  à  leur  projet;  ils  obtinrent  néanmoins  de  ne  plus  être  inquiétés,  el 
il  semble  bien  que  Simplicius  soit  revenu  rouvrir  son  cours  à  ULènesj  niais  le 
coup  porté  à  l'école  n'en  fut  pas  moins  mortel. 

(2)  Voir  De  Stepiiaxo  Alexandmno,  Hermanni  Useneri  commentatio,  Bonn, 
1880. 
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d'Aristote  :  il  ne  nous  reste  d'ailleurs  de  lui  que  des  commentaires 
philosophiques. 

Si  Ammonius  n'a  pas  succédé  à  Proclus  à  Athènes,  c'est  évi- 
demment qu'avant  la  mort  de  ce  dernier  il  avait  déjà  été,  avec  son 
frère,  reprendre  la  place  de  son  père  à  l'école  d'Alexandrie;  c'est 
là  que  Damascius  suit  ses  leçons  sur  Platon  et  sur  Ptolémée,  en 
même  temps  que  celles  (de  dialectique)  d'un  autre  élève  de  Proclus, 
Isidore  (de  Gaza)  (*),  qui  se  trouve  subordonné  aux  deux  frères, 
quoiqu'il  semble  avoir  été  plus  âgé.  Les  professeurs  païens  ont  des 
difficultés  avec  les  patriarches  d'Alexandrie,  Pierre  Mongus  (48o- 
489),  Athanase  (489-496);  Isidore  est  obligé  de  quitter  la  ville, 
et  Damascius  le  suit  à  Athènes,  tandis  qu'Ammonius  fait  les 
concessions  nécessaires. 

Il  est  clair,  d'après  l'ensemble  des  dates  indiquées,  que  la  nais- 
sance d'Ammonius  et  d'Héliodore  peut  être  placée  sans  grande 
erreur  entre  44o  et  45o  ans  après  J.-G.  Nous  avons  d'ailleurs  une 
précieuse  confirmation  de  cette  fixation  dans  des  observations 
astronomiques  dont  il  me  reste  à  parler. 

o.  Dans  plusieurs  manuscrits  de  Ptolémée  (notamment  dans 
le  n°  2390  de  la  Bibliothèque  Nationale),  la  Syntaxe  est  précédée 
d'un  préambule  à  la  suite  duquel,  sous  la  mention  Toûka  olkq  toïï 
àvxiypa^ou  tou  otAoaocpou  lypad/a  (2),  vient  une  série  de  sept  observa- 
tions d'appulses  et  de  conjonctions  de  planètes,  faites  à  des  dates 
qui  répondent  aux  années  suivantes  :  ire,  498;  ^e,  002;  3e,  47^*, 
4e,  5o8;  5e,  6e  et  70,  009. 

('  )  C'est  cet  Isidore  dont  le  regretté  Th. -H.  Martin,  a  voulu,  après  Friedlein,  faire 
le  maître  de  l'auteur  du  Livre  XV"  des  Éléments,  tandis  qu'il  a  vu,  par  suite, 
dans  Damascius,  l'auteur  de  ce  Livre.  Il  a  mis  en  avant  un  argument  singulier; 
l'Isidore  du  Livre  XV  est  appelé  grand  par  son  élève;  Damascius  appelle  aussi 
sou  maître  le  grand  Isidore.  Ce  nom  de  grand  n'aurait  été  donné  dans  toute 
l'antiquité  qu'à  un  autre  philosophe,  à  Parménide,  par  Platon.  Cette  assertion  est 
singulière;  il  suffit  de  consulter  les  index  des  Ouvrages  de  cette  époque  pour 
reconnaître  que  l'épithètc  de  grand  y  est  presque  banale;  si  Proclus  est  plutôt 
divin  (Osïo;)»  Marinus,  Simplicius,  Olympiodorc  disent  le  grand  Plotin,  le  grand 
Syrianus,  le  grand  Ammonius,  etc.  Au  reste,  Isidore  n'était  nullement  mathéma- 
ticien; j'ai  discuté  la  question  ailleurs  {Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  de 
Bordeaux,  1881),  et  M.  Heiberg  a  conclu  également  de  son  côté  que  le  Livre  XV 
des  Éléments  est  d'un  élève  d'Isidore  de  Milet. 

(-)  «  J'ai  copié  ceci  sur  l'exemplaire  du  Philosophe  ».  Ce  philosophe  est  évi- 
demmenl  Héliodore. 
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La  première  commence  par  ces  mots  «  iTSov  'Hkitfapoi  h  /'j'ai  vu, 
moi  Héliodore);  la  première  personne  esl  encore  emploi  ée  ponr  le 
récit  <le  la  seconde  et  «I»'  la  cinquième  observation;  et  dans  la 
seconde,  Héliodore  dit  qu'il  l'a  faite  avec  le  concours  de  i  son 
frère  très  chéri  ».  La  troisième,  qui  rompt  l'ordre  chronologique, 
est  mentionnée  connue  faite  à  Athènes,  el  porte  la  mention  spé- 
ciale <(  tou  Oetou  TYjprjtnç,  observation  du  divin  ». 

Bouilleau,  qui,  le  premier,  a  mentionné  ces  observations  dans 
son  Astronomia philolaica,  a  pris  Octou  pour  un  nom  propre,  d'où 
il  suit  que,  dans  l'histoire  de  l'Astronomie,  les  sept  soni  attribut 
à  un  certain  Thius  et  regardées  comme  ayant  été  faites  à    \i  Innés. 

Fabricius  a  soupçonné  déjà  que  6stou  n'était  que  l'épilhète  donnée 
à  un  philosophe  de  ce  temps;  s'il  n'avait  pas  été  trompé  sur  la 
question  de  dates  par  la  façon  dont  Bouilleau  a  présenté  les  choses, 
il  aurait  certainement  reconnu,  dans  le  «  divin  »  vivant  à  Athènes 
en  475,  le  philosophe  Proclus.  Il  est  clair  d'ailleurs  que  la  troi- 
sième observation  seule  (')  appartient  a  ce  dernier,  Héliodore 
l'ayant  notée,  à  un  moment  où  il  en  a  eu  une  connaissance  exacte, 
au  milieu  des  observations  de  même  nature  faites  à  Alexandrie 
par  lui,  par  son  frère  et  peut-être  par  leurs  élèves. 

Il  est  singulier  que  Bouilleau,  qui  a  utilisé  les  observations  dont 
il  s'agit,  n'ait  pas  soupçonné  son  erreur,  quand  il  a  reconnu  que 
la  cinquième  (occultation  d'Aldébaran  par  la  Lune)  ne  pouvait 
avoir  été  faite  à  la  longitude  d'Athènes  à  l'heure  indiquée.  En 
tout  cas,  les  six  de  4gS  à  009  doivent  être  rapportées  à  la  longitude 
d'Alexandrie,  et  il  pourrait  être  intéressant  dès  lors  de  reprendre 
leur  discussion. 

Ainsi,  nous  avons  en  002  la  date  d'une  observation  à  laquelle 
Ammonius  (-)  a  pris  part;  mais  il  est  clair  aussi  qu'en  voyant 
clore  en  009  une  série  d'observations  de  même  nature,  comme 
celles  dont  il  s'agit,  nous  sommes  naturellement  portés  à  adopter 
une  date  voisine  pour  celle  delà  lin  de  la  carrière   du  plus  jeune 


(')  Si  Halma,  qui  a  publié  le  texte,  d'une  façon  ;i-sc/.  incorrecte  au  voie  dans 
sa  Chronologie  de  P toi é niée  (W  Partie,  p.  10-ia),  a  lu  TYipVjffSi;  et  par  suite; 
attribué  au  prétendu  Thius  les  cinq  dernières  observations,  le  manuscrit  be  per- 
met aucun  cloute  sur  la  véritable  leçon  que  Bouilleau  avait  au  reste  donnée. 

(2)  Simplicius  témoigne  avoir  assisté  à  des  observations  astronomiques  d'Am- 
nionius  relatives  à  la  prëcession  des  équinoxes. 
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frère,  Héliodore,  et  par  suite  aussi  de  l'aîné,  alors  que  nous  obte- 
nons ainsi  une  parfaite  concordance  avec  tous  les  autres  rensei- 
gnements historiques  que  nous  possédons. 

6.  Je  vais  maintenant  essayer  de  prouver  que  la  naissance  d'Eu- 
tocius  ne  doit  pas  être  sensiblement  écartée  de  4$o,  par  cette 
raison  que  la  rédaction  des  Commentaires  dédiés  à  Ammonius  doit 
être  rapportée  aux  dernières  années  de  la  vie  de  ce  philosophe, 
ou  aux  premières  années  du  vie  siècle. 

Ammonius,  pour  l'époque,  écrivit  relativement  peu;  mais  il  eut 
des  élèves  qui  publièrent  ses  leçons,  et  cela  en  partie  de  son 
vivant  même.  Tels  nous  apparaissent  la  plupart  des  Ouvrages 
laissés  par  Asclépius  de  Tralles,  un  concitoyen  d'Anthémius,  et 
surtout  par  Jean  Philopon. 

Jean  d'Alexandrie,  qui  prenait  le  surnom  de  «  grammairien  », 
mais  que  la  postérité  connaît  sous  celui  de  Philopon  (laborieux), 
ne  doit  pas  être  confondu,  comme  on  l'a  souvent  fait,  avec  un 
Jean  Philopon  dont  parle  Photius,  et  qui  fut  auteur  d'écrits  théo- 
logiques et  condamné  comme  hérétique  dès  5^8.  Quoique  ce 
dernier  écrivît  encore  après  6io,  il  est  douteux  qu'il  ait  pu  assister 
à  la  prise  d'Alexandrie  par  les  Arabes  en  64 i,  comme  le  veut 
l'inadmissible  légende  sur  la  destruction  de  la  bibliothèque  de 
cette  ville  par  les  conquérants. 

En  tous  cas,  le  disciple  d'Ammonius  vivait  un  siècle  plus  tôt; 
son  commentaire  sur  la  Physique  d'Aristote  est  de  017;  son  Traité 
Contre  les  arguments  de  Proclus  en  faveur  de  V éternité  du 
monde  est  un  peu  postérieur  à  020,;  c'est  à  peu  près  sa  seule 
œuvre  personnelle  et,  en  tout  cas,  une  de  ses  dernières;  elle  lui  fut 
inspirée  par  ses  croyances  religieuses,  car  il  était  chrétien,  el 
souleva  une  vive  polémique  de  la  part  de  Simplicius  qui,  quoi- 
que ancien  élève  d'Ammonius,  déclare  ne  pas  connaître  personnel- 
lement Jean  le  Grammairien.  Il  est  donc  probable  que  ce  dernier 
était  sensiblement  plus  âgé  que  lui. 

Or,  dans  son  commentaire  sur  les  Seconds  Analytiques  d'Aris- 
tote (p.  24),  Jean  Philopon  raconte  la  légende  relative  au  pro- 
blème de  Délos;  il  attribue  à  Platon  d'avoir  ramené  ce  problème  à 
l'invention  de  deux  moyennes  proportionnelles,  et  dit  que  les 
géomètres  contemporains  et  amis  de  Platon  trouvèrent  différentes 
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solutions,  mais  qu'elles  sont  toutes  perdues*  Kniin  il  en  donne 
une  sous  le  nom  d'Apollonius  <lc  Perge,  qu'il  emprunte,  dît-il,  .1 
un  nommé  Parménion  ('). 

On  sait  qu'Eutocius  ;>  publié,  dans  son  Commentaire  sur  Le 
second  Livre  De  la  sphère  et  du  cylindre^  des  solutions  ;i lli  i  — 
buées  cnlre  autres  à  Platon,  à  Axchytag  et  à  Ménechme,  ott'il 
déclare  avoir  trouvé  également  celle  d'Eudoxe.  Il  esl  <lonc  clair, 
d'une  part,  que  le  commentaire  précité  de  Jean  Philo  pou  est  ;mh'- 
rieur  à  celui  d'Eutocius;  d'un  autre  côté,  qu'au  moment  où  «(ri- 
vait le  premier,  X Histoire  géométrique  d'Eudème,  d'où  provient 
au  moins  la  solution  d'Archvlas  (-  ),  était  regardée  comme  introu- 
vable, soit  à  Alexandrie,  soit  à  Athènes  (3). 

La  première  de  ces  conclusions  suffit  pour  ma  dernière  conjec- 
ture relative  à  la  date  de  la  naissance  d'Eutocius  ;  je  vais  considérer 
d'un  peu  plus  près  la  seconde. 

7.  Il  convient  de  remarquer  qu'en  tout  cas  le  Parménion  de 
Philopon  n'a  pas  été  utilisé  par  Eutocius.  On  sait  que  ce  dernier 
donne  trois  solutions  du  problème  de  Délos  qui  sont  très  voisines, 
sous  les  noms  d'Apollonius,  d'Héron  et  de  Philon  de  Bvzance. 

L'intersection  du  cercle  x2  4-JK2  =  clx  -H  by,  et  de  l'hyperbole 
ûçy  =  ab,  donne  les  moyennes  proportionnelles 

x  =  \/ab'2,    y  =  \/a-b. 

Ce  doit  être  là  le  résultat  analytique  obtenu  par  Apollonius,  si 
l'on  s'en  rapporte  à  Pappus  ;  maintenant,  pour  éviter  la  construction 
de  l'hyperbole,   on  peut  se  servir  d'une  de   ses  propriétés  bien 


(')  On  ne  connaît  guère  sous  ce  nom  qu'un  obscur  grammairien,  et  l'inventeur 
d'un  cadran  solaire  dont  parle  Vitruve. 

(2)  Celles  d'Eudoxe  et  de  Ménechme  devaient  venir  de  la  même  source,  mais 
d'une  seconde  main;  car  la  première  était  trop  défigurée  pour  qu'Eutocius  en 
tirât  parti;  dans  les  deux  de  Ménechme,  on  a  au  moins  introduit  la  terminologie 
d'Apollonius;  quant  à  la  solution  de  Platon,  elle  est  apocryphe. 

(3)  Si  Proclus  avait  eu  entre  les  mains  Y  Histoire  d'Eudème,  opinion  que  j'ai 
déjà  plusieurs  fois  combattue,  il  est  invraisemblable  qu'Ammonius  n'en  ait  pas 
eu  connaissance,  et  le  commentaire  de  Pbilopon,  ce  sont  les  leçons  d'Ammonius. 
Il  est  à  noter  que  la  légende  de  Délos  se  retrouve  dans  les  mêmes  termes,  sauf 
précisément  la  fin,  dans  le  commentaire  inédil  d'Asclépius  sur  l'Arithmétique 
de  Nicomaque. 
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connues  et  l'aire  mouvoir  une  règle  passant  par  le  point 

(x=  a,  y—  b), 

commun  au  cercle  et  à  l'hyperbole,  jusqu'à  ce  que  les  segments 
de  cette  règle  interceptés  de  part  et  d'autre  entre  le  cercle  et  les 
axes  coordonnés  soient  égaux  :  c'est  la  solution  de  Philon  et 
d'Apollonius  d'après  Parménion  ;  on  peut  aussi  faire  mouvoir  la 
règle  jusqu'à  ce  que  ses  intersections  avec  les  axes  soient  à  égale 
distance  du  centre  du  cercle  :  c'est  la  solution  de  Héron  et  d'Apol- 
lonius d'après  Eutocius. 

8.  Le  commentateur  d'Archimède  avait  fait  une  véritable  décou- 
verte, ce  qui  est  bien  d'accord  avec  la  façon  dont  il  en  parle, 
quoique,  dans  les  termes  obscurs  qu'il  emploie,  on  sente  comme  un 
secret  désir  de  conserver  pour  lui  cette  mine  précieuse  où  devaient 
se  trouver  d'autres  renseignements  historiques,  et  notamment  au 
moins  d'importants  fragments  d'Eudème.  Mais  il  est  clair  aussi 
que  cette  découverte  dut  exciter  une  vive  curiosité  dans  le  milieu 
où  vivait  Eutocius,  et  qu'il  lui  fut  bien  difficile  de  ne  pas  la  satis- 
faire en  communiquant  le  ou  les  manuscrits  qu'il  avait  trouvés. 
C'est  à  cela  sans  doute  qu'il  fait  allusion  au  début  de  son  Com- 
mentaire sur  la  Mesure  du  cercle;  il  n'a  pas  à  parler  pour  le 
cercle  de  ceux  qui  jugeront  son  œuvre,  de  la  quadrature  d'Hippo- 
crate;  ceux  auxquels  il  s'adresse  ont  pu  examiner  V Histoire  géo- 
métrique d'Eudème  et  ont  eu  communication  du  Rucher  aristo- 
télique. 

C'est  ainsi  qu'il  désigne  les  textes  qu'il  a  découverts,  et  si  la 
conclusion  que  nous  avons  tirée  du  langage  de  Philopon  est 
exacte,  on  ne  peut  guère  douter  que  ces  textes  ne  comprissent  le 
fragment  d'Eudème  sur  la  quadrature  des  lunules;  Simplicius, 
qui  peut-être  se  trouvait  à  Alexandrie  à  cette  époque,  a  pu  se  le 
procurer  ainsi,  pour  le  reproduire  plus  tard  dans  ses  commentaires 
sur  Aristote. 

Mais  est-il  possible  de  croire  qu'Eutocius  ait  retrouvé  en  son 
entier  Y  Histoire  d'Eudème?  En  aucune  façon  ;  autrement,  au  début 
de  son  commentaire  sur  Apollonius,  il  n'eût  pas  manqué  sans 
doute  d'invoquer  son  autorité  relative  aux  travaux  sur  les  coniques 
antérieurs  à  Archimède;   au  contraire,  il  n'a  sur  ces  travaux  que 
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de  vagues  Dotions  tirées  de  L'étude  des  écrits  d'Archimède  lui- 
même  ou  des  renseignements  emprunt*'-,  à  GeminUfl  (l    . 

Eutocius  ne  parait  en  somme  avoir  possédé  <l<-  fragments  d'Eu- 
dème  que  sur  La  duplication  du  cube  et  I;j  quadrature  du  cercle, 
et  ces  fragments  semblent  s'être  trouvés,  avec  des  extraits  d'autres 
auteurs  sur  le  même  sujet,  dans  une  complication  qu'il  appelle  le 
«  Rucher  aristotélique  »  ou  simplement  le  «  Rucher  ■■  (x^'pta  ».  J'ai 
émis  ailleurs  (2)  sur  la  nature  de  ce  recueil  el  sur  son  auteur  (un 
Sporos  de  Nicée,  qui  aurait  vécu  un  peu  avant  Pappus?)  des  con- 
jectures que  M.  Ueiberg  a  trouvées  insuffisamment  fondées;  et  je 
ne  puis  moins  faire  que  de  reconnaître  qu'elles  reposent  sur  des 
hypothèses  trop  multipliées  pour  pouvoir  entraîner  un  assentiment 
unanime;  en  tout  cas,  je  considérais  alors  le  recueil  en  question 
comme  bien  connu  à  Alexandrie  avant  Eutocius,  et  non  pas 
comme  retrouvé  par  lui;  la  question  change  ainsi  de  face  et  il 
me  semble  que  mes  conjectures  en  deviennent  quelque  peu  plus 
plausibles. 

9.  Je  terminerai  cette  étude  par  quelques  remarques  relatives 
au  commentaire  d'Eutocius  sur  les  Coniques  d'Apollonius. 

On  ne  sait  guère  jusqu'à  quel  point,  dans  ses  travaux  sur 
Archimède,  Eutocius  a  pu  être  aidé  par  des  commentaires  anté- 
rieurs; il  déclare  lui-même  qu'il  n'a  rien  trouvé  avant  quelque 
valeur,  et  l'on  n'a  d'ailleurs  de  traces  que  d'un  commentaire  de 
Théodose  de  Tripoli  sur  l'Icpo'oiov  (3)  d'Archimède,  sans  qu'on 
puisse  savoir  ce  que  c'était  que  cet  Icdo'oW,  un  Traité  particulier  ou 
une  méthode  considérée  comme  digne  d'être  étudiée  à  part. 

Mais,  pour  Apollonius,  il  existait  des  commentaires  de  Serenus 
et  d'Hypatia  qu'Eutocius  a  dû  utiliser;  il  est  digne  de  remarque 
que  ces  commentaires  ne  devaient  porter  que  sur  les  deux  pre- 
miers Livres;  Eutocius  déclare  expressément  sur  le  troisième  qu'il 
n'a  pas  trouvé  de  scolies  de  quelque  valeur  d'auteurs  précédent^  ; 


(  '  )  Je  laisse  de  côté  la  Vie  d'Archimède  par  Héraclide  ou  Héracleîos  (  Heraclite?), 
que  d'ailleurs  Eutocius  ne  cite  peut  être  que  de  seconde  main;  ma is  je  remarque 
qu'à  la  façon  dont  cet  auteur  parle  des  coniques  et  d'Apollonius  il  me  paraît  dif- 
ficile d'admettre,  comme  on  l'a  fait,  que  ce  soit  l'Héraclide  qui  servait  d'intermé- 
diaire entre  Archimède  et  Dosithée. 

(-)  Annales  de  la  Faculté  des  Lettres  dé  Bordeaux  (t.  IV,  p.  70-766!  3:17-361). 

(  ')   Proprement.  Provision  fie  route. 
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quant  au  quatrième,  il  ne  l'a  pas  en  réalité  eominenté;  il  s'est 
borné  à  reproduire  quelques  variantes  des  démonstrations  qu'il 
adoptait. 

Il  suit  de  là  qu'il  n'a  pas  utilisé  les  lemmes  sur  les  Coniques,  que 
donne  Pappus  dans  son  Livre  VII,  lemmes  qui  sont  de  fait  les 
matériaux  d'un  commentaire.  Eutocius  devait  cependant  avoir 
ce  Livre  à  sa  disposition,  mais  il  est  certain  qu'il  ne  l'a  pas  étudié. 

Le  fait  est  clair  si  l'on  examine  ce  qu'il  dit  sur  les  lieux  au 
début  du  commentaire  sur  le  Livre  I.  Au  lieu  de  recourir  à  Pappus, 
qui  l'aurait  si  sûrement  guidé,  il  commence,  voulant  définir  les 
lieux,  par  donner  une  définition  qui  est  celle  du  lieu  plan  en  gé- 
néral. Puis  il  ajoute  : 

«  Les  lieux  dits  solides  sont  ainsi  appelés  parce  que  les  lignes 
au  moyen  desquelles  on  construit  les  problèmes  qui  les  concernent 
sont  engendrées  par  la  section  de  solides,  comme  les  sections  du 
cône  et  beaucoup  d'autres.  Il  y  a  aussi  d'autres  lieux  dits  en  sur- 
face, ainsi  appelés  en  raison  de  leur  propriété  spéciale.  » 

Sur  le  second  point,  il  montre  seulement  son  ignorance;  mais 
sur  le  premier  il  se  met  en  opposition  complète  avec  la  tradition, 
en  étendant  au  delà  des  coniques  la  classe  des  lieux  solides,  et  il 
ne  paraît  pas  comprendre  pourquoi  on  les  appelle  lieux. 

J'arrive  à  un  passage  obscur  qui  a  appelé  l'attention  de  M.  Hei- 
berg  et  qui  soulève  de  graves  difficultés. 

Dans  la  lettre  au  début  du  Livre  III,  Apollonius  s'exprime  ainsi  : 

«  Le  Livre  III  renferme  nombre  de  théorèmes  singuliers 
utiles  pour  les  synthèses  des  lieux  solides  et  pour  les  limitations 
(des  conditions  de  possibilité  des  problèmes);  la  plupart  et  les 
plus  beaux  sont  nouveaux  (');  je  les  ai  imaginés  en  me  rendant 
compte  qu'Euclide  n'avait  pas  en  fait  effectué  la  synthèse  du  lieu 
à  trois  et  quatre  lignes,  mais  seulement  pour  une  partie  arbitraire- 
ment choisie,  et  encore  assez  malheureusement;  c'est  qu'il  n'est 
pas  possible  de  faire  la  synthèse  complète  sans  ce  que  j'ai  trouvé.  » 

Pappus  (Livre  VII)  commente  assez  longuement  ce  passage  et 
explique  très  nettement  ce  qu'est  le  lieu  à  trois  ou  quatre  lignes, 
c'est-à-dire  le  lieu  des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances 


(')  (ov  Ta  7c)xîoTa  xat  xàXXiaxa  \Ivcl  à  xai,  etc.   Leçon  des  manuscrits  de   la   Bi- 
bliothèque nationale  de  Taris,  nos  2357  et  2358. 
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à  deux  droites  données  soit  égal  au  carré  de  leur  distance  à  une 
troisième  ou  au  produit  de  Leurs  distances  à  deux  autres  droites 
données. 

Voici  maintenant  le  passage  obscur  d'Eutocius.,  d'après  les  ma- 
nuscrits de  Paris  : 

MétAcpsTat  os  f;^ç  Toi  EuxXeiSy]  [où/  £>{  oiETat  Ha— — o;  xa'i  rrepot  Tiveç]  8ia  to 
y.y]  e&ûTjxévat  ooo  usaotç  àvà'/.oyov  S  te  yàp  ECxXei$1){  î/veîtoi;  E&pev  ~r,v  fiiav  usV^v 
àvoéXoyov,  àXÀ'  où/  w;  gcutoç  (pyjaiv,  où/  eÙtu/wç,  xai  (om.  Hallcv  |  icepî  twv 
ôuo  (jisffcov  oùos  ô'Xojç  £7rr/cipr,7Ev  (iirt'/etpetTai  Halley)  ÇrjTTÎaat  iv  t5j  ffToi/eiwaet* 
aùxoç  o  te  'AiroXXamoç  oùoiv  icept  xwv  ouo  ffyju.etajv  (lisez  (Xcoxav  avec  Halley) 
àvaXoyov  cpaiVEtai  Çrir/jcai  iv  tw  rpixcj)  fiiêÀit»),  àÀÀ'  to;  à'otxev  (é\  Hall» 
Érspu)  BiêXioi  Trepi  to'ttwv  y£ypauu.£vtp  tw  EuxXeiot]  liriaxiyirrEi  (  £-'.t/.(.'jztï'. 
Halley),  oirep  sïç  r^aç  où  cpspETCti. 

Je  vais  essayer  de  traduire  ce  passage,  en  maintenant  les  ambi- 
guïtés du  texte. 

«  S'il  blâme  ensuite  Euclide  (ce  n'est  pas  comme  le  pensent 
Pappus  et  quelques  autres)  pour  n'avoir  pas  trouvé  deux  moyennes 
proportionnelles,  en  fait  Euclide  a  trouvé  la  simple  moyenne  pro- 
portionnelle d'une  façon  irréprochable  et  non  pas,  comme  le  dit 
Apollonius,  assez  malheureusement;  quant  aux  deux  movennes, 
il  na  nullement  abordé  leur  recherche  dans  les  Eléments  ;  Apol- 
lonius lui-même  ne  paraît  avoir  rien  recherché  sur  les  deux 
moyennes  proportionnelles  dans  le  troisième  Livre,  mais  c'est 
(dans  Halley)  un  autre  Livre  écrit  Sur  les  Lieux  pour  lequel  il 
vise  Euclide;  ce  Livre  n'est  pas  parvenu  jusqu'à  nous.  » 

Dans  l'interprétation  de  M.  Heiberg,  interprétation  qui  serre 
incontestablement  le  texte  aussi  bien  que  possible,  il  faut  admettre 
que  Pappus  aurait  dit  quelque  part,  par  exemple  dans  son  com- 
mentaire sur  Euclide,  qu'Apollonius  aurait  blâmé  le  maître  pour 
n'avoir  pas  résolu  le  problème  des  deux  movennes  proportionnelles; 
Eutocius  contredirait  Pappus  et  ferait  justement  remarquer 
qu'Apollonius  s'en  prenait  aux  Livres  d'Euclide  Sur  les  Lieux 
eu  surface,  Ouvrage  perdu  au  vi(;  siècle. 

Cette  ingénieuse  explication  est  loin  de  lever  toutes  les  diffi- 
cultés; s'il  est  clair  qu'Eutocius  ne  connaît  rien  de  ce  cpie  dit 
Pappus  dans  son  Livre  VII,  le  reste  est  absolument  obscur;  car, 
si   Pappus  avait  dtl  ailleurs  ce  que  semble    lui  attribuer  Eutocius, 
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ou  bien  il  s'était  grossièrement  mépris  sur  ce  que  signifie  «  le  lieu 
à  trois  ou  quatre  lignes  »,  ou  bien  il  avait  en  vue  un  autre  passage 
d'Apollonius.  Dans  ce  second  cas,  Eutocius  se  serait  lui-même 
mépris  sur  le  rapprochement  fait  par  Pappus;  dans  les  deux  il  a 
ignoré  le  sens  du  terme  «  lieu  à  trois  ou  quatre  lignes  »,  car  il 
n'avait,  pour  réfuter  Pappus,  qu'à  expliquer  le  sens  de  ce  terme. 

Ignorant  le  sens  du  terme  technique,  il  a  pu  prendre  «  les  trois 
ou  quatre  lignes  »  pour  trois  ou  quatre  longueurs  en  proportions 
géométriques  et  commettre  une  erreur  dont  Pappus  était  inca- 
pable; dans  ces  conditions,  le  plus  simple  me  paraît  être  de  re- 
garder les  mots  relatifs  à  Pappus  et  que  j'ai  mis  entre  parenthèses, 
comme  une  ancienne  remarque  marginale  (d'Anthémius,  si  l'on 
veut?),  notant  que  l'opinion  d'Eutocius  diffère  de  celle  de  Pappus: 
cette  remarque  marginale  aura  passé  plus  tard  dans  le  texte  et 
l'aura  rendu  incompréhensible. 

Dans  cette  hypothèse,  tout  devient  clair  jusqu'à  la  fin;  ici  les 
difficultés  recommencent;  on  serait  bien  tenté  de  supprimer  les 
mots  tw  Kùx^stôv)  e7u<7X7]7:tei  (pour  lequel  il  vise  Euclide),  qui  dé- 
truisent un  sens  très  naturel,  surtout  si  la  leçon  lv  (dans)  de 
Halley  est  bonne;  alors  le  Livre  perdu  serait  d'Apollonius,  et  ce 
serait  dans  ce  Livre  qu'il  aurait  résolu  le  problème  des  deux 
moyennes  proportionnelles. 

Mais  cette  nouvelle  suppression  serait  cette  fois  sans  motif  sé- 
rieux; le  ev  de  Halley  semble  bien  une  dittographie;  d'ailleurs 
Eutocius,  qui  a  publié  une  solution  du  problème  des  deuxmovennes 
proportionnelles  par  Apollonius,  peut  se  contenter  de  remarquer 
que  le  géomètre  de  Perge  ne  touche  pas  ce  problème  dans  son 
troisième  Livre.  Le  Livre  qu'il  considère  comme  perdu  est  bien 
un  Livre  d'Euclide,  mais  c'est  un  Livre  imaginaire,  où  Eutocius 
suppose  que  le  maître  aurait  traité  «  assez  malheureusement  », 
suivant  les  expressions  d'Apollonius,  une  partie  seulement  de  la 
question  des  deux  moyennes.  Il  ne  s'agit  pas  en  particulier  des 
Livres  Su/'  les  lieux  à  la  surface,  quoiqu'il  soit  bien  probable, 
comme  le  remarque  M.  Heiberg,  qu'ils  fussent  perdus  au  temps 
d'Eutocius. 

Le  savant  philologue  a  reconnu  depuis  au  reste  que  ce  ne  peut 
être  à  ce  dernier  traité  d'Euclide  que  font  allusion  Apollonius  et 
Pappus  :   il  s'agit  pour  eux  probablement  des  Coniques  d'Euclide, 
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rédigé  par  lui  en  liaison  avec  les  Lieux  solides  d'Aristée,  mais 
que  Pappus  ne  semble  plus  connaître  que  par  tradition. 

Je  termine  en  mentionnanl  l<-  litre  que  portent,  dans  1rs  manu- 
scrits de  Paris,  les  commentaires  d'Eulocius  sur  Vxchimède,  titre 

omis  par  Halley  :  Eôtoxtou  'AoxaÀfrjvfcou  &!c  to  a  (&,  y  ou  IJ  twv  'AwoXXomou 

xo)vtxo)v  Tyjç  xat'  ocutov  £x8o'<j£0)ç  &7tO(£V7)ua. 

a  D'Eutocius  d'Ascalon,  sur  le  i"  ( :>:\  '.Y'  ou  4°)  ('(:>  Coniques 
(V  \pollonius  de  son  édition,  commentaire,  o 

On  peut  remarquer  la  différence  avec  la  formule  finale  des  pre- 
miers commentaires  sur  Archimède. 


QUESTIONS    HÉRONIENNES; 
Pab  M.  Paol  TANNERY. 


I. 

Je  crois  avoir  établi,  dans  un  de  mes  précédents  essais  ('),  que 
la  restitution  du  mode  d'extraction  des  racines  carrées  incommen- 
surables dans  l'école  héronienne  est  intimement  liée  au  système 
de  représentation  des  fractions  par  une  suite  de  quantièmes, 
c'est-à-dire  de  fractions  ayant  pour  numérateur  l'unité,  et,  pour 
dénominateurs,  des  nombres  allant  en  croissant.  Je  me  propose 
aujourd'hui  de  réunir  quelques  observations  sur  l'histoire  de  ce 
système,  en  remontant  à  son  origine,  c'est-à-dire  en  commençant 
par  l'étudier  dans  le  papyrus  égyptien,  traduit  et  commenté  par 
August  Eisenlohr  (Leipzig,  1877  ). 

A  la  vérité,  les  questions  que  soulève  l'emploi  de  ce  système 
chez  les  Égyptiens  ont  été  à  peu  près  épuisées,  soit  par  M.  Canto'r, 
dans  l'exposition  qu'il  en  a  faite  au  premier  Chapitre  de  ses  J  or- 
lesungeii  (-),  soit  par  F.  Hultsch,  dans  la  recension  qu'il  a  faite 
de  cet  Ouvrage.  Mais,  si  je  dois  me  borner  à  très  peu  pics  à  répé- 


(')  L'Arithmétique  des  Grecs  dans   Héron  d'Alexandrie,  pages   1,61-19^  du 

t.  IV  (2°  série)  des  Me/noires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux. 
C1)  Vorlesungen   iiber  Geschichte  der    Mathematik,  Leipzig,   1880,   p.    m    <>i 

suivantes. 

Bull,  des  Sciences  ma/hem..  >    série,  t.  VIII.  (Novembre  188^.) 


33o  PKËM1ËKË   PAHT1E. 

ter  ce  qui  a  déjà  été  dit  par  ces  deux  illustres  savants,  je  crois  in- 
dispensable de  le  faire  pour  bien  établir  le  terme  de  comparaison 
avec  les  suites  de  quantièmes  dans  l'Ecole  héronienne. 

Le  svstème  dont  il  s'agit  est  constamment  suivi  dans  tout  le  pa- 
pyrus d'Eisenlohr,  ou  du  moins  il  ne  souffre  que  deux  exceptions. 

L'une  se  rapporte  à  l'emploi  de  mesures  concrètes,  subdivi- 
sions de  mesures  plus  grandes.  Ainsi  le  besclia,  unité  de  mesure 
pour  les  grains  et  les  liquides,  se  partageait  en  demi,  quart,  hui- 
tième, et  l'on  rencontre  des  signes  particuliers  pour  en  représen- 


3 


K       n 


ter  les  fractions  -,  -•>  -•>  -• 
4000 

O  .     •  •  • 

L'autre  exception  concerne  la  fraction  ->  qui  jouissait  du  privi- 
lège singulier  d'être  considérée  comme  un  quantième,  privilège 
que,  plus  tard,  les  Grecs  lui  ont  conservé. 

O  T  T 

Il  est  à  noter,  toutefois,  que  l'équivalence  -  =  -  4-  -    est  bien 

11  02b 

connue  et  expressément  notée  dans  les  règles  de  calcul  qui  sont 
réunies  sous  le  n°  61  du  papyrus. 

«  Prendre  les  -  d'une  fraction.  Si  l'on  te  demande  :  quels  sont 

les  -  de  -  ■>  prends  sa  moitié  et  son  sixième,  cela  fera  ses  -  •  Fais  de 
même  pour  toute  fraction  qui  se  présente.  » 

Cette  règle  est  appliquée  dans  toute  sa  rigueur,   sinon  à->  au 

,Ii-.  i2il  t  1 

moins  a  -•  Ainsi  pour  les  -  de  ,-j  on  donne  non  pas  -»  mais 
6  L  5        G  9 

1  1 

-  4-  .77  • 

Après  le    titre,  le  papyrus  commence  immédiatement  par  une 

Table    qui   donne   le   développement  en  quantièmes    de   -   pour 

toutes  les  valeurs  impaires  de  p  allant  de  5  à  99.  L'usage  de  cette 
Table  suppose  naturellement  que,  pour  les  fractions  de  numéra- 
teur supérieur  à  2,  on  procédait  par  opérations  successives  qu'il 
est  facile  d'imaginer. 

Mais,  si  l'on  se  propose  d'étudier  suivant  quels  principes  ont 
été  obtenus  les  développements  de  cette  Table,  il  convient  de 
distinguer,  d'une  part,  le  cas  où  p  est  premier,  de  Tau  lie,  relui 
où  il  est  composé. 
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I3i 


Pour  le  premier  <:;is,  il  <^i  avantageux  d'employer  le  mode  de 
représentation  de  F.  Eîultsch,  qui  indique  commenl  ^>ni  compo- 
sés les  différents  dénominateurs  : 


P  =    3) * 

■>.  >.f> 

-     n\      1      1 

~   7)    44?' 

G  6/> 
=  l3)     8  4?  8?' 

'  '      I  2  3/?   4/> 

=  iq) 7-7—» 

v       12   4/?   6/; 

l'i    I2J5 
I         I         I         I 
9'      24   2/>   6jD    8/? 

=  3i)    —  7—  F-' 
10  /\p  bp 


=  37) 


24  3/>  8/> 


.  v    J_  _L  _L 

=  4   ;     2i  6/)  8/?' 


I      1      1      1 

p  =  4  J  ) = , 

-*7>    ;{»  v  777^' 


=  53  ) 


1       1 


3o  6j0   1  5/î 


"J9;     36   i/,  9/> 
=  6')     77    77 


4<>  4/^  */'  m/? 
«_ n    JL  _L  _L 

'  }     40  5/i  8/>  ' 


\      '      l 
=  70     77  ^ 


1 


=  73) 


4o  8/>    10  /> 

1       1       1       1 
60  3p  \p  bp 


iii        1 
=  79)     60  3jô  ïp  Top9 

=  83)    Ilil, 
60  4  P  5/>  6p  ' 

=  80)    -1  -L  -L  _L_ , 

60   4/J  G  y?    iojD 

_       x     J_   J_   J_ 
~9/)     56  7jp  8/>" 


Si  l'on  se  propose,  en  thèse  générale,  de  décomposer  -  endeuv 

quantièmes,  dans  le  cas  où  p  est  impair,  une  seule   solution  est 

possible, 

21  1 

p  ~~/>-h  1       />-+-  1 


La  Table  ci-dessus  montre  que  ce  mode  de  décomposition  n'est 

employé  que  pour  les  valeurs  de  - suivantes  :    2,   3,   f,  6,    12, 

c'est-à-dire  pour  les  facteurs  de  12, 

Toutes  les  décompositions  rentrent  d'ailleurs  dans  la   formule 
générale 


\i 


1  1 

ap       bp 


1 
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où  M  est  le  plus  petit  multiple  commun  des  facteurs  a,  b,  c}  dont 
le  nombre  est  i ,  2  ou  3. 

En  dehors  des  valeurs  de  M  déjà  rencontrées,  on  trouve 

8  =  -  12,     -24  =  2.12,     36  =  3.12, 

puis  20,  3o,  4«,  60  qui  rentrent  de  même  dans  le  système  sexa- 
gésimal ;  enfin  tout  à  fait  isolés  \i  =  6  X  7  et  56  =  7  x  8. 

Le  procédé  général  du  développement  est  donc  facile  à  recon- 
naître; on  devait  choisir  d'abord  parmi  les  nombres  avant  plu- 
sieurs diviseurs  et  principalement  dans  la  série  des  diviseurs  ou 

des  premiers  multiples  de  ,2  (|  étant  compté  comme  entier)   on 

dans  la  série   des  sous-multiples  de  60,   un    nombre  M  compris 

P      1         t  iv>  ,  2  I  2  M  —  p  ^  ,        ^ 

entre  p  et-:  la  dmerence r—  =  — — — £-  se  développait  ensuite 

r         2  p        ai  mp  1  l 

facilement  en  quantièmes,  en  décomposant  2 M — p  en  une 
somme  de  diviseurs  de  M.  Naturellement  M  devait  être  pris  le 
plus  petit  possible,  et,  de  la  sorte,  les  Egyptiens  ont  trouvé  acci- 
dentellement la  division  en  deux  quantièmes  pour  cinq  des  frac- 

tions  -  • 
P 

L'exemple  de  la  décomposition  de  —  > 

2        1  3  2  1  1  1 


i3        8        8.i3        8.i3        8.i3        4 .  i3        8.r3 

montre  nettement  qu'ils  n'ont  pas  eu  la  notion  de  la  règle  géné- 
rale que  j'ai  rappelée  plus  haut  et  qui  leur  eût  donné  la  décompo- 
sition plus  simple 

2         1  1 


1 3        7       7 . 1 3 
La  décomposition 

211  1 

i3        10        2. i3        5.  i3 

leur  eût  d'ailleurs  donné  des  dénominateurs  moins  élevés,  s'ils 
avaient  pris  M  plus  grand,  toujours  en  restant  d'ailleurs  dans  la 
série  des  nombres  qu'ils  semblent  avoir  pu  choisir. 

Que  cette  préoccupation  d'avoir  leurs   derniers  dénominateurs 
le  moins  élevés  possible  les  guidât  dans  Leurs  calculs,  on   le  \<>ii 


' 

i 

'7 

i  a 

2 

i 

19 

12 

MÉLANGES 
d'ailleurs  bien  clairemen!  dans  les  décompositions 

7  4  3 

=   H-  ' » 

i  a .  1 7        iv..  17       1  a .  1 7 

5  3  ■>. 

la.  1  g       1a.  1  9       la.  17 

Il  est  certain,  en  effet,  que  nous  aurions  plutôt,  avec  un  sys- 
tème semblable,  tendance  à  graduer  L'approximation  en  augmen- 
tant le  plus  possible  le  second  quantième.  Nous  décomposerions 
donc  -  en  6  H-  1,  et  5  en  l\  -\-  \ . 

•Vu  point  de  vue  égyptien,  la  décomposition   de  —  offre  donc 

une  particularité  à  signaler.  Si =  m2,  on  a 

•2  1  1  1 


p        m  (m  -h  1)        m/?        (rn-hi)p' 

les  deux  facteurs  de/?  ne  diffèrent  que  d'une  unité.  Cette  décom- 
position se   trouve  effectivement  appliquée  pour  p  =  3i,  et  pour 

Dans  le  premier  cas,  nous  voyons  apparaître  M  =  20,  alors  que 
M  =  24  est  préféré  pour  les  nombres  voisins;  dans  le  second  cas, 
nous  avons  M  =  7.8  en  dehors  de  la  série  sexagésimale;  mais,  au 

contraire,  la  décomposition  analogue  —  =  - — u  7 i n'est 

*  &       71       42       6.71       7.71 

pas  donnée,  quoique  42  soit  choisi  pour  M  dans  un  cas  moins  fa- 
vorable. 

A  partir  de  p  =  29,  pour  le  choix  de  M,  il  semble  y  avoir  une 
lutte  entre  les  multiples  de  1 2  et  les  diviseurs  de  60  ;  sauf  l'excep- 
tion signalée  pour  20  (/?  =  3i),  24  l'emporte  d'abord 

21  iq  ia  î  3 

29       a4       24.39       24.29       24.29       24.29 

On  peut  remarquer  que  le  choix  de  18  aurait  donné  une  décom- 
position plus  simple 


I  Vautre  part, 


a          1 

1 

1 

29  ~  "  18 

6 .  ag 

-+■ 

9-29 

2          1 

1 

1 

29       20 

2.29 

20.39 

(  )u  préfère  trois  facteurs  à  deux  pour  avoir  J«'s  dénominateurs 
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plus  simples,  tandis  que 


i  i  i 

+  ^T7  + 


3i        24        3.3i        4.3i        8.3i 

1,1,1  •  21 

aurait  donne  un  développement  moins  avantageux  que  - 

rr  °         n       3i       20 

De  même 

2        _i_    _  8  +  3  _       1  1 

37       24       24.37       3.37       8.37 


contre 


3 


pu 


1S 


contre 


37  20       20.37        10.37  20. 37' 

2         1     _  4  +  3  _       1  1 

41       24       24. 41       °-4I  8.41 

1  10  +  6  +  3  1  1 


41       3o  3o.4i  3.4i       5. 41        10.41' 

au  contraire, 

2         1         10  h-  3  1  1 


47       3o        3o.47        3.47        10.47 
au  lieu  de 


47       24       24.47 
Le  multiple  36  n'apparaît  qu'une  fois 
2         1        9  -+-  4  1 


au  lieu  de 
tandis  que 
au  lieu  de 


5t)       36       36.59       4*^9       9-59 


59       3o       30.59 

2-1-5  1 


53        3o       3o.53       6.53        i5.53 


1  1 


53        36        3.53    '    9. 53        12. 53 
Désormais  il  n'y  a  plus  de  multiple  de  12  avant  60  : 
2         1         10  +  5  +  4  • .      j       2         1  1  1 


>     au  lieu  de     - —  = 


71         i<>  10.71  71        36        36.71 


61        40  fo-^1  61        36         4-6i         18.61 

2i  8  +  5  ...        2  1  1  1 

au  lieu  de — 


67        4°  4° -67  67        36        i2.f:7        18.67 

2         1  5  +  4  , .      1       2         1  1 

au  lieu  de —  = 
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Mais  60  ;i|)j>;ir;iii  ;i\;ini  qu'il  boîi  nécessaire 

r>       1  1         ..       .       a         1 
—         ,  ;m  lieu  <!<•      5  —  —  =  - 

20  [5-1-6  ,  •  ,  '  I  I 

; —  au  lieu  de  —     -  = .  • 

00.79  79      î"      î"-:1 

1  »       1 a       10 


■}. 

1 

73 

60 

a 

1 

79 

60 

II 

a  ci 

ilin 

a 

1 

83 

Go 

a 

1 

8g 

(»«» 

60, 83  f.83  6.83 

r*  - 10  -4  f  1  î 

1  = 1 1 . 

60.8g  [.83        G.S(j        1  5.8g 

En  résumé,  il  semble  bien,  d'après  tous  ces  cas,  que  les  Ëgyp- 
tiens  oui  cherché  à  résoudre  par  tâtonnements  le  problème  d'avoir 
les  dénominateurs  les  plus  petits  possible,  sauf  à  en  augmenter  le 
nombre. 

L  introduction  de  M  =  56*  était  évidemment  avantageuse  à  ce 
point  de  vue  pour  />  =  g-  ;  quant  à  celle  de  M  =  4>-  pour/?  =  4->> 

-y.  r         21  -+-  14  —  G  1  1  1 

ii"T^=         4a~43—      =  2.43  ""  3. /,3      77^3 ' 

il  faut  la  comparer  aux  décompositions 

1  i 


•1 

1 
~a4  : 

3-1-2 

43 

24 

•  43 

a 

43~ 

1 
"  3Ô  = 

i5- 
3o. 

h  '1 
43 

8.43         iG.  Î3 
ou  bien 


'2.43       i5.43 

Ou  ne  peut  évidemment  se  refuser  à  admettre  L'opinion  de 
M.  Cantor,  que  la  Table  que  nous  étudions  n'a  pas  été  faite  d'un 
coup,  suivant  un  dessein  précis  et  des  règles  conçues  d'avance; 
d'autre  part,  la  préférence  pour  les  petits  dénominateurs,  surtout 
mise  en  lumière  par  F.  Hultsch,  est  suffisamment  claire,  quoique 
les  décompositions  correspondantes  n'aient  pus  toujours  été 
atteintes. 

Si  nous  abordons  maintenant  les  fractions  -»  où  a  es!  un  nombre 

a 

composé,  il  est  facile  de  reconnaître  en  premier  lieu  que,  si  .> 

a  1  1  • 

y  entre  comme  facteur,  on  a  toujours  r—  = l-jr-i  suivant   la  dr- 

J  >y        >.'/       i>y 

9.  1  I 

composition 

1  î         1         u 
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On  serait  tenté,  dès  lors,   d'attendre  de  même   toujours  :  pour 

lis  facteurs  de  5  non  multiples  de  3  :  j—  =  - — h— p— »  suivant  la  dé- 

1  bq       ôcj       13  q 

O  I  I 

composition  -  =  -  H — r>  et  pour  les  facteurs  de  7  non  multiples  de 

3  ou  de  5  :  —  = 1 — —  >  suivant  la  décomposition  -  =  -  h — -• 

7q        \q        ivq  r  7        4        28 

Mais  ces   décompositions  ne  se  rencontrent,  avec  5,  que  pour 
g  =  5,  i3,    1  7  ;  avec  7,  que  pour  ^r  =  7,  1  1 . 
Au  contraire, 


2 

=: 

(VG  "*"  66/5 

et 

•2 

-( 

1           1 
12        70 

Il4, 

)    ' 

5. 11 

5.19 

'5 

au  lieu  de 

2            1 

1 

2 

i 

I 

3 

.11         33 

i65 

j. 

'9 

0     -  ' 

qui  donnent  des  dénominateurs  cependant  plus  faibles,  mais 
moins  commodes  pour  les  calculs. 

Les  décompositions  de  —  et  de  —   forment  exception  en    ce 
1  3d  91  r 

qu'elles  ne  peuvent  se  déduire  des  décompositions  de  l'un  des 
facteurs  premiers  des  dénominateurs. 

Elles  correspondent  à  la  formule  —  = 1 >  dont 

P(l     pp-*-y      qP-±_l 

2  2 

l'application  systématique  eut  permis  de  satisfaire,  dans  certains 
cas,  au  desideratum  des  Egyptiens  plus  complètement  que  ne  le 
l'ont  les  développements  de  la  Table. 

Ainsi 

11  121  1 

99       90       110       9'5       60       228 

L'opinion  de  M.  Canlor  se  trouve  ainsi  amplement  confirmée. 

IL 

L'élude  des  nombreux  calculs  que  renferment  les  solutions  des 
divers  problèmes  du  papyrus  mathématique  n'indique  aucune  di- 
vergence par  rapport  aux  règles  de  décomposition  données  dans 
le  premier  Tableau. 

Mais  celte  élude   permet  de  constater  les  graves  inconvénients 


MÉLANGES. 

que   présentait,   en   thèse  générale,    le   système   de    numération 
égyptien  pour  les  fractions. 

Ce  système  ne  conduit,  en  somme,  nullement  à  une  représenta- 
tion définie  pour  chaque  fraction  déterminée;  suivant  la  marche 
des  calculs  qui  conduisent  à  telle  représentation,  elle  affectera  des 
formes  toutes  différentes,  dont  on  ne  pourra  reconnaître  l'identité 
(jiie  par  une  réduction  au  même  dénominateur. 

Pour  en  donner  un  exemple  :  — -■>  conçu  comme  moitié  de  -  -    n 

1        «4  7 

représente    par    la    fraction     simple;    conçu    comme    quart    de 

-  =  -  H — -,  il  se  représentera  par— T  h (n"s  12  et  13).  De  même 

7        i        28  '  r       ib        112  v  ' 

— ■  peut  aussi  se  représenter  par  - — 1 (nos  14-  et  lo),  et  ainsi  de 

28  '  l  ■         32         i%\  v  ' 

suite. 

En  tous  cas,  les  calculs,  qu'il  s'agisse  de  la  multiplication  ou 
de  la  division,  sont  appropriés  au  système  de  numération,  et  l'opé- 
ration qui  revient  à  la  réduction  au  même  dénominateur  n'inter- 
vient jamais  que  là  ou  elle  est  indispensable. 

Dans  les  calculs  de  la  collection  héronienne,  le  système  égyptien 
est,  au  contraire,  à  vrai  dire,  en  pleine  décadence;  sauf  dans  les 
cas  simples,  on  procède  d'ordinaire  pour  les  calculs  à  la  réduction 
des  suites  en  fractions  de  la  forme  moderne,  et  l'on  transforme 
après  coup  le  résultat  en  une  suite  de  quantièmes.  Il  y  a  là  incon- 
testablement un  progrès  considérable  réalisé. 

11  n'en  est  pas  moins  vrai  que  les  inconvénients  du  système 
subsistent  et  que  l'on  rencontre  souvent  des  décompositions  diffé- 
rentes représentant  la  même  fraction. 

Je  vais  analvser,  aussi  rapidement  que  possible,  les  particulari- 
tés qu'offrent  les  calculs  héroniens  pour  la  décomposition  des  frac- 
tions en  quantièmes. 

A.  Le  dénominateur  est  une  puissance  de  2.  —  Les  décom- 
positions, très  fréquentes,  se  font  naturellement  toujours  suivant 
le  principe  de  la  numération  du  système  binaire. 

On  doit  remarquer  la  décomposition  approximative 


"y?-        1 
)  1 2        2 


_H_  (So,   20)(1). 


(')  Les  indications  de  renvoi  se  rapportent  ;'t  l'édition  Heronis  Aiexandrtni 
metricorum  et  stereometricorum  reliquiœ  de  Hultsch,  Berlin,  i86.f<  Los  lettres  dé- 
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Après  la  formation  des  deux  premières  fractions  -■>  ->  il  reste  -'-- 
1  l  28  5l2 

qui  donnerait  régulièrement  — -  h — —  -t-  - —  Au  lieu  de  cette  dé- 
1  °  128        256        5 12 

composition,  le  dénominateur  a  été  divisé  par  le  numérateur  et  Ton 

a  pris  pour  dénominateur  d'un  nouveau  quantième  le  quotient  par 

défaut.  Le  reste  étant  l'unité  (5 12  —  7  x  ;-3 -f- 1),  l'approximation 

est  par  excès  et  l'erreur  est  de  -s— - — 
1  73. 5 12 

Aucune  approximation  analogue  ne  se  rencontre  dans  le  papy- 
rus mathématique  égyptien. 

B.  Le  dénominateur  est  de  3  ou  son  produit  par  une  puis- 
sance de  2.  —  Nous  avons  dit  que  la  fraction  -  était  considérée 
comme  quantième  par  les  Grecs;  toutefois,  nous  la  rencontrons 
exceptionnellement  remplacée  par  -  -+-  -  dans  le  problème  S,,  3~. 

Nous  avons,  dans  cette  même  classe,  les  dénominateurs  6  et  12. 
Pour  le  premier,  il  faut  remarquer  que  l'on  trouve-  =  -  -4-  -  et  non 

5  2  1  . 

r.  =  -  -+-  yr>  ce  qui  nous  indique  le  maintien  du  principe  égyptien, 
d'avoir  les  dénominateurs  les  plus  faibles  possible. 

Au  contraire,  —  =     h et  non  pas  —  =  -  h-     ,  ce  qui  estl'ap- 

plication  du  principe  inverse. 

Pour  —  et  —  •>  nous  rencontrons  les  deux  décompositions 


-=r  +  -  (S2,  23)     et     ■*-  =  -  h (S2,  22), 

12        3        4  12        2        12 

11        2        1  ,  ~,      „_,  1  t         1  1  1 :  ,  _ 

-  =  3  +  ^(G,    53)    et     _  =  i+-3+_(G,98). 

C.   Le  dénominateur  est  une  puissance  de  3  ou  son  produit 
par  une  puissance  de  2.  —  Nous  avons  les  décompositions  sui- 


signent  :  G,  le  Traité  Heronis  Geometria,  p.  ^  1  -  t  'i  0  ;  S,  =  Hcronis  introduction/es 
slereometricorum,  p.  i53- 1 7 1  ;  S2  =  Heronis  stereometricorum  collectio  altéra, 
p.  172-187;  M  =  Heronis  mensurœ,  p.  188-207;   D  =  Didymi  Alexandrini  men- 

stuœ,  p.  238-244-  Les  nombres  suivant  les  lettres  indiquent  les  numéros  du  pro- 
blème  de  chaque  Recueil. 
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vantes  : 

2  i  i  4  117318a!        1 

9  G  |S  9  3       9       g       3       g       <j        I       6        18 

11  1  1  3i  1         1         i         4         '  > 

18  2  <j  J<>  2        4        9       27        3        27 

Mais,  en  réalité,  la  suite  qui  représente  —   est  une  approxima- 
tion substituée  à  la  partie  fractionnaire  dans  le  carré  de  4  -r  -t.  -7-  î 

1  ^  4   ,(j  3a 

.     «  •  -  1  1    1     1     1      1        1  1  , 

cette  partie  fractionnaire  est  -  -  —  — -  —  — -  — -  ,  et  -  est  subsli- 
1  241»  32  04   128   1024  9 

tué  aux  fractions  qui  suivent  -,  c'est-à-dire  à  — —  •  Le  quotient  du 
1  4  '024  * 

dénominateur  par  le  numérateur  est  ici  pris  par  e\< :ès 

(1024  =  9x121  —  65  ) 

et  l'erreur  est ■ — -:  l'approximation  eût  été  un  peu  plus  satisfai- 

9. 1024         J  l  l        J 

santé  en  prenant  le  quotient  par  défaut  (1024  =  8  x  12  1 -+- 56); 

7 


l'erreur  n'eût  été  que   de  — —,  (So,  38). 
*  1024 


D.   Le  dénominateur  est  5  ou  son  produit  par  une  puissance 
de  2.  —  Nous  rencontrons 


2         I         1 

5   ~~  3  +  75' 

3         1 

5    :_  2  " 

1 

i ? 

10 

4 

5 

1 
2 

1          1 
5        10 

1  1          1 

2  4       ao 

7    __  1    ,     1 

—  _  — h  -, 
10        2         5 

3         1 

20  ~"  8  H 

1 
"4ô" 

4 
La  seconde  forme  du  développement  pour  -  se  rencontre  une 

fois  (Sj,  89)  contre  trois  fois  pour  la  première  (G,  34,  66;  D,  12). 
Celle-ci  est  remarquable  en  ce  qu'elle  offre  encore  le  choix  de 
dénominateurs  aussi  petits  que  possible.  On  peut  observer  égale- 

mentque  la  décomposition  de  r  conduirait,  par  multiplication  pour 

4,1-1,  • .  •       2        1  1 

7>  ala  décomposition  _  h \-  —  • 

5  l  3        10        x> 

E.   Le  dénominateur  est  une  puissance  de  0  ou  son  produit 
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par  une  puissance  de  i  : 

i  i  i         6        i        i         8        i         i  i 

25         i5        75       25        5        25        25        4        20        5o 


12    I 
25  :  :  4 

11     1    16   1    ï 

8   10   200   25  ~~  2   10 

1 

2^' 

104   1 

125     2 

1    1    1     1     1 

0           IO     50     123     250 

*9  _  1 
5o  '  4 

,1     1    3i   1    1    1 

+  -   H ,   —  =  -  H \-—y 

8    200   5o    2    10    5o 

39 

5o 

1 

2 

I         I  I 

4       4°       20° 

T        J  '  •  •     '     8      12     16        ,  .     ,        . , 

L.es  décompositions  —  ?  — ,  —  et  les  trois  dernières  proviennent, 

^■J        £*-j        2J 

en  fait,  de  divisions  par  200,  ce  qui  explique  leur  nature. 

F.  Le  dénominateur  renferme  les  facteurs  3,  5  et  2  : 

ni        1        i3       1         1        17  _    1       j_ 
o        3        3o        00        3         10        3o        2         13 

61         1         1  1 

—  —  — | j • 

90        2        6        90 

G.  Le  dénominateur  est  7  : 


1        1 


7      4      28 
et  exceptionnellement  dans  une  décomposition  de  —  : 


-  =  --+- -(S2,  26), 

7        7        7 

4       1        1 
7       2       14 


-  =  i  +  ^-f-^(G,  89;M,  3i)  et     |  =  |  h-  £  (G,  90), 

r  =  §  +  ^  +  rr(G'  35,  96;  M,  38)    et     5  ==  I  +  I  + -L(G,  89,  10a). 

07^1  7  "i 

On  remarquera  les  doubles  formes  pour  les  deux  dernières  frac- 
lions. 


H.    Le  dénominateur  est  le  produit  de  y  par  une puissana 


de 


et 
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3 

M 

1         1 

-  -h  — > 
7       '4 

JL  s  1  +  1, 

14       2       7  ' 

Il            1            1              1 

14       a       4       28 

2  5 

28 

2        1 

5  +  ;  + 

1          1 
1--5» 

2  I          2  H 

17  _ 

1 12 

I                     I 

-  H 3 

7          112 

73           I           1 

,       -t—  =  --+-- 

112            2            7 

1 

H t 

I  12 

_4i  s 
224 

I            I 

7  +  ^ 

I                  I 
112          f>4 

• 

i63 
22  î 

1  I 

=  -  H 

2  7 

I                 I 

_, H r 

Il             1  12 

I       \ 

2^4  J 

I             I 

=  5+8 

I                 I 

-+-    -7     "+-    5-     -+" 
iG             .32 

—  /    (G,  90). 
112  [ 

2  I 

3  21 

I                   I 

H 1 -. 

112           224 

J 

3ii 


Dans  la  triple  forme  de  cette  dernière  fraction,  on  retrouve  les 

5 
deux  formes  du  développement  de  -■ 

On  rencontre  encore  (M,  38)  la  suite 

1        1         1  1         q 

— 1 j 1 =  _z_, 

3        4       21        84        ii 

mais  le  calcul   est   erroné   :   en  fait,   les  manuscrits  ajoutent  les 

fractions  — I — -  de  façon  à  donner  la  somme  inexacte  — 

7       28  3  28 

I.  Le  dénominateur  contient,  soit  les  facteurs  -   et  3,  soit 
aussi  une  puissance  de  1  : 

5        1        1   ,*.       x  5        1        1         1   ,  ~    „  , 

21  6  l4  V  J!  21  7  l4  42  V 

II  I  I/o  v  II  I  I  •        tC 

=  -  -4-  T-  (Si,  Q)        Ct       —  =-H 1 (S,,  42  ). 

21  2  42  *'  21  3  7  21    V 

1 3        1  1  1  16        1         1  1  1 

21        2        14        21  21        2        7         ii        a  1 

37  _     1         1  1  70       1         1  1 

84  r=  3  "^  T2  +  42  '  84  "  2  ~h  3     h  84  ' 

J.    Le  dénominateur  cou  tient  les  facteurs  7  e/  5  : 


—  » 


•9 

35  " 

1 

1 

i 

5-         1 

1 

1 

11G 

1         1          1 

=  3  H 

/ 

i5 

1/5         i 

>  "> 

28  ' 

175 

2               _                 H) 
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K.  Le  dénominateur  contient  le  facteur  n  : 


6     i 

I  1      2 

-h 

1 

•> 

22 

_9_ 
1 1 

i 

2 

H- 

I     l     i 

7  -\ h  77 

4   22   44 

20      I 
33   =  2 

-+■ 

I       1 

77  "^  661 

23 

33 

2 
=  3 

+ 

i 

33' 

35    i 

I 

66  ""  2 

+ 

33' 

IOI     1 

l32     2 

■+- 

i    i 
4  +  66' 

L.   Le  dénominateur  contient  le  facteur  i3  : 


i3    4   2D 

■+- 

I 

57' 

5    1 
73  ~=  3 

■+- 

1 

26  "i" 

I 

78' 

8    i    i 

1 

9    2 

1 

1 3    2    1 3 

~T~ 

76' 

i3  "  3 

* 

5' 

IO     2     I 

77  ==  3  +  77 

-+- 

4' 

12    1 

i3   2 

-+- 

1 

I       I 

77  +  ^8 

21     I     I 
26    2    4 

-+- 

i  + 

1 

57' 

Ces   décompositions    sont  remarquables,    en   ce    que   pour  — 

8 
et  -»  elles  dérivent  évidemment  de  la  forme  complexe  des  Egvp- 


211  1 

tiens,  —  =  --  -1-  —  h 

'   i3       8       52        104 


M.  Le  dénominateur  est  51  =  17  x  3  (G,  dj,  58)  : 


*9 

5i  " 

1    1     1 

3   34    102 

3i    1 
5i    2 

1     1     1 

17   34   5i 

35  _ 
5i 

1    1 
3    5i 

39  __  i3 
5i    17 

1  1     1 

2  "^  4  +  68  ' 

4i 
5i 

1  1    1 

-  H-  7  H-  -  -+- 

2  4    5 1 

1     1 
5i  "*"  68  ' 

L'irrégularité  de  la  dernière  décomposition,  qui  contient  deux 

fois  la  fraction  — j  saute  aux  yeux;  elle  dérive  évidemment  de  celle 

5i  J 

de  ^  par  l'addition  de  cette  double  fraction. 

5i  L 

La  décomposition  égyptienne  de  —  =  —  h se  retrouve  d'ail- 

1  OJ  r  >  1        34        102 

leurs  dans  celle  de  —' 

5i 
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Il  serait  facile  de  multiplier  lea  rapprochements  de  cette  nature, 
et  il  apparaît,  pour  l'ensemble  des  décompositions  héroniennes, 
que  L'antique  procédé  originaire  des  bords  du  Nil  .1  été  conseï 
dans  l;i  Logistique  grecque  en  su I»  1  --.m  1 ,  à  la  vérité,  parfois  cer- 
taines modifications,  mais  sans  recevoir  aucun  perfectionnement 
réel,  quoiqu'il  laissât,  comme  nous  L'avons  vu,  singulièrement  à 
désirer,  el  sous  !<•  rapport   théorique  el  sous  le  rapport  pratique. 

Le  système  moderne  des  fractions  ordinaires,  qui  se  trouve  en 
l'ail  concurremment  employé  avec  les  développements  en  quan- 
tièmes dans  la  collection  des  écrits  béroniens,  fut  de  bonne  heure 
imaginé  par  les  Grecs,  à  la  suite  de  Leurs  spéculations  sur  le^  rap- 
ports numériques  des  intervalles  musicaux;  il  semble  déjà  connu 
du  temps  de  Platon  et  il  est  employé,  «les  avant  Archimède,  par 
Vristarque  de  Samos,  il  est  vrai  seulement  sous  forme  de  rapport 
de  deux  nombres. 

Mais  le  triomphe  du  nouveau  système  n'a  jamais  été  définitif 
pour  la  pratique  des  calculs:  il  est  à  remarquer,  notamment,  que 
lorsque  Ptolémée  n'emploie  pas  la  notation  sexagésimale,  c'est  de 
l'antique  procédé  qu'il  se  sert  de  préférence  pour  la  représenta- 
tion des  fractions.  Diophante  lui-même  semble  l'avoir  employé 
autant  qu'il  lui  était  possible,  alors  que  cependant  la  nature  des 
problèmes  qu'il  traitait  le  conduisait  nécessairement  à  préférer 
l'autre  système. 

A  la  vérité,  les  traces  de  l'emploi  du  procédé  égyptien  ont  été 
systématiquement  éliminées  du  texte  de  Diophante  dans  l'édition 
de  Bacbet,  où  notamment  le  signe  spécial  qui  représente  la  frac- 
tion -  est  constamment  remplacé  par  la  notation  al3,  qui  n'a  jamais 

été  grecque.  Dans  les  manuscrits  de  Diophante  eux-mêmes,  sur- 
tout ceux  qui  contiennent  les  scolies ,  attribués  à  Planude,  le 
travail  accompli  par  Bachet  avait  déjà  été  poussé  très  loin. 

Je  puis  citer  un  exemple  frappant;  dans  un  problème  de  Dio- 
phante, la  fraction  -  est  donnée  dans  les  manuscrits  de  cette  der- 
nière classe  sous  la   forme  y8  ou  Y  z'x  (  '  ).   Mais  le^   manuscrits   les 


(')  Les  manuscrits  varient  constamment  cuire  l'usage  < le  mettre  le  dénomina- 
teur en  exposant,  et  relui  (le  l'écrire  à  l,i  suite  du  numérateur  avee  des  signes 
spéciaux  représentant  la  finale  qui  change  avec  les  différents  e.i^,  puisque  le  dé- 
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plus  anciens  donnent  pour  cette  fraction  S  iy",  c'est-à-dire  -H — -, 

3 
avec  la  note  marginale  que  c'est  à  très  peu  près  la  valeur  de  ■=• 

Il  me  paraît  évident  que  Diopliante  avait  écrit  S  \J\  c'est-à-dire 

— i >  comme  l'eût  fait  un  héronien  ;  plus  tard  un  copiste  aura 

i       io  ri 

juxtaposé  y  £a,  comme  l'expression  plus  naturelle  pour  lui;  plus 
tard  encore,  un  autre  copiste  aura  cru  que  iv  formait  un  seul 
nombre,  et  supprimant  le  e,  dont  il  ne  comprenait  pas  la  présence, 
il  aura  donné  la  leçon  actuelle  avec  l'absurde  note  marginale  des- 
tinée à  la  justifier. 

Nous  avons  d'ailleurs  une  preuve  assurée  qu'en  plein  xive  siècle 
les  Grecs  de  Byzance  conservaient  encore  le  procédé  égyptien 
pour  la  représentation  des  fractions  ;  Friedlein  a,  en  effet,  publié 
en  1866  (4)  la  Géométrie  de  Pediasimos,  qui  est  un  des  derniers 
travaux  rédigés  sur  le  plan  des  écrits  héroniens.  Il  est  très  remar- 
quable que  le  procédé  en  question  pour  la  représentation  des 
fractions  s'y  trouve  pour  ainsi  dire  exclusivement  employé,  et  que 
le  système  des  fractions  ordinaires  n'y  a  nullement  gardé  la  place 
qu'il  a  déjà  prise  dans  les  écrits  héroniens. 

(A  suivre.) 


nominateur  se  décline  en  tant  que  nombre  ordinal.  Parfois  même,  on  trouve  le 
dénominateur  à  la  fois  en  exposant  et  à  la  suite  du  dénominateur. 

Quant    au    mode    singulier   que   donnent    les    manuscrits    héroniens     utilisés 

par  Hultsch  et  qui  consiste  à  répéter  le  dénominateur  [p  et  y'  e"  e"  pour  f  )  »  ce  me 

semble  être  moins  une  véritable  notation  mathématique  que  l'extension  abusive 
d'un  usage  des  copistes  de  redoubler  les  signes  abréviatifs  lorsque  le  mot  abrégé 
est  au  pluriel;  par  exemple,  le  carré  (TETpâywvov)  se  représente  en  abrégé  par  un 
signe  qui  a  la  forme  d'un  carré;  mais  au  pluriel  on  répèle  ce  signe,  etc.  La  forme 

authentique  pour  -  me  paraît  d'ailleurs  avoir  plutôt  été  y  ëea. 

(')   Programm  zur  ôffentlichen  Preise-Vertheilung  an  der  Studien-AnstaU 
Ansbachs. 
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GUNTHER  (S.)-  —  Lehrbuch  deb  Geophysik  dndphysiï  ^lischenGeograpdie. 
Stuttgart,  r884-  Ergter  Band.  In-8°,  x-jis  pages,  77  figures. 

\  L'occasion  d'un  important  recueil  <l<-  Mémoires  «lu  même  au- 
teur, sur  diverses  questions  relatives  à  L'histoire  de  La  Géographie 
mathématique  et  physique,  nous  avons  « •  x j »  1  i î n «'*  le  désir  de  voir  la 
curiosité  de  notre  savant  collègue  se  porter  sur  une  série  <!<•  ques- 
tions intéressant  la  Géographie  générale. 

Le  nouvel  Ouvrage,  que  nous  sommes  heureux  de  signaler  ici, 
donne  à  ce  vœu  une  satisfaction  complète  et  presque  inespérée.  Il 
n'entre  pas  dans  notre  pensée  que  ces  questions  aient  ainsi  été  si- 
gnalées pour  la  première  fois  à  l'attention  de  l'auteur,  maisil  les  avait 
certainement  rencontrées  dans  l'étude  des  documents  nécessaires 
à  la  préparation  de  ses  Mémoires,  et  elles  se  présentaient  d'une 
façon  si  logique,  qu'il  fallait  s'attendre  à  les  voir  étudiées  un  jour 
par  M.  Gunther.  Les  renseignements  bibliographiques  qu'il  a 
ainsi  réunis  nous  offrent,  par  cela  même,  une  richesse  d'érudition 
qui  les  rend  particulièrement  précieux  pour  guider  de  nouvelles 
recherches  dans  le  domaine  de  la  Pliysique  du  globe. 

Le  plan  de  cet  Ouvrage,  la  nature  des  sujets  traités,  le  but  pour- 
suivi par  l'auteur  offrent  de  nombreuses  analogies  et  une  grande 
ressemblance  avec  les  qualités  que  nous  avons  rencontrées  dans  les 
premières  études,  dont  le  Bulletin  a  renfermé  une  analyse  très 
détaillée  ('). 

Ce  Traité  de  Géophysique  comprendra  deux  Volumes  dont  le 
premier,  qui  vient  de  paraître,  sera  seul  analysé  dans  le  présent 
article. 

L'auteur  se  reporte  fréquemment  à  d'autres  travaux  qui  ont 
une  certaine  relation  avec  celui-ci,  et  dont  la  plupart,  à  L'exception 
de  ses  études  sur  la  Géographie  et  sur  les  Mathématiques,  dont  il 
a  été  rendu  compte  au  Bulletin  (2),  constituent  autant  d'intéres- 
santes monographies,  précieuses  pour  l'histoire   de  telle  ou   telle 


(')    Voir  a"  série,  1.   II,   octobre   et   novembre  1878;   t.   III,   mars,  juillet   et 
aoùi  1877. 

{■)   Voir  2e  série,  t.  II,  avril  1878. 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  ■>•  série,  t.  Y 1 1 1 .  (Décembre  iv"  a3 
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question.  C'est  dire  que  l'Ouvrage  n'a  pas  un  caractère  exclusi- 
vement mathématique,  mais  il  est  de  nature  à  guider  le  géomètre 
comme  le  physicien,  grâce  à  l'abondance  et  à  la  précision  des 
données  bibliographiques  qu'il  renferme. 

Le  lecteur  aura  déjà  pu  en  juger  par  les  résumés  consacrés  aux 
Ouvrages  précités;  il  y  aurait  peut-être  témérité  à  vouloir  signaler 
quelques  petites  lacunes  :  nous  n'y  reviendrons  qu'incidemment. 

Le  premier  Volume  débute  par  une  Introduction  consacrée  à  un 
aperçu  d'ensemble  sur  le  développement  historique  et  bibliogra- 
phique des  hypothèses  et  théories  auxquelles  a  donné  lieu  la  Phy- 
sique du  globe.  Les  noms  des  plus  illustres  philosophes  et  histo- 
riens grecs  se  trouvent  attachés  aux  premières  études  sur  cette 
partie  des  sciences  d'observation.  Homère,  Hésiode,  Thaïes, 
Théophraste,  Démocrite,  Platon,  Hérodote,  Hippocrate,  Aristote, 
puis,  parmi  les  géomètres  et  astronomes,  Eratosthène,  Hipparque, 
Ptolémée,  enfin  les  géographes  et  les  navigateurs,  Pythéas,  Stra- 
bon,  exercent  une  puissante  influence  sur  les  progrès  de  ces  no- 
tions. 

Les  Romains  y  occupent  aussi  un  rang  distingué,  Lucrèce,  Pline, 
Sénèque,  puis  les  Arabes,  et  quelques  autres  dont  il  a  été  déjà 
plus  longuement  question,  et  auxquels  il  faut  renvoyer  le  lec- 
teur (  '  ) . 

Il  nous  paraît  difficile  de  résumer  assez  rapidement  la  suite  des 
principales  étapes  qui  ont  signalé  le  progrès  de  la  Physique  du 
globe  pendant  le  moyen  âge  et  depuis  la  découverte  du  nouveau 
monde.  L'Œuvre  d'Alexandre  de  Humboldt  représente,  en  cette 
matière,  un  résultat  qui  ne  semble  pas  encore  avoir  été  dépassé. 

Trois  grandes  subdivisions  caractérisent  l'Ouvrage  qui  nous 
occupe  actuellement  :  dans  la  première,  on  étudie  la  situation  de 
la  Terre  comme  corps  céleste;  dans  la  deuxième,  on  examine,  au 
point  de  vue  mathématique  et  physique,  les  changements  qu'é- 
prouve le  globe  terrestre;  dans  la  troisième,  enfin,  on  expose  la 
Géophysique  d'une  manière  plus  spéciale  et  l'on  donne  les  baso 
de  la  géologie  dynamique. 

Nous  allons  les  parcourir  successivement. 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  à  l'examen  de  la  théorie  cos- 

(')  Noir  Bulletin,  novembre  1N7V 
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mogonique  imaginée  par  Ivnii  el  puissamment  développée  par 
La  place.  Cette  hypothèse,  qui  a  joui  d'une  grande  vogue  el  qui  a 
été  confirmée,  dans  certains  aperçus,  pai  les  b<  Iles  expénenci  -  de 
Plateau  sur  les  liquides  soustraits  ■•  I  action  de  la  pesanteur,  .1  été, 
depuis,  l'objel  de  critiques  nombreuses,  qui  en  onl  passablemcnl 
ébranlé  le  crédit.  Il  esl  juste  de  dire,  cependant,  que  les  pi 
de  l'Astronomie  et  de  la  Physique  ont  nécessairement  amené  d  - 
modifications  imprévues  à  1  > *  théorie  de  Laplace. 

Le  Chapitre  II   renferme  l'exposé  des  résultats  obtenus    dans 
l'étude  de  la  constitution  physique  du  système  solaire. 

En  première  ligne,  la  constitution  du  Soleil  lui-même  a  él  î  étudiée 
avec  grand  succès  depuis  \\  .  Herschel  el  Secchi.  Enfin  l'analyse  chi- 
mique de  la  lumière  du  Soleil  el  la  possibilité  <le  l'observation  des 
protubérances  en  dehors  des  éclipses  onl  utilement  contribué 
établir  l'explication  di%>  phénomènes  auxquels  noire  Soleil  et,  par 
analogie,  les  étoiles  du  firmament  doivent  leur  puissance  lumineuse. 

\pres  avoir  résumé  quelques  généralités  relatives  aux  planètes, 
l'auteur  expose  ensuite  les  principales  théories  qui  ont  été  succes- 
sivement invoquées  pour  l'explication  des  comètes,  depuis  Vpian, 
Kepler.  < 1 1 1  î  les  trouvait  aussi  nombreuses  que  les  poissons  dans 
l'Océan,   comparaison    dont   l'idée    première    appartient  à    Stobée, 

Eïévélius,  Jacques  Bernoulli,  Newton,  Piazzi,  \\  .  Herschel,  La- 
place, Lehmann,  Tyndall,  SchwedofF,\  on  Dellingshausen,  Zenker, 
Miller,  puis,  plus  récemment,  les  hypothèses  faisanl  intervenir 
une  force  polaire,  et  notamment  une  force  répulsive,  à  propos  de 
laquelle  nous  aurions  désiré  une  mention  des  Travaux  el  Notii 
d'Ed.  hoche  (<)et  de  M.  Faye  (-). 

De  même,  dans  le  paragraphe  suivant,  relatif  aux  météorites,  il 
v  a  lieu  de  rappeler  que  M.  Goulier  a  publié,  en  1868,  des  études 
géométriques  fort  complètes,  faisanl  connaître  en  tops  détails 
la  détermination  des  essaims  el  les  instruments  qui  conviendraient 
à  ces  observations  délicates.  Cette  intéressante  monographie 
pourra  être  citée  dans  une  nouvelle  édition. 


i1)  Recherches  sur  les  atmosphères  des  comètes  1    l/in.  de  VObs.  de  Paris 
t.  \.  i85g ;  el    ffém.  de  V  icad.  de   Montpellier,  i85i  .1  18 

(2)  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  el  Compt  's  rendus. 

Etudes  géométriques  sur  les  étoiles    filantes  1   Mm.  de  I    Icad,  de   l/</-. 
1866  1867,  1  .'1  p.,    1  pi.  . 
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La  lumière  zodiacale,  observée  ou  signalée  pour  la  première  fois 
par  Childrey  (Histoire  d'Angleterre,  London,  i66t),  puis  étudiée 
par  Cassini  et  Fatio  de  Duiller  qui  eu  ont  essayé  l'explication,  a 
donné  lieu,  de  même  que  la  théorie  des  phénomènes  cométaires, 
à  un  grand  nombre  de  recherches  dont  la  conclusion  paraît  se 
trouver  dans  les  hypothèses  et  observations  de  Geelmuyden, 
Crookes  et  Schiaparelli. 

Les  hvpothèses  relatives  à  ce  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de 
vide  interplanétaire ,  à  la  nature  du  fluide  lumineux  et  à  la  tem- 
pérature de  l'espace,  terminent  cet  intéressant  Chapitre. 

Le  suivant  est  consacré  à  l'étude  des  planètes  semblables  ou  re- 
gardées comme  semblables  à  la  Terre,  et  à  l'examen  des  conditions 
climatologiques  de  la  Lune.  Les  deux  planètes  dont  il  est  question 
sont  Vénus  et  Mars,  toutes  deux,  entourées  d'une  atmosphère,  et 
animées  d'un  mouvement  de  rotation  presque  égal  à  celui  de  notre 
globe. 

Bien  que  notre  connaissance  topographique  de  Vénus  soit  peut- 
être  moins  avancée  que  celle  de  Mars,  et  que  l'absence  admise  ou 
constatée  de  satellite  nous  prive  de  moyens  d'évaluation  précis  de 
la  masse,  cette  planète  n'en  est  pas  moins  intéressante  pour  les 
astronomes  par  le  rôle  important  qu'elle  a  joué  dans  la  détermi- 
nation de  la  parallaxe  solaire  et  par  plusieurs  analogies  qu'elle 
offre  avec  notre  Terre. 

La  planète  Mars  est  la  seule,  dit  Newcomb,  dont  la  rotation  ait 
été  évaluée  avec  toute  la  précision  possible;  elle  compte,  en  effet, 
deux  siècles  d'observations  suivies  depuis  Huygens.  La  durée 
assignée  par  Kaiser  et  Sclimidt,  24h3-m22s,6  est  donc  exacte  à 
quelques  centièmes  de  seconde. 

L'histoire  de  la  découverte  de  ses  satellites  est  bien  connue.  On 
pourra  à  ce  sujet  consulter  le  Bulletin  ('),  mais  il  n'est  pas  inu- 
tile d'appeler  incidemment  l'attention  sur  les  dimensions  apparentes 
de  ces  deux  astéroïdes  pour  les  habitants  de  la  planète.  Le  plus 
rapproché,  Phobos,  doit  avoir  un  diamètre  de  4' à  5;  ;  le  plus 
éloigné,  Deimos,  de  i',5  à  2r.  Il  ne  faudrait  donc  pas  se  faire 
illusion  sur  le  pouvoir  éclairant  des  deux  satellites. 


('  )  Juillel   1878,  p.  a6g  270. 
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La  planète  Mars  n'est  pas  seulement  célèbre  par  les  études  de 
son  mouvement  par  Kepler  d'après  les  observations  de  Tycho 
Brahe.  Elle  a  été  très  soigneusement  étudiée  au  poinl  de  vue  de 
s.s  conditions  physiques,  pur  nu  grand  nombre  d'astronomes  qui, 
depuis  Pontana  et  Huygens,  jusqu'à  Schrôter,  .1.  Schmidt,  Beerel 
Madler,  Schiaparelli  <'t  Terb}  .  pour  ne  citer  que  les  j * 1 1 1 ->  assidus, 
n'ont  pas  Lisse  moins  de  1092  dessins  < | u  1  ont  permis  de  fixer, 
avec  une  certaine  précision,  l'aréographie  de  cette  planète.  L'in- 
térêt <!<■  ces  observations  s'est  accru  de  la  notion  de  plusieurs  ana- 
logies  que  Schiaparelli  a  établies  entre  Mars  et  la  Terre,  et  dont 
on  trouvera  le  détail  dans  l'Ouvrage. 

Les  deux  planètes  dont  il  vient  d'être  question  sont  immédiate- 
ment voisines  de  la  Terre,  mais  celle-ci  possède  un  satellite  qui, 
par  sa  proximité  relative,  a  fixé  davantage  l'attention  des  astro- 
nomes. Aiijonnl  nui,  grâce  aux  progrès  accompli-  dans  l'Optique, 
la  connaissance  des  conditions  physiques  de  la  Lune  a  acquis  un 
degré  de  précision  très  satisfaisant.  Nous  n'\  reviendrons  p.i>  Ici; 
elle  esl  trop  répandue  pour  que  nous  ayons  à  \  insister.  Non-, 
aurions  voulu  cependant  que  l'auteur  empruntât  quelques  re- 
marques à  l'excellente  Notice  que  M.  Fave  à  consacrée  à  la  géo- 
logie de  la  Lune,  et  que  les  importants  travaux  de  Delaunaj  fussent 
au  moins  indiqués  à  propos  des  perfectionnements  considé- 
rables apportés  au  calcul  des  Tables  du  mouvement  de   la  Lune. 

La  deuxième  Partie,  la  plus  étendue  de  l'Ouvrage,  renferme 
l'élude  des  propriétés  générales  relatives  aux  dimensions  et  au 
mouvement  du  globe  terrestre.  On  \  considère,  au  Chapitre  [,  la 
Terre  comme  sphère  et  comme  sphéroïde  de  révolution. 

Développement  successif  de  la  doctrine  de  la  sphéricité.  I /auteur 
ne  fait  ici  que  le  résumer,  car  il  \  a  consacré  ailleurs  un  Mémoire, 
avec  tous  les  détails  désirables  (  '  ). 

Exposé  des  méthodes  suivies  pour  évaluer  la  grandeur  de  la 
Terre  parla  dépression  de  l'horizon;  méthode  de  Ghetaldi,  mo- 
difiée par  Dufour;  méthode  de  Kiose.  Ces  moyens,  qui  manquent 
de  précision,  sont  avantageusement  remplacés  par  les  mesures  de 
longueur   d'arc  de  méridien   ou  de   parallèles,  qui  depuis  Érato- 


1  '  1   Bulletin,  octobre  el  novembre  1  :   E 
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sthène,  Picard,  Cassini,  ont  illustré  le  nom  des  astronomes  du 
siècle  dernier  et  du  commencement  de  notre  siècle.  L'auteur  a 
mis  largement  à  contribution  les  indications  historiques  et  tech- 
niques fournies  par  les  Ouvrages  spéciaux,  dont  le  compte  rendu, 
inséré  au  Bulletin  (1),  a  été  emprunté  au  Journal  des  savants 
(novembre  18^4)»  Baeyk?,,  Triangulation  d' un  arc  de  parallèle 
de  r Europe  centrale,  1861;  Rapports  annuels  sur  cette  opéra- 
tion de  i863  à  1878;  Listing,  Notions  actuelles  de  la  figure 
et  de  la  grandeur  du  globe,  1872. 

Nous  ne  pouvons  mieux  faire  que  de  renvoyer  le  lecteur  à  l'ex- 
posé de  ces  remarquables  travaux,  qui  ont  désormais  fixé  les  bases 
de  la  Géodésie. 

M.  Giinther  a  trouvé  aussi  de  précieux  renseignements  dans  un 
opuscule  plus  récent  de  M.  Bruns  :  La  figure  de  la  Terre,  1878, 
dont  il  a  été  question  dans  le  Bulletin  (2). 

Il  rappelle  ensuite  brièvement  les  principales  formules  du  sphé- 
roïde terrestre  :  aplatissement,  latitudes  géographiques  et  géo- 
centriques,  expression  de  l'excentricité  déduite  de  deux  diamètres 
de  l'ellipse  méridienne,  ou  de  la  longueur  d'un  arc  du  méridien 
(formule  de  Bohnenberger);  rayon  de  la  sphère  de  même  volume 
que  le  sphéroïde;  dimensions  de  ce  dernier. 

Objections  diverses  à  la  base  fondamentale  de  la  géographie 
mathématique.  Hypothèse  de  l'érosion;  hypothèse  de  l'ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux;  hypothèse  de  Fergola  et  recherche  de  la  si- 
tuation de  l'axe  de  figure  de  la  Terre  relativement  à  son  axe  de 
rotation. 

Chap.  II  :  Les  phénomènes  de  l'attraction  et  leur  application 
à  la  recherche  de  la  figure  et  de  la  densité  de  la  Terre. 

Exposé  des  méthodes  fondées  sur  l'observation  directe  de  l'at- 
traction exercée  par  les  diverses  régions  du  globe.  Appareils  ima- 
ginés dans  ce  but  par  Hengler,  Perrot,  Zollner;  baromètre  à  gra- 
vité de  Boussingault  et  Mascart,  etc. 

Aperçu  historique  de  l'emploi  du  pendule  dans  les  recherches 
relatives  à  la  Physique  du  globe.  La  première  observation  de  la 
variation  de  la  durée  d'oscillation  du  pendule  appartient  à  Richer 


(')  Dôcembn 

(-)  .lu  il  Ici   1878 
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qui  reconnut,  en  i  <>y  i ,  que  !<•  pendule  de  Paris  rctardail  .1  Cayenne. 
Il  attribua  ce  fait  à  une  variation  de  la  gravité,  ce  <pii  donna  une 
nouvelle  confirmation  aux  idées  récentes  de  Newton  sur  la  forme 
du  globe  terrestre.  Toutefois,  en  France,  <»n  ne  fui  pas  éloigné  de 
croire  que  l'élévation  <l<-  l;i  température  moyenne  sous  les  tropiques 
devail  aussi  avoir  une  influence  sur  la  nature  de  ce  phénomène  ; 
on  oubliait  seulement  qu'il  eût  fallu  pour  cela  une  différence  de 
2000  de  température  entre  la  France  et  I;i  Guyane,  comme  I  ;i  fail 
remarquer  M .  I».  \\  olfF. 

anciennes  méthodes  <lr  détermination  d<-  la  densité  «lu  globe  : 

i°  Par  l'attraction  des  montagnes.  C'est  ainsi  que  Maskelyne  el 
lluiton  évaluèrent  la  déviation  <pn-  le  mont  Sheallien,  en  Ecosî 
faisait  éprouver  au  (il  à  plomb.  Ils  en  conclurenl  une  densité  de  1.7. 
résultat  remarquablement  approché,  si  l'on  songe  à  la  difficulté  de 
mesurer  exactement  le  volume  et  la  densité  moyenne  d'une  mon- 
tagne. James,  qui  reprit  ces  expériences  un  siècle  plus  lard,  par- 
vint au  résultat  plus  précis  de  5,^2. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  Struve  et  Peters  ont  proposé  d'ob- 
server les  déviations  produites,  soit  par  un  bras  de  mer,  soit  par 
la  grande  pyramide  d'Egypte. 

i°  Par  les  mesures  du  pendule  dans  les  puits  de  mine.  Les 
observations  d'Airy  en  1826  avaient  conduit  à  2,5;  Haughton  les 
a  discutées  à  nouveau  et  a  trouvé  5,48. 

3°  Par  la  balance  de  torsion  (Cavendish.  Cornu  et  Baille). 

Le  Chapitre  III,  intitulé  la  Géoïde}  nous  donne  de  nouveaux 
détails  sur  une  notion  récemment  introduite  par  Listing  et  déjà 
étudiée  par  M.  Bruns  (').  Nous  \  renverrons  doue  le  lecteur. 

Au  Chapitre  IV,  on  traite  du  mouvement  de  la  Terre  dans 
l'espace. 

Revision  rapide  du  développement  de  La  doctrine  de  la  rotation 
de  notre  planète  autour  d'un  axe.  Invariabilité  de  position  de  cet 
axe  et  de  La  durée  de  la  rotation. 

Conséquences  de  ce  mouvement  et  vérifications  expérimentales 
I  déviation  de  chute  des  corps  vers  l'est,  etc.  >  au  nombre  desquelles 
on  a  voulu  ajouter  des  observations,  plus  ou  moins  Coudées,  tirées 


(')  Voir  Bulletin,  juillet   1878. 
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de  l'érosion  des  fleuves,  de  l'usure  des  bandages  de  roues  sur  les 
chemins  de  fer  et  même  de  déviations  dans  la  structure  des  plantes. 

Mais  la  plus  remarquable  confirmation  directe  du  mouvement 
de  la  Terre  a  été  donnée  par  les  célèbres  expériences  de  Foucault 
sur  le  pendule,  dont  la  théorie  a  été  le  point  de  départ  d'un  grand 
nombre  de  beaux  Mémoires  mathématiques. 

Après  avoir  énuméré  Jes  divers  systèmes  astronomiques  ima- 
ginés par  Eudoxe,  Ptolémée,  les  Egyptiens  etTycho  Brahe,  l'auteur 
expose  la  réforme  de  Copernic  et  les  preuves  qu'elle  a  tirées  des 
phases  des  planètes,  de  la  parallaxe  annuelle  des  étoiles  et  de 
l'aberration  de  la  lumière. 

Enoncé  et  démonstration  des  trois  lois  de  Kepler;  exposé  des 
trois  principales  perturbations  du  mouvement  de  la  Terre,  les  va- 
riations séculaires  de  l'obliquité  de  l'écliptique,  de  l'excentricité 
et  de  la  longitude  dn  périhélie.  Les  conséquences  possibles  ou 
probables  de  ces  inégalités  ont  été  étudiées  par  A_dhémar  et 
Croll('). 

Enfin  un  intéressant  paragraphe  est  consacré  aux  autres  pertur- 
bations du  mouvement  de  la  Terre,  la  précession  des  équinoxes  et 
sa  démonstration  mécanique  (2),  la  nutation  et  le  mouvement  gé- 
néral du  système  solaire  dans  l'espace,  sur  une  orbite  non  encore 
complètement  déterminée,  et  dans  une  direction  qui  aboutit  ac- 
tuellement à  un  point  de  la  constellation  d'Hercule,  d'après  les 
études  d'Argelander  et  de  quelques  autres  astronomes. 

Le  Chapitre  V  traite  des  procédés  graphiques  mis  au  service  de 
la  Physique  du  globe. 

Au  premier  rang,  il  faut  compter  la  représentation  au  moyen  de 
cartes,  dont  les  procédés  usuels  sont  la  projection  orthographique, 
la  projection  stéréographique,  la  projection  gnomonique  (étudiée 
par  l'auteur  dans  une  monographie  publiée  au  Zeitschrift  der 
Gesel.  fur  Erdkunde  zu  Berlin,  1 883 ),  la  projection  de  Mer- 
cator(:<),  la  projection  conique  et  une  dizaine  d'autres  procédés 
plus  ou  moins  analogues  aux  précédents. 


(')  Voir  Bulletin,  mars  1879. 

(-)   Voir   au  Bulletin,  août  1882,  le  Mémoire  de  M.   Gilbert,  Sur  les  preuves 
mécaniques  de  l<i  rotation  de  la  Terre. 
( ';   Voie  ;m>^i  Bulletin,  août  1879. 
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Vprès  les  caries  d'ensemble,  il  faut  préciser  les  détails.  On  \ 
arrive  par  une  représentation  systématique  des  variations  de  hau- 
teur ou  de  profondeur,  suivant  les  procédés  de  perspective,  ou  d<- 
teintes  graduées,  ou  de  hachures,  ou  de  courbes  de  niveau  à 
cotes  équidislanles  (  Idée  qui  paraît  due  â  Mille i  de  Mures iu,  i  -  [8 
puis,  par  une  évaluation  des  surfaces,  à  propos  de  Laquelle  non- 
ne pouvons  mieux  faire  que  de  renvoyer  à  l'excellente  monographie 
publiée  en  1882  par  M.  P.  Mansion  ;  enfin,  par  d'autres  moyens  plus 
spéciaux,  tels  que  les  plans  reliefs,  les  globes,  les  panoram 

La  troisième  Partie  est  intitulée  :  De  la  Géophysique  dans  un 
sens  plus  restreint;  Géologie  dynamique. 

Chapitre  I  :  Variation  Je  la  température  dans  l'intérieur  du  globe. 

Pénétration  de  la  chaleur  solaire.  Accroissement  de  la  tempé- 
rature du  sol  à  partir  de  la  zone  invariable.  Observations  laites 
dans  les  puits  de  mines,  dans  les  sondages  et  dans  les  tunnels. 
Résultats  généraux  et  conséquences  théoriques. 

Les  controverses  auxquelles  a  donné  lieu  l'étude  de  la  constitu- 
tion probable  de  l'intérieur  du  globe  terrestre  sont  exposées  en 
détail  dans  le  Chapitre  JI  et  dans  une  grande  partie  du  Cha- 
pitre III.  L'auteur  passe  en  revue  les  hypothèses  anciennes,  les 
principes  en  faveur  de  la  solidité  continue,  les  raisons  pour  et 
contre  la  théorie  de  l'élasticité  de  l'intérieur  du  globe,  la  con- 
ception de  l'état  gazeux  de  la  masse  centrale  de  la  Terre,  et  l'hy- 
pothèse d'une  masse  centrale  formée  d'un  mélange  de  lave. 

Comme  on  le  voit,  la  certitude  est  encore  loin  d'être  obtenue 
dans  ces  difficiles  recherches. 

Au  Chapitre  III,  on  s'occupe  des  phénomènes  volcaniques,  qui 
tiennent  une  large  place  dans  la  Phvsique  du  globe.  Ils  représentent 
en  effet,  à  notre  époque,  les  plus  anciennes  manifestations  violentes 
dont  notre  planète  a  dû  être  le  théâtre  à  une  époque  extrêmement 
éloignée. 

L'alternance  et  la  succession  des  couches  de  terrains  autour 
des  volcans  et  sous  l'action  des  forces  intérieures  a  donné  lieu  à 
quelques  essais  analytiques  de  la  pari  de  Français  et  de  Lowe; 
mais  il  ne  semble  pas  qu'il  en  soit  résulté  de  nouveaux  éclaircis- 
sements sur  la  structure  et  le  mécanisme  des  volcans. 

Les  géologues  ont  aussi  classé  parmi  les  phénomènes  volca- 
niques ceux  qui  s'observenl  dans  les  geysers  (Islande),  les  fume- 
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rolles  (Pantellaria),  les  solfalares  (Pouzzoles),  les  salses  (Italie, 
Chine,  etc.),  les  mofettes  (Naples,  Java,  etc.),  les  maccalubes 
(Italie)  et  enfin,  par  extension,  les  sources  thermales  et  les  phé- 
nomènes éruptifs,  étudiés  par  Ch.  Sainte-Claire  Deville  et 
M.  Fou  que. 

Pour  revenir  aux  volcans  proprement  dits,  mieux  caractérisés 
par  la  nature  ignée  de  leurs  éruptions,  les  géologues  les  ont  classés 
en  séries  et  en  catégories,  comprenant  douze  variétés  dans  le  bel 
Ouvrage  de  Léopold  de  Buch.  La  distribution  géographique  des 
volcans,  encore  actifs  ou  actuellement  éteints,  a  été  rappelée 
d'après  les  géologues  qui  font  autorité.  Il  n'est  pas  inutile  de  si- 
gnaler à  ce  sujet  Y  Astronomie  d'Ara  go  et  les  Traités  de  Géologie 
de  Beudant  et  d'Ach.  Comte. 

Les  produits  des  éruptions  volcaniques,  leur  origine  probable, 
leur  mode  de  formation  et  les  autres  particularités  qui  s'y  ratta- 
chent, sont  autant  de  questions  sur  lesquelles  l'auteur  donne  aussi 
d'intéressantes  remarques. 

Le  quatrième  et  dernier  Chapitre  renferme  l'exposé  des  connais- 
sances actuelles  relatives  au  phénomène  des  tremblements  de 
terre. 

Leur  étude  a  beaucoup  gagné  à  la  discussion  des  statistiques  et 
des  relevés  chronologiques  établis  par  Mallet,  Perrey  et  quelques 
autres  observateurs,  mais  c'est  M.  de  Rossi  qui  a  ramené  l'atten- 
tion et  qui  a  obtenu  d'y  intéresser  un  grand  nombre  de  physiciens, 
en  jetant  les  bases  d'une  météorologie  endogène,  qui  se  propose 
de  suivre  et  de  mesurer  les  mouvements  sismiques  dont  la  croule 
terrestre  est  le  siège. 

Dans  la  description  des  circonstances  qui  accompagnent  les  se- 
cousses de  tremblement  de  terre,  nous  désirerions  une  indication 
plus  complète  des  résultats  si  intéressants  que  les  géologues  et 
physiciens  ont  déduits  de  l'observation  du  terrible  cataclysme  du 
27  août  1 883,  près  de  l'île  de  Java.  C'esl,  en  effet,  le  premier 
exemple  d'une  aussi  nombreuse  série  de  phénomènes  avant  eu  un 
pareil  retentissement  dans  l'atmosphère  terrestre  et  dans  la  masse 
des  eaux  de  l'océan  Pacifique,  et  pour  Laquelle  il  ait  é{,é  possible 
de  les  étudier  complètement,  grâce  à  la  multiplicité  des  moyens 
d'observation  dont  on  dispose,  depuis  quelques  années,  sur  la 
totalité  du  globe. 
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Indices  précurseurs  des  secousses  el  moyens  proposés  pour  pré- 
server les  constructions,  appareils  de  constatation  des  -'''Dusses 
(séismographes  et  sismomètres).  Géométrie  et  Mécanique  <lu 
centre  et  des  lignes  sismiques.  Hypothèses  diverses  de  l'origine 
probable  des  tremblements  de  terre.  Distinction  fondamentale 
entre*  les  secousses  volcaniques  et  celles  qui  résultent  de  fractures 
et  déroulements  mécaniques. 

Ici  se  termine  le  compte  rendu,  que  nous  aurions  très  volontiers 
développé  davantage;  nous  croyons  cependant  qu'il  suffira  pour 
montrer  l'intérêt  qui  s'attache  à  ce  Traité  de  Géophysique. 

Nous  ne  voulons  pas  donner  d'importance  aux  petites  Lacunes 
rencontrées  ou  signalées  dans  les  indications  bibliographiques 
qui  constituent  le  fonds  même  de  l'Ouvrage.  Elles  doivent  dispa- 
raître devant  l'impression  favorable  que  produit  le  soin  attentif 
avec  lequel  l'auteur  s'est  appliqué  à  rechercher  et  à  faire  connaître 
avec  précision  à  quel  savant  ou  philosophe  il  faut  attribuer  l'hon- 
neur de  tel  ou  tel  progrès  réalisé  dans  chaque  branche  des  connais- 
sances humaines.  Les  livres  dits  classiques  laissent  trop  de  côté 
ces  renseignements,  et  c'est  pourtant  une  grande  satisfaction  que 
de  pouvoir  connaître  l'histoire  de  chaque  question  envisagée  sépa- 
rément. Avec  M.  Gunther,  on  est  habitué  à  cette  recherche  de  La 
vérité  historique,  et  nous  ne  croyons  pouvoir  mieux  conclure 
qu'en  souhaitant  que  cet  utile  exemple  soit  désormais  suivi  par 
tous  les  géomètres  dans  la  rédaction  de  leurs  Ouvrages. 

H.  B. 


DESPEYROUS,  ancien  professeur  à  la  Faculté  dos  Sciences  de  Toulouse.  — 
Cours  dk  Mécanique,  avec  des  Notes  par  M.  G.  Darboux,  Membre  do  l'In- 
stitut, professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  1  vol.  grand  iu-8".  1  m  -  i  ">  7  p. 
A.  Hermann;  Paris,  1 88.» . 

L'Introduction  est  destinée  à  définir  l'objet  de  la  Mécanique 
rationnelle  et  l'ordre  que  L'auteur  a  cru  devoir  suivre  dans  son 
Ouvrage,  adoptant  les  idées  des  plus  grands  géomètres  du  com- 
mencement de  ce  siècle,  l'auteur  fait  précéder  l'étude  de  la  Dyna- 
mique de  celle  de  la  Statique. 
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Première  Partie.  —  Statique. 


La  Statique  a  pour  objet  de  résoudre  un  problème  parfaite- 
ment défini  :  Trouver  les  conditions  d'équilibre  d'un  système 
de  forcées  appliquées  à  un  corps  solide.  C'est  de  l'énoncé  même 
da  problème  que  l'auteur  déduit  la  marche  qu'il  doit  suivre  pour 
le  résoudre.  Il  se  trouve  amené  à  la  notion  de  résultante  et  de 
composante,  et  à  la  composition  des  forces  concourantes.  Une  re- 
marque ingénieuse  le  conduit  de  la  composition  des  forces  con- 
courantes à  celle  de  forces  parallèles  considérée  comme  un  cas 
limite. 

La  théorie  des  forces  parallèles  à  son  tour  entraîne  à  la  recherche 
des  centres  de  gravité,  qui  occupe  tout  le  Chapitre  III.  Nous  y 
relevons  l'examen  de  plusieurs  questions  intéressantes,  comme  le 
centre  de  gravité  de  l'aire  du  triangle  sphérique,  une  extension  du 
second  théorème  de  Guldin  et  enfin  les  célèbres  propriétés  du 
centre  de  gravité  d'un  système  de  points  matériels.  Le  Chapitre  IV 
est  consacré  à  la  théorie  des  couples.  Maître  dès  lors  de  tous  les 
éléments  nécessaires  pour  résoudre  le  problème  général  de  la  Sta- 
tique, l'auteur  aborde,  dans  le  Chapitre  V,  la  théorie  de  la  com- 
position et  de  l'équilibre  des  forces  qui  agissent  sur  un  corps 
solide.  La  question  y  est  traitée  avec  détails.  Réduction  des  forces 
à  une  force  et  à  un  couple,  cas  d'une  résultante  unique,  usage  des 
moments,  leur  identité  avec  les  couples.,  systèmes  équivalents, 
théorie  de  l'axe  central,  étude  de  la  réduction  des  forces  à  deux 
et  des  propriétés  spéciales  à  ce  mode  de  réduction,  rien  n'a  été 
oublié,  et  chaque  chose  s'y  trouve  en  sa  place,  qualité  bien  rare 
quand  il  s'agit  d'exposer  une  théorie  aussi  complexe  que  celle  des 
systèmes  de  forces  et  de  leur  équivalence. 

Les  applications  de  la  solution  du  problème  général  se  présen- 
tent naturellement  dans  le  Chapitre  suivant  Equilibre  d' un  sys- 
tème qui  n  est  pas  libre,  ainsi  que  dans  le  \  Jl(  et  dernier 
Equilibre  des  fils.  Les  équations  de  l'équilibre  d'un  fil  v  sontéta- 
blies  par  une  méthode  vraiment  rigoureuse  et  qui  ne  laisse  rien  à 
désirer.  Le  problème  de  la  chaînette  et  celui  <\e>  ponts  suspendus 
y  sont  non  seulement  résolus,  mais  encore  minutieusement  dis- 
culés. 
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Devxiémr  partie.  —   Cinématique. 

La  Cinémalique  précède  la  Dynamique  à  laquelle  elle  fournit  la 
ressource  indispensable  <l<-  ses  formules  qui  traduisent  les  pro- 
priétés géométriques  du  mouvement.  Ces!  dans  ce  bul  que  do  il 
être  traitée  la  Cinématique  dans  nu  volume  exclusivement  théo- 
rique. Aussi  ne  s'est-on  pas  préoccupé  dans  cel  (  )u\  rage  <!«•>  appli- 
cations possibles  de  la  Cinématique  à  la  théorie  des  mécanism 
ni  des  propriétés  trop  géométriques  qui  paraissent  appartenir 
moins  à  Ja  Mécanique  qu'à  cette  dérivation  de  la  Cinémaliqn 
dont  le  nom  est  récent,  la  Géométrie  cinématique. 

Les  démonstrations  y  sont  géométriques  et  directes,  ri  celle  du 
théorème  de  Goriolis  notamment  est  aussi  simple  que  l'on  puisse 
le  désirer,  sans  sacrifier  la  rigueur.  Voici  les  titres  des  Chapitres 
qui  composent  cette  Partie  : 

Chap.  I.  —  Mouvement  du  point  matériel;  vitesse. 

Chap.  II.  —  Accélération  dans  le  mouvement  d'un  point  matériel. 

Chap.  III.  —  Mouvement  d'un  corps  solide. 

Chap.  IV.  —  Mouvement  composé  et  mouvement  relatif  d'un  point. 

Chap.   V.  —  Composition  des  mouvements  d'un  corps  solide. 

Troisième  Partie.  —  Dynamique  du  point  matériel. 

La  Dynamique  constitue  la  partie  la  plus  importante  et  la  plus 
originale  de  l'Ouvrage  ;  dans  le  premier  Chapitre  l'auteur  aborde 
la  question  si  délicate  des  principes  de  la  Dynamique  qui  a  prêté 
et  peut  encore  prêter  à  tant  de  controverses.  En  débutant  par 
l'énoncé  précis  des  principes  fondamentaux,  l'auteur  se  place  tout 
de  suite  sur  le  terrain  géométrique  qui  s'ouvre  alors  sans  obstacle 
à  la  Dynamique,  dans  laquelle  s'offre  tout  d'abord  l'étude  du  mou- 
vement rectiligne  du  point  matériel.  Cas  de  la  pesanteur  ou  de 
l'attraction  par  des  centres  fixes,  tels  sont  les  types  généraux  des 
problèmes  résolus,  en  y  joignant  ceux  où  entre  la  considération 
de  la  résistance  du  milieu.  L'auteur  n'a  pas  omis  le  cas,  qu'il  est 
important  de  signaler  aux  élèves,  où  les  équations  du  problème 
sont  différentes  suivant  le  sens  du  mouvement. 

Dans  le  Chapitre  111,  on  établit  les  équations  générales  du  mou- 
vement curviligne,  directement  déduites  des  principes  fondamen- 
taux énoncés  au  début. 
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Gomme  première  application,  le  Chapitre  IV  est  tout  entier 
consacré  à  une  étude  très  soignée  du  mouvement  des  projectiles 
avec  diverses  hypothèses  sur  la  loi  de  la  résistance  de  l'air. 

Le  Chapitre  V  est  particulièrement  remarquahle.  On  ne  peut 
songer  dans  un  livre  d'enseignement  à  donner  un  grand  dévelop- 
pement à  la  belle  théorie  que  Lagrange,  Poisson,  Cauchy,  Jacobi, 
Bertrand  et  Bour  ont  édifiée  sur  les  équations  générales  de  la 
Dynamique.  Mais  Fauteur  a  pu  en  quelques  lignes  donner  un 
aperçu  très  net  sur  le  point  de  départ  de  ces  grandes  découvertes. 

La  définition  des  intégrales  y  est  très  clairement  donnée,  et  le 
théorème  des  forces  vives  se  trouve  ainsi  spontanément  amené 
pour  fournir  dans  certains  cas  l'intégrale  des  forces  vives.  Les 
cas  où  il  existe  une  fonction  de  force,  les  propriétés  des  surfaces 
de  niveau,  l'application  du  théorème  des  forces  vives  à  divers 
exemples  remplissent  ce  Chapitre  intéressant,  qui  se  termine  par 
quelques  pages  sur  la  définition  et  l'usage  de  la  locution  travail. 

Le  théorème  des  forces  vives  trouve  une  belle  application  dans 
l'étude  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  courbe  fixe. 
Ce  problème  est  traité  dans  le  Chapitre  VI,  et  un  cas  particulier 
est  abordé  dans  le  Chapitre  VII,  à  savoir  le  mouvement  d'un  point 
pesant  sur  une  courbe  fixe. 

Ce  dernier  problème  offre  un  grand  intérêt,  soit  à  cause  des 
singularités  analytiques  qu'il  présente  dans  les  formules,  soit  à 
cause  des  cas  particuliers  qui  ont  occupé  les  plus  grands  géomètres 
à  la  naissance  même  du  Calcul  infinitésimal.  Cela  explique  les  dé- 
veloppements avec  lesquels  il  se  trouve  traité.  C'est  ainsi  que  le 
Chapitre  VIII  est  entièrement  consacré  au  mouvement  du  pendule 
simple  avec  diverses  lois  de  résistance,  que  le  Chapitre  IX  s'occupe 
plus  spécialement  de  la  célèbre  propriété  qu'offre  la  cycloïde  d'être 
tout  à  la  fois  tautochrone  et  brachistochrone  pour  la  pesanteur. 
On  trouvera  aussi  dans  ce  Chapitre  des  considérations  générales 
sur  les  tautochrones  et  les  brachistochrones  avec  des  applications. 
Enfin  le  Chapitre  X  termine  la  dynamique  du  point  matériel  par  la 
théorie  classique  des  forces  centrales,  suivie  d'une  application  très 
développée  aux  lois  de  Kepler  et  de  nombreux  et  intéressants 
exercices. 

Tel  est,  dans  son  ensemble,  le  tome  [er  de  l'Ouvrage  que  vient 
de  publier  M.  Hermann.  Le  cours  de  M.  Despeyrous  es!  essentiel- 


MÉLANGES. 

lement  un  Ouvrage  d'enseignement;  il  se  reconHnande  aux  étu- 
diants de  nos  Facultés,  non  seulemenl  par  L'ordre  j  »  ;  •  i  (  ;  »  i  t  qui 
règne  dans  l'ensemble,  mais  encore  par  le  soin  minutieux  <|ii«- 
l'éminenl  professeur  de  La  Faculté  de  Toulouse  a  apporté  dans  Les 
détails.  Les  discussions  des  problèmes  \  ><>u\  menées  jusqu'au 
bout,  condition  bien  précieuse  pour  un  Livre  destiné  à  servir  de 
guide  aux  élèves. 

Pour  ajouter  encore  au  mérite  de  L'Ouvrage,  M.  Darboux  l'a 
enrichi  de  Notes  relatives  à  diverses  questions  de  Mécanique. 
Certaines  de  ces  Notes  ont  trait  à  des  questions  que  M.  Darboux  a 
développées  complètement  dans  des  Mémoires  insérés  dans  divers 
Recueils  scientifiques;  d'autres  offrent  des  résultats  entièrement 
nouveaux.  Voici  la  liste  de  ces  Notes  : 

Note  I.  —  Sur  la  composition  des  forces  en  Statique. 

Note  II.  —  Relative  à  deux  théorèmes  de  Lagrange  sur  le  centre  de  gra^  in'-. 

Note  III.  —  Sur  le  centre  de  gravité  de  certains  volumes. 

Note  IV.  —  Sur  le  système  de  quatre  forces  en  équilibre. 

Note  V.  —  Sur  l'équilibre  astatique. 

Note  VI.  —  Sur  les  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde. 

Note  VII.  —  Problème  de  Mécanique. 

Note  VIII.  —  Sur  le  mouvement  d'une  figure  invariable. 

Note  IX.  —  Sur  un  nouvel  appareil  à  ligne  droite  de  M.  Ilart. 

Note  X.  —  Sur  la  bracliistochrone  relative  à  un  point  matériel  pesant. 

Note  XI.  —  Sur  une  loi  particulière  de  la  force  signalée  par  Jacobi. 

Note  XII.  —  Sur  les  lois  de  Kepler. 

Note  XIII.  —  Sur  le  tautochronisme  en  ayant  égard  au  frottement. 

G.  K. 


MÉLANGES. 

QUESTIONS    HÉRONIENNES 
P*b  M.  Paul  TANNERY. 

m. 

Je  reviens  maintenant  à  la  question  de  l'extraction  des  racines 
incommensurables  chez  les  anciens,  pour  présenter  quelques  re- 
marques qui  m'onl  été  suggérées  par  la  lecture  i\i'>  travaux  récem- 
menl  publiés  sur  cette  question. 
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Dans  mon  essai  Sur  la  mesure  du  cercle  d' Archimède  ('),  j'ai 
proposé  la  restitution  de  la  méthode  d'invention  qui  m'a  paru  la 
plus  naturelle  et  la  plus  conforme  à  Tordre  d'idées  historiquement 
établi  pour  la  solution  de  l'équation  de  Pell.  Mais  je  tiens  à  bien 
constater  que,  abstraction  faite  des  Hindous,  il  n'y  a  aucune 
preuve  positive  que  cette  solution  ait  été  connue  avant  Fermât. 

Le  seul  indice  grave  que  nous  possédions  pour  une  découverte 
antérieure  de  cette  solution  consiste,  en  effet,  dans  le  fameux 
problème  des  bœufs  attribué  à  Archimède,  et  dont  l'authenticité 
reste  sujette  à  caution  ;  si  l'on  écarte  ce  problème,  le  choix  de 
certaines  valeurs  approximatives  de  y/3  fait  par  Archimède  dans  sa 
Mesure  du  cercle,  est  entièrement  insuffisant  pour  attribuer  au 
géomètre  de  Syracuse  la  connaissance  de  la  solution  de  l'équation 
de  Pell. 

On  peut  de  même  rencontrer,  bien  avant  Fermât,  d'autres  va- 
leurs approximatives  de  racines  incommensurables  correspondant 
à  des  solutions  particulières  d'équations  de  Pell,  mais  il  ne  peut 
être  permis  d'en  conclure  la  connaissance  d'une  solution  théo- 
rique, car  ces  solutions  particulières  peuvent  avoir  été  obtenues 
par  tel  ou  tel  procédé  d'approximation  dans  l'extraction  de  la  ra- 
cine. 

Le  procédé  qui  me  paraît  devoir  être  essayé  de  préférence  est 
celui  que  M.  Gùnther  (2)  a  développé  comme  lui  ayant  été  pro_ 
posé  par  M.  Radicke,  dans  une  correspondance  particulière.  J'avais 
d'ailleurs  déjà  posé,  dans  l'essai  que  je  viens  de  rappeler,  le  principe 
de  ce  procédé  que  je  désignerai  par  R,  par  opposition  au  principe 
que  j'indiquerai  par  la  lettre  T,  et  qui  est  celui  que  j'ai  proposé 
comme  représentant  le  mode  de  calcul  employé  dans  l'Ecole  héro- 
nienne. 

Pour  bien  faire  comprendre  en  quoi  diffèrent  ces  deux  procé- 
dés, je  ferai  tout  d'abord  remarquer  qu'ils  peuvent  être  consi- 
dérés comme  exclusivement  arithmétiques  et  uniquement  fondés 
tous  deux  en  principe,  comme  notre   méthode  vulgaire,  sur  l'ap- 


(')  Mémoire  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
t.  IV„  p.  3i3-337. 

(2)  Die  quadratischen  Irrationalité/ ton  der  Allen  und  deren  Entwickelungs- 
methoden  dans  les  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik,  IV. 


proximalion 
si  l'on  a 
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/• 


ta 


Les  deux  procédés  supposent  également  la  détermination  suc- 
cessive  de  quantièmes  dans  une  suite   que  je  représenterai  par 


d. 


i 

(i , 


d„  ' 


les  lettres  étant  supposées  représenter  des  nombres  entiers  et  Xn 
et  yn  étant  premiers  entre  eux. 

En  particulier,  dans  cette  notation  : 

^o  =  E,  Jo  =  i , 

xx  =  E  dx  ■+■  i ,     yx—  d{. 

J'ai  sans  doute  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  la  réduc- 
tion au  même  dénominateur,  que  je  suppose  par  la  notation  — ,  devai  t 

yn 

être  chez  les  anciens  évitée  généralement  comme  essentiellement 
contraire  au  principe  même  du  mode  de  représentation  suivi  pour 
les  fractions;  mais,  dans  la  suite  des  temps,  lorsque  ce  mode  a  été 
abandonné,  cette  réduction  est,  au  contraire,  devenue  de  règle. 

Si  l'on  suppose  déterminés  successivement  n  dénominateurs,  il 
s'agit  d'obtenir  le  suivant,  d,l+i. 

Soit  posé  —  =  a,  le  reste  r  de  l'extraction  de  la  racine  sera  né- 

yn 

cessairement  de  la  forme  — \->  et  le  terme  complémentaire  de  l'ap- 

y  n 

proximation  est 


R« 


2  Cl  -i-XnJ^ 


Au  lieu  de  déterminer  d/l+{,  les  héroniens  pouvaient  d'ailleurs  : 

i°  Soit  développer  le  terme  complémentaire  en  une  suite  de 
quantièmes  suivant  les  procédés  propres  à  ce  genre  de  dévelop- 
pement, et  pour  l'étude  desquels  j'ai  réuni  plus  haut  l'ensemble 
des  matériaux  fournis  par  la  collection  héronienn»  : 


(')  Je  représente,  avec  MM.  Cantor  et.  Gûnther,  l'égalité  approximative  |>;ir  le 
signe  oo. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  a*  série,  t.  VIII.  (Décembre  188^  i\ 


JG-2  PREMIÈRE   PARTIE. 

2°  Soit  limiter  ce  développement  (en  forçant  ou  non  son  dernier 
terme)  de  manière  à  négliger  les  fractions  à  dénominateur  trop 
élevé,  dépassant  100  par  exemple. 

Il  peut  d'ailleurs  se  faire,  exceptionnellement,  que  ixnyn  soit 
divisible  par  R„  ;  dans  ce  cas,  on  a  naturellement 

M/i-hl  —        5 , 

dans  ce  cas  singulier,  K„+i  et  les  numérateurs  suivants  des  restes 
soit  nécessairement  égaux  à  — i,et  dès  lors  xn+i ,  r«+i,  comme 
les  couples  suivants,  forment  des  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion de  Pell 

X2  —  A  j2  =  i . 

Mais,  dans  le  cas  général,  si  l'on  veut  déterminer  d,l+{,  deux 
systèmes  différents  peuvent  être  adoptés. 

ProcédéT.  —  On  peutprendrepour<^„+1  la  partie  entière  du  quo- 
tient — et-*  ou  cette  partie  entière  augmentée  d'une  unité,  suivant 

que  l'on  veut  obtenir  l'approximation  par  excès  ou  par  défaut. 
C'est  évidemment  le  procédé  le  plus  naturel  et  aussi  le  plus  simple, 
si  l'on  ne  calcule  que  deux  ou  trois  termes  successifs  de  la  suite. 

Procédé  R.  —  Dès  que  l'on  veut  poursuivre  l'approximation 
plus  loin,  la  nécessité  des  réductions  au  même  dénominateur  s'im- 
pose, et  il  y  a  lieu  de  chercher  à  simplifier  les  calculs;  on  a  un 
moyen  très  simple  en  faisant  entrer  yn  comme  facteur  dans  le  nou- 
veau dénominateur  à  déterminer. 

Soit  donc    zn   une  valeur  entière    approchée   (en  plus   ou  en 

moins)  de  -5—?   on  posera 

"il 

dni-\  —  y  h  &n  =  y  n  1  • 
d'où 

ri 

H  n+1  =  (  R**n  —  a :T»  )zn—\. 

Il  faut  (Tailleurs  remarquer  que,  comme 
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si  Y  est  entier,  comme  Xn,yn  sont  supposés  premiers  entre  eux, 
\\n  et  y n  le  seront  également;  il  conviendra  d'ailleurs  de  suppri- 
mer, le  cas  échéant,  les  facteurs  communs  à  xn+\  et  >„_,_,,  déter- 
minés comme  ci-dessus,  ce  qui  permettra  de  diviser  R„+,  par  le 
carré  de  ces  facteurs  communs. 

Il  est  clair  d'ailleurs  que,  si  l'application  du  procédé  T  es!  limitée 
au  calcul  de  deux  termes,  il  donnera  les  mêmes  résultats  que  le 
procédé  R.  11  peut  donc  être  difficile  d'établir  en  fait  lequel  de 
ces  deux  procédés  a  été  suivi  dans  ce  cas,  et  c'est  celui  des  ap- 
proximations que  l'on  retrouve  dans  les  collections  héroniennes. 

Je  ne  me  suis  donc  déterminé,  pour  le  premier  de  ces  deux  pro- 
cédés, que  par  des  conditions  a  priori;  théoriquement,  en  effet, 
il  est  plus  simple;  d'autre  pari,  le  second  repose  sur  l'hypotlx 
que,  dans  les  suites  héroniennes  de  quantièmes,  chaque  dénomi- 
nateur doit  être  un  multiple  du  précédent;  or  ce  principe  n'a  ja- 
mais été  suivi,  ni  par  les  Egyptiens,  ni  par  l'Ecole  héronienne. 

Mais  il  me  semble  au  moins  très  probable  que  le  procédé  R  a 
été  adopté  plus  tard  par  certains  calculateurs  pour  obtenir  des  ap- 
proximations poussées  assez  loin  et,  en  particulier,  pour  arriver 
par  tâtonnement  à  des  solutions  d'équations  de  Pell. 

Je  l'ai  notamment  appliqué  avec  succès  aux  douze  solutions 
signalées  par  M.  Perott('),  dans  l'édition  de  i  534?  du  Tratado 
subtilissimo  de  Arismetica  y  de  Geometria  du  dominicain  Juan 
de  Ortega.  Toutes  s'obtiennent,  grâce  au  procédé  R,  poussé  du 
premier  au  quatrième  degré  d'approximation,  comme  l'indique  le 
Tableau  suivant  : 


(0 

(2) 

(3. 
(4) 
(5) 

/—T.                l6 
5i 

\/So  a  8  -l  =  9 

I  o 

/ —             6)9 

v/3oo  C/-)  17  —  = 
/ — n             285 

1                       I 

1 1-4-  "           „ 

3         3.17 

1 

~78' 

1             1 

=  17-+- 7  -  ni 

1       1 
'-  '  3     3.2e' 

1       1 

19 -•-  -  -r-  - ; 

{        {.Il 

1 

i.T5.i: 

I 

I  I  .71 

(')  fiullettino   di  Bibliografia   t   di   Storia  délie   Scienzt  mathenuitiche  e 
fisiche,  avril  rH8-.>. 
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/ — ;      ï3        i    t      .  .   , 
(t\\  i/i'^(^  u —  =  12  —  -  —  —   (  racine  héron lenne). 

v   '      v  21  3     21 

/ —   ^  io3       !     I 
'7)    v/7^8— 1=9-^-1 


1 56       3    3. 02 

/ 100         I      1 

i'8)    V75& 00  27  —2  =  27  H , 

v  y    v  '       220       2   2. 1 10 

^r—     6886        1    1      1         1 

(  ()  )  V/61  1  <^>  2|  -7777    =  23   —   -  -h   r—   —    5—^ =    —    y~5 E 

J/  v  9385  3        3.6        3.6.13        0.3.10.71 

V        7  760  5  5.132 

(u)         s/^ôô  °°  28  ^5  =  28  •+-  ^  — 


693  3        3.7        3.7.33 

(12)  \J l\  1 00  OO  64  77-  =  6.4  H-  —  • 

Cette  application  suffit  pour  montrer  la  valeur  du  procédé  R. 

On  pourra  remarquer  que,  pour  les  racines  (7),  (8),  (10),  une 
solution  de  l'équation  de  Pell  a  déjà  été  obtenue  au  précédent  de- 
gré d'approximation,  de  même  que  pour  (2)  la  partie  entière 
fournit  déjà  une  solution  semblable. 

M.  Perott  a  encore  signalé  l'approximation 

V/2000C^44   -t~-, 

2082 

qu'il  considère  comme  la  réduite  Ai  ^r??   à  des  fautes  d'impres- 
1  r  2383  r 

si  on  près. 

Il  est  très  probable,  en  effet,  que  les  nombres  imprimés  sont 
fautifs,  mais  leur  correction  ne  peut  être  qu'aventureuse. 

Je  me  contenterai  donc  des  remarques  suivantes  :  si  le  dénomi- 
nateur 2082  est  exact,  la  valeur  la  plus  approchée  par  le  numéra- 
teur est  i863  qui  est  égal  à  207  x  9,  en  sorte  que  l'erreur  a  pu 
provenir  de  ce  que,  dans  ce  dernier  produit,  le  signe  de  la  multi- 
plication a  été  omis. 

D'autre  part,  ^2000  =  20  y/5,  et  pour  y/5  la  série  de  Fibonacci 
avait  pu  conduire  facilement  à  l'approximation 

\/j  —  1         1  />()- 


fl  ou 


2  •>r>«4 

>t'      r>778-  -   /t      •  ,,  1-864 

2  >*  1  23o  1 
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Or   1864  "=  207  x  9  -H  1.    I)'1   même  2^84  ;<    1    pour  résidu    par 
rapport  à  ().  Il  semble  donc  qu'un  calculateur  ait  voulu  simpliûer 

la  fraction     .   *■  en  diminuant  les  deux  termes  d'une  unité  et  en  di- 

visant  liaut  et  bas  par  9,  mais  qu'ensuite  son  opération  naît  pas 
été  comprise  ou  qu'il  l'ait  lui-même  abandonnée  après  avoii 

l863  ,      c  .        ,  ,    ,  186  I  '<»- 

connu  que  — ^—  est  de  lait  plus  approchée  que 

n        ->,5iS'2  '  '  l  l       2583        287 


l\. 


Depuis  l'important  travail  que  j'ai  signalé  plus  haut  de  M.  Sieg- 
mund  Gùnther,  sur  l'extraction  approximative  des  racines  carrées, 
je  dois  particulièrement  appeler  l'attention  sur  deux  récents  essais 
dus  à  M.  Hundrath  ('  ),  parce  qu'ils  ont  suffisamment  approfondi 
la  question  telle  que  je  l'avais  posée,  pour  me  conduire  à  préciser 
davantage  mon  point  de  vue  particulier. 

Je  fais  abstraction  des  considérations  propres  à  M.  Hundrath, 
dan  s  lesquelles  il  cherche  à  restituer  l'ordre  d'idées  suivi  par  les  Grecs, 
en  admettant,  par  exemple,  qu'ils  se  sont  aidés  de  raisonnements 
sur  des  figures  géométriques;  cette  opinion  a  une  grande  probabi- 
lité historique  sinon  pour  l'invention,  au  moins  pour  la  démon- 
stration qui  a  dû  suivre  l'invention  presque  immédiatement  ; 
mais  je  crois  pouvoir  me  borner  au  point  de  vue  spécialement  arith- 
métique. 

La  restitution  de  la  méthode  héronienne,  telle  que  je  l'ai  es- 
sayée, comportait  deux  éléments  distincts  : 

i°  La  constatation  du  fait  que  les  suites  de  quantièmes  dans  les 
approximations    héroniennes    ont  été   partiellement  calculées    au 

moyen  du  développement  d'un  terme  complémentaire  --  • 

2°  La  détermination  des  règles  de  calcul  suivies  dans  le  choix 
des  approximations  successives  donnant  naissance  à  ces  termes 
complémentaires. 


(')  Ueber  dus  Ausziehen  der  Quadratwurzel  bei  Griecken  und  Tndern, 
Hadersleben,  Schtttze  et  Festersenj  i883.  Die  Berechnung  irrationaler  Quadrat- 
wurzeln  vor  der  Herrschaft  der  Decinialbriïchc,  Kiel,  Lipsius  et  Tischer,  t884- 
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Sur  le  premier  point,  M.  Hundrath  est,  comme  M.  Giinther, 
parfaitement  d'accord  avec  moi,  et  il  me  semble  qu'en  fait  il  n'y 
a  plus  aujourd'hui  matière  à  aucun  doute;  sur  le  second  point,  au 
contraire,  la  discussion  peut  rester  ouverte. 

Ainsi  j'ai  déjà  indiqué  le  doute  qui  peut  subsister  sur  le  choix 
théorique  entre  les  deux  procédés  que  j'ai  désignés  par  les  let- 
tres T  ou  R.  D'autre  part,  les  règles  de  calcul  que  j'avais  ad- 
mises pour  le  procédé  T  ont  été  présentées  par  moi  comme  laissant 
une  certaine  latitude  à  l'habileté  du  calculateur;  on  peut  se  de- 
mander si  cette  latitude  n'allait  pas  encore  plus  loin. 

Ainsi  j'avai3  admis  en  principe  que,  pour  éviter  des  réductions 
subséquentes,  les  premières  approximations  devaient  être  faites 
régulièrement  par  défaut.  Mais,  si  l'on  n'admet  que  deux  degrés 
d'approximation  au  plus,  si  l'on  remarque  d'autre  part,  qu'en  fait 
dans  les  exemples  héroniens,  pour  le  second  degré  d'approxima- 
tion, la  première  fraction,  en  valeur  absolue,  est  toujours  ->  -  ou 

-j  le  motif  mis  en  avant  n'est  guère  valable,  puisque,  avec  ces  frac- 
tions, les  réductions  peuvent  se  faire  immédiatement;  il  est  même 

clair  qu'il  est  plus  facile  de  calculer  le  reste  pour  (a  +  i)  —  5  que 

2 
pour  a  -t-  -  • 
1  o 

M.  Hundrath  a  systématiquement  essayé  les  approximations 
par  excès  et  il  est  ainsi  arrivé  à  des  simplifications  incontestables 
et  à  des  réductions  dans  le  degré  d'approximation  supposé;  à  la 
vérité,  dans  son  premier  travail  il  a  admis,  contrairement  à  mon 
opinion,  que  le  calcul  pouvait  être  poussé  jusqu'au  quatrième  de- 
gré. Mais,  dans  son  second  essai,  il  est  revenu  sur  celte  conjec- 
ture et  s'est  borné  au  deuxième  degré,  tandis  que  j'avais  été  jus- 
qu'au troisième.  Je  pense  que  sa  dernière  conclusion,  à  laquelle 
j'étais  déjà  arrivé  de  mon  côté  à  la  suite  de  son  premier  travail,  est 
de  beaucoup  plus  probable  et  qu'en  thèse  générale  on  doit  ad- 
mettre les  premières  approximations  par  excès  toutes  les  fois 
qu'elles  conduisent  plus  simplement  au  résultat.  On  doit  avoir 
d'autant  moins  de  scrupule  à  cet  égard  que  l'emploi  d'un  terme 
négatif  se  rencontre  déjà  effectivement  dans  la  collection  héro- 
nienne;  que  l'usage  alternatif  de  termes  positifs  et  négatifs  semble 
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avoir  été  chez  les   Hindous   L'objet   dune  certaine    préférem 
qu'enfin   l'heureuse  application   que  nous  avons  \m<-   plus  haul   «lu 
système  II,  suppose  également  L'emploi  de  termes  négatifs. 

Voici  donc  comment  je  classerais  aujourd'hui  les  racini  -  béro- 
niennes  que  je  considère  comme  calculées  directement.  Les  nu- 
méros qui  les  marquent  sont  ceux  de  mon  premier  travail.  .!<•  Les 
subdiviserai  en  trois  groupes  pour  chacun  des  deux  degrés  d'ap- 
proximation, et  je  ferai  remarquer  que  les  procédés  de  calcul  sup- 
posés ne  présentent  plus  que  des  différences  insignifiantes  avec 
ceux  admis  en  dernier  lieu  par  M.  Hundrath. 

Premier  degré. 
i°  Solution  immédiate  de  V équation  de  Pell. 

(  i  )  </îïî  cxo  8 

(4)  /5Ôoo7. 


iG 
1 


(18)  y/7'2oc/)2-  —  ~  =  27 —  -=26--       (Hundrath). 

54  b  2    > 

4i°  Premier  quotient  complet  développe . 

(2)  l/l  125  <^5  33-1-  77?  =  33 , 

bb  2  -ri 

(3)  /nsi<o3a+g  =  toiii^, 

(5)  ^5u,8H.ii  =  8i|^, 

/    n ,  / — :  8  1     1 

(•Ai)  \J  1 08  00  1  o  H =  IO  -r  —=.  ■ 

■20  J    1  ) 

On  remarquera  que  la  décomposition  de  —  ou-ren  -  — r  est  celle 
^  ^  r  20        5       3  io 

du  papyrus  d'Eisenlohr  et  qu'elle  est  d'ailleurs  authentiquement 

héronienne. 
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3°  Premier  quotient  approché. 

(Les  fractions  entre  crochets  représentent  les  termes  négligés  par  Héron) 

A.  Par  excès. 


(6) 


(7) 


l/MÎB 


oo 


5  1  -1 

~~ Î6 


i  6 


V  ^9 


i  i  i  i  i 

3  ^"  48  ~  3^       ^56  =  7  3 

OO  21  H -^    =  21  -H  — ^   — 


I  I 

()6        2  56 


1 


42 


I  I 

=   21 

42  l8.42  12 


L756j 


;6 

i?6 


(8)       v/34ooc^58h-  -q '   =58  +  1  —  JL  = 


3        87 


(16)      v/356^19_^  =  I9_I___l_  =  I 


siii^m, 

248       l  J 32  J 

(.7)      •5ooo^7o  +  —  =7o  +  --u-=7o-;-^-j, 

y       4  8  10  0  12       9b  3  4        L9bJ 


B.  Par  défaut. 


(9)       ^54^7+77 


3  +  L42J 


(i5) 


i/356  I 


007  — 


19  — 


^  — 


38 


19 


I 

\—A 

00 18-  -  - 

9 

I.114J 

249 

Second  degré. 
r°  Solutions  médiates  de  V équation  de  Pell. 


3        24  —  | 


(10)       /l35     CO  12  —  : 

/ I 

(i3)      v/1575  co  40  —  - 


1 1 


3 


10 

3  .70 


i     1      1 

11 — 

2   14  21 


1 

-  —  3     - 
3        80  —  -i         9  3    '    3  238  "    ^3  5i 


=  39^  -'-     (Hundrath), 


1  —  , 


1    8 


2    1 


(i4)      v/216    ^i5--  +  - ^  =  14 -h-    -  —  =14-  —    (Hundrath), 


3        3o  — 


88 


3  33 


(22) 


^886  _       co  3o  -  -  -H  - 


16 


C»o 


11         '7  l    '     T       /11       1       1  x 

2    .|  |     I  IQ  2      |     DO 
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-    Second  quotient  complet  développé. 

(.0   y/»l  j««6  +  ! 


il  -    (  '  _L  _L 
i3         2  i  ;    s6 


(12) 


i    i- —  i       '»■ 

^  v/03ooc^79h-  -  -h  — 


i       i 


6i- 


:38 


r     56 


==793-+"3  4^  =  793-h5T 


/(J  i   34    102 


('9) 

(20) 


v/208  <•)  1 4 


3°  Second  quotient  approché  {par  défaut) 

23 


a        i 

»"  ~  »  _   ./  ■ 

28  t  > 


3  X  86 


=  i4ô  — 
>  12 


4/43-  ~  -0?6-f-  -  + 


1  1 
i3~ 


\J  =6--f-- 


1    i_3j_ 

9    «3 


2  9 


172 


'•il 


Quant  aux  deux  racines 


(M) 

(25) 


/      ,r        ^  I         I  I  I 

^/246olè^49 -__--, 

4/  615—    ^24-   7    ,     —  — 

y  G4  2    4    5i  5i  68 


il  me  paraît  de  plus  en  plus  certain  qu'elles  n'ont  pas  été  obte- 
nues directement,  quoiqu'il  n'y  ait  pas  de  difficulté  réelle  à  les 
obtenir  en  faisant  subir  aux  règles  de  calcul  des  dérogations  plus 
ou  moins  importantes. 

En  résumé,  sur  vingt-trois  racines  qu'il  faut  faire  entrer  en 
ligne  de  compte,  treize  sont  fournies  exactement  par  le  procédé 
supposé,  dix  le  sont  seulement  en  supposant  négligés  un  ou  deux 
termes  du  développement  complet,  dans  des  conditions  où  cette 
hypothèse  a  un  haut  degré  de  vraisemblance. 

Mais,  si  l'on  veut  comparer  ce  procédé  à  tout  autre  que  l'on  sup- 
posera avoir  été  connu  des  Grecs,  la  question  change.  Gomme,  en 
effet,  tout  procédé  doit,  comme  premier  degré  d'approximation, 

donner  4 /«"--f- /•  00  a  h -,  les  quinze  solutions  du  premier  degré 

ne  doivent  pas  entrer  en  ligne  de  compte,  sauf  le  cas,  très  impro- 
bable a  priori,  où  le  procédé  supposé  donnerait  rigoureusement, 
pour  une  transformation  intermédiaire,  avant  de  passer  au  second 
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degré,  quelques-unes  des  solutions  seulement  approchées  du  pre- 
mier degré.  Tl  ne  reste  donc  à  considérer  que  huit  racines,  sur  les- 
quelles notre  procédé  en  donne  six  exactement  contre  deux  seule- 
ment d'une  façon  approchée;  il  convient  seulement  de  remarquer 
que,  si  l'on  admet  contre  toute  vraisemblance  que  les  Grecs  ont 
connu  des  moyens  spéciaux  pour  obtenir  la  solution  de  l'équation 
de  Pell,  quatre  des  racines  du  deuxième  degré  doivent  encore  être 
écartées,  et  l'on  ne  se  trouve  plus  posséder  un  nombre  d'éléments 
suffisant  pour  asseoir  une  probabilité. 

V. 

Il  est  clair  que  la  restitution  d'un  procédé  pour  l'évaluation  ap- 
proximative des  racines  carrées  chez  les  Grecs  ne  doit  pas  entraî- 
ner la  conviction  que  ce  procédé  ait  été  le  seul  connu,  et  ne  doit 
pas  arrêter,  par  suite,  les  tentatives  pour  établir  l'existence  de  tel 
ou  tel  autre. 

Historiquement,  d'ailleurs  on  trouve  vers  le  commencement  du 
xive  siècle,  chez  les  Byzantins  (Barlaam,  Nicolas  Rhabdas),  un 
procédé  dont  M.  Gùnther  a  fait  remarquer  l'existence  chez  les  La- 
tins du  xve  siècle  (Lucas  Pacioli)  et  qui  a  été  réinventé  plus 
tard. 

De  la  première  approximation  de  y  A  =  \'a--\-  /•, 

v  ,     r 

ia 

laquelle  est  par  excès;  on  en  déduit  une  autre  du  même  degré  par 
défaut, 

A_ 

X0 


puis  une  du  second  degré  par  excès, 

Xi  = 


X0+5"o 


Le  procédé  peut  être  indéfiniment  poursuivi. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  en  tout  cas,  qu'il  n'a  pas  été  cin- 


(')   Voir  mon  étude  sur  Emmanuel  Moschopoulos  et  Nicolas  Rhabdas  dans 
le  Bulletin  des  Sciences  Mathématiques  et  Astronomiques,  iSs  ', . 


MÉLANGES.  \yi 

plo^é  pour  le  calcul  des  approximations  héroniennes,  en  écartant, 
comme  on  doit  le  faire,  le  premiVi  degré. 

Je  ne  m'arrête  pas  aux  propriétés  de  ce  procédé,  si  1  >  I  «  - 1 1  étudiées 

en  particulier  par  M.  Gûnther;  je  m'occuperai  spécialement  d'un 
autre  proposé  par  M.  Heilermann  et  défendu  par  M.  \\  i  ûssen- 
born,  comme  susceptible  d'expliquer  les  approximations  d'Archi- 

méde  et  de  Héron. 

Dans  son  plus  récent  travail  (Zeitschrift  fur  Math*  u.  naturw. 
Unterricht,  t.  XV,  p.  81,  suiv.),  M.  Heilermann  borne  la  ques- 
tion qu'il  pose  à  chercher  si  une  approximation  donnée  X  de  v  \ 
n'a  pas  été  obtenue  par  une  relation  telle  que 

X  =  a-\ ( premier  degré  d'approximation ) 

ou  encore 

X  =  a  h (deuxième  degré), 

ia  H 

•2  a 

en  supposant  d'ailleurs  toujours  A  =  a2  -+-  f-,  toutefois  en  admet- 
tant que  a  et  /*  ne  représentent  plus  nécessairement  des  nombres 
entiers,  mais  seulement  rationnels. 

Considérons  d'abord  le  premier  degré;  on  tire  des  conditions 

a  =  X±  /X2  —  A  ,     r  =  A  — «2; 

Tl  faut  donc  que  X2  —  A  soit  un  carré  parfait;  or  ce  cas  se  pré- 
sente si  X  correspond  à  une  solution  de  l'équation  de  Pell,  ce  qui 
a  lieu  pour  quatre  de  nos  approximations  du  second  degré  ;  elles 
se  présentent  alors  comme  approximation  du  premier  degré  en 
admettant  pour  a  des  valeurs  rationnelles  qui  sont  doubles.  Ainsi, 

pour  la  racine  (10)  y/ii5,  a  peut  être  soit  1 1  ->  soit   1 1  -■ 

Il  est  certain  que  toute  la  question  revient  à  savoir  comment 
les  Grecs  ont  pu  arriver  à  choisir  la  valeur  de  a',  en  réalité,  du 
moment  où  elle  n'est  pas  entière,  ce  ne  peut  être  que  par  une 
première  approximation;  il  faudrait  donc  pouvoir  répéter  l'opéra- 
tion sur  les  valeurs  trouvées  par  a,  ou  bien  on  ne  peut  expliquer 
leur  choix  que  par  un  autre  procédé,  et  l'on  retombe  alors  inévi- 
tablement sur  celui  que  nous  avons  supposé.  Il  est  clair,  en  effet, 
que,  eu  égard  aux  conditions  posées,  a  est  absolument  arbitraire  ;  si 
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on  lui  attribue  une  valeur  m,  par  exemple,  on  retrouvera  seulement 

comme  seconde  racine  de  l'équation  en  a  la  valeur  — 

1  m 

Quant  à  l'application  du  procédé  de  M.  Heilermann  aux  racines 
héroniennes,  en  écartant  dès  lors  les  solutions  médiates  de  l'équa- 
tion de  Pell  et  celles  que  nous  avons  appelées  premier  quotient 
complet  développé,  on  est  conduit  à  admettre  pour  première  ap- 
proximation (valeur  de  a  la  plus  simple)  dans  les  racines  à  pre- 
mier quotient  approché 


|  /  58  -^  oo  8  7 ,     I  /  444  -  °°  21 1 ,     /3  Joo  oo  6o ,     1  /  8  --  oo  3  -  , 
y        io  4       V  9  J  V!"4 

et,  dans  les  racines  à  second  quotient  complet  développé, 

Les  autres  sont  réfractaires  ;  or  la  dernière  est  donnée  par  notre 
procédé;  des  quatre  premières,  la  troisième  peut  être  seule  consi- 
dérée comme  possible;  elle  reviendrait  à  considérer  y/34oo  comme 

ioy/34,  et  à  prendre  pour  \J?>/\  l'approximation  6 -,  immédia- 
tement donnée. 

Abordons  maintenant  le  procédé  de  M.  Heilermann  pour  le  se- 
cond degré  d'approximation. 

Il  conduit  à  l'équation  en  a, 

a* —  3Xa2+3Aa  —  XX  =  o, 

qui  a  deux  racines  imaginaires  et  une  réelle. 

Si  cette  équation  a  une  racine  rationnelle  in  et  que  d'ailleurs 
m2 — A  soit  un  carré  (cas  qui  se  présente  pour  les  solutions  de 
l'équation  de  Pell),  il  se  trouve  que  l'on  obtient  également  une 
solution,  en  supposant  que  X  soit  une  approximation  du  premier 
degré  seulement;  mais,  en  la  regardant  comme  du  deuxième  degré, 
on  aura,  pour  la  première  valeur  choisie  a,  un  nombre  générale- 
ment acceptable. 

Ainsi 

V7! 33  <~r>  12 ,      /2Ï6  00  1  5 9 ■ 


,2'-:>< 


(.)  •...       (-> 


JO 


).\  >o 
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si  l'on  écarte  ce  cas  particulier,  on  trouvera  encore  une  racine  ra- 
tionnelle de  l'équation   en  a  pour 


\ 


s   7   cx>3- 

.(»  i        _( 

/    2 


s/j  \  V~>  0  -r- ,        V  l>300  ^  HO 


12-1 l<»o 

12  ibo 

La  dernière  seule  est  admissible. 

On  peut  dire,  en  résumé,  que  les  procédés  de  M.  Hrilermann 
donnent  pour  les  valeurs  que  le  système  T  fournit  rigoureusement 
une  explication  aussi  satisfaisante  que  ce  système;  mais,  pour  les 
autres,  ces  valeurs  sont  absolument  réfractaires  à  ces  procédés,  ou 
bien  elles  sont  en  fait  expliquées  d'une  façon  beaucoup  moins  na- 
turelle. 

M.  Heilermann  avait,  d'autre  part,  antérieurement  proposé  un 
autre  procédé  d'approximation  dont  M.  Weissenborn  (*)  s'est, 
pour  ainsi  dire,  approprié  l'application  aux  valeurs  héroniennes, 
en  même  temps  qu'à  celles  d'Archimède.  J'écarterai  ces  dernières 
dont  le  degré  d'approximation  n'est  pas  tel  qu'il  permette  d'obte- 
nir des  conclusions  précises. 

Le  procédé  en  question,  présenté  comme  une  généralisation  de 
celui  qui  donnait  chez  les  anciens  les  nombres  côtés  et  diagonaux 
(solutions  de  l'équation  x- —  'ly-  =  zh  1),  consiste  à  former  deux 
séries  récurrentes  de  nombres  S  et  D,  d'après  la  loi 

On  obtient  facilement  la  relation 

D,2,  -  *S*  =  (1-  /0(D*  .,  -  *S»_!)  =  (i-  *)»(D*-  kS*). 

Il  en  résulte  que  si  A'  est  suffisamment  voisin  de  1,  -^  représen- 

tera  y/A' avec  une  approximation  d'autant  plus  grande  (pie  a?  sera 
plus  élevé. 


(')    Die    irrationalen    Quadratwurzeln    hei    Archimedes    im<f   fferon,    \<>n 
f>'  Weissenborn,  Berlin.  Calvary,  i883. 
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Soit  maintenant  à  extraire  y/Â  =  \!  a-  +  r  =  ai/ i-f-  —  :  si  l'on 


pose 


i  +  —  =  A:,     S0=  i,     D0  =  i, 


on  a 

St  =  2,     Dj  =  i  -+-  /{, 

et,  comme  approximation  correspondante  du  premier  degré, 

V/A  oo  «  — -  =«h : 

i!»!  'ia 

puis 

S2=3  +  /:5     Da  =  H-3*, 

et  comme  approximation  corrrespondante  du  second  degré, 

/T  D2  '• 

v/A  c^o  <2  — -  =  a  h ; 

b2  r 


9,  a  -+- 

2« 


On  voit  la  liaison  de  ce  procédé  avec  celui  que  nous  avons  pré- 
cédemment exposé,  et  l'on  peut  en  même  temps  en  reconnaître  la 
différence  dans  l'application. 

Il  est  clair  que  M.  Weissenborn  devait  immédiatement  retrou- 
ver, comme  premier  degré  d'approximation,  les  sept  valeurs  hé- 
roniennes  à  premier  quotient  complet  (simple  ou  développé). 
Gomme,  d'autre  part,  si  A  est  accompagné  de  fractions,  il  admet 
la  réduction  au  même  dénominateur  carré,  pour  l'extraction  ap- 
prochée de  la  racine  du  numérateur  ainsi  formé;  comme  enfin  il 
admet  que  a  peut  n'être  pas  la  racine  du  carré  entier  le  plus  voi- 
sin de  A,  il  obtint,  comme  données  exactement  par  son  procédé, 
quelques-unes  des  valeurs  héroniennes  qui  ont  paru  réfractai res 
au  nôtre. 


Ain 


SI 


'"'      \/"''H      =  5  VïïS  =  l  •64»-«6v>  5  (64-  ^)  =  ai  ^> 


iOO  „    I 


(Nt        1/3406  =  1/602  —  200  CO  60  =58-- 
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Il  est  clair  qu'en  adoptant  des  modifications  correspondantes 

pour  l'application  du  procédé  admis  par  nous 


v/Â  =  y/a2  ■+■  rooa 7 
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ces  mêmes  racines  peuvent  cire  obtenues  par  ce  dernier  procédé; 
elles  ne  peuvent  donc  pas  être  regardées  comme  réellement  favo- 
rables à  l'opinion  de  M.  Weissenborn  sur  l'existence  chez  les  an- 
ciens de  la  méthode  qu'il  a  étudiée. 

De  même  le  second  degré  d'approximation  de  cette  méthode 
donne  rigoureusement  les  approximations  héroniennes  à  second 
quotient  complet  ('),  et,  en  choisissante  convenablement,  deux  des 
racines  approchées  au  premier  degré,  (21)  et  (9).  A  cet  égard 
les  résultats  qu'il  obtient  sont  naturellement  comparables  à  ceux 
de  M.  Heilermann. 

Mais  cinq  racines  se  trouvent  réfractaires  à  son  procédé,  qui  lui 
donne 


(16) 
(i5) 


-S 


18  s 

480 


au 

lieu  de 

■8  5 

au 

lieu  de 

-S 

au 

lieu  de 

6  il 

(17) 
(19) 


70  6 


au  lieu  de 
au  lieu  de 


3 
12 


i« 


Or,  tandis  que,  dans  notre  procédé,  les  simplifications  des 
développements  en  quantièmes  que  donnerait  l'application  rigou- 
reuse de  la  méthode  s'expliquent  tout  naturellement,  il  est  dif- 
cile  de  rendre  compte  des  substitutions  supposées  par  M.  Weissen- 
horn. 

Celles  qui  se  rapportent  aux  racines  (17)  et  (io)  me  semblent 
notamment  inadmissibles  ;  d'autre  part. 


('0) 


26 
61 

est  plutôt 

1           1 
3  "*"  7i 

que 

1 
3  " 

r 

17 

299 
480 

est  plutôt 

1          l 
â+   8 

que 

1 

1 
9 

(!)  Sauf  la  racine  (m)  qui  se  trouve  donnée  pour  le  premier  degré,  à  cause  de 
la  forme  fractionna  ire  de  A. 
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Malgré  le  talent  dépensé  par  M.  Weissenborn,  il  ne  me  semble 
donc  pas  avoir  suffisamment  établi  sa  thèse. 

Le  grave  défaut  des  tentatives  faites  en  partant  du  principe  ad- 
mis par  M.  Heilermann,  surtout  sous  la  forme  que  lui  donne 
M.  Weissenborn,  me  paraît  être  de  conduire,  pour  le  premier  de- 
gré d'approximation,  à  une  conception  relativement  complexe  de 
la  formule  si  simple  et  historiquement  démontrée 


\l a%  ■+■  r  co  a 
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comme  aussi  de  compliquer  les  calculs  relatifs  à  cette  formule. 
Quand  au  second  degré  d'approximation 

s/ci?  -H  /•  oo  


ia 


on  peut  sans  doute  simplifier  suffisamment  sa  conception  pour  la 
présenter  sous  une  forme  qui  puisse  la  faire  regarder  comme  ayant 
pu  être  connue  des  Grecs  ;  mais  si,  d'ailleurs,  en  présence  des  do- 
cuments trop  peu  nombreux  que  nous  possédons,  elle  semble 
aussi  satisfaisante  pour  expliquer  les  valeurs  héroniennes  que  la 
méthode  que  nous  avons  proposée,  elle  paraîtra  sans  doute  beau- 
coup moins  simple  et,  partant,  moins  probable. 
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KEVUE    DES   PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 
ET  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences,  t.  XCVI  ;  i883  (  *  ). 

Nota.  —  On  a  oublié  de  mettre  en  tête  de  la  page  221  du  numéro  de 
novembre  1 883  les  mots  :  n°  13;  26  novembre . 

N°  14;  2  avril. 

Séance  publique  annuelle. 

N°  lo;  9  avril. 

Schwarz.  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  moyenne  nulle  sur  les- 
quelles on  peut  limiter  une  portion  finie  de  la  surface  par  quatre 
droites  situées  sur  la  surface.  (101  1). 

De  telles  surfaces  sont  en  général  composées  d'un  nombre  infini  de  parties 
identiques;  il  y  a  exception  pour  cinq  classes  de  surfaces;  pour  chacune  toutes 
les  lignes  droites  qu'elles  contiennent  sont  parallèles  aux  axes  de  symétrie  d'un 
cube;  M.  Schwarz  a  étudié  deux  de  ces  surfaces,  M.  Neovius  a  étudié  la  troisième. 

Cruls.  — Observation  du  passage  de\  énus  à  Punta-Arenas. (ioi3). 
(  ')  Voir  Bulletin,  1.  VII,  p.  187. 
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Péri&aud.  —  Observations  de  la  comète  Swift-Brooks.  faites  à 

l'équatorial  coudé.  (1010). 
■ 

Appcll.  —    Sur  les  fonctions  uniformes  affectées  de  coupures  et 
sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires.  (1018). 

Si  l'on  considère  une  aire  limitée  par  des  arcs  d'ellipse  tournant  leur  con- 
vexité vers  l'intérieur  de  l'aire  et  ayant  pour  foyers  respectifs  les  points  (a,,  6,), 
(a2,  b2),  ...,  (atl,  bn),  une  fonction  holomorphe  dans  cette  aire  *&(x)  y  sera 
développable  en  une  série  de  la  forme 

A"=/z  v  =  » 

A=l v=o 

a,.  -(-  b,  —  •?.  x 

œk  =  — '—. , 

?*  -  h 

le  signe  du  radical  étant  déterminé  de  telle  sorte  que  le  module  de 

soit  moindre  que  1. 

Si  les  ellipses  s'aplatissent  en  segments  de  droites,  on  aura  l'expression  la 
plus  générale  d'une  fonction  admettant  ces  segments  de  droites  pour  coupures. 

Ces  développements  sont  analogues  à  ceux  relatifs  à  une  aire  limitée  par  des 
arcs  de  cercle. 

Soit  une  équation  différentielle  linéaire 
d'"y  _        d'"-\v 

dans  laquelle  les  coefficients  X  sont  des  fonctions  uniformes  avec  un  nombre 
fini  de  points  singuliers,  et  telle  que  l'intégrale  générale  soit  holomorphe  dans 
le  voisinage  du  point  <x> . 

Soient  al,  a2,  . . . ,  «#l_,  les  points  singuliers  des  X,  et  joignons  ces  points  dans 
l'ordre  des  indices  par  une  ligne  polygonale  commençant  en  a,  et  finissant  en 
an_A  ;  l'intégrale  générale,  qui  admet  cette  ligne  pour  coupure,  sera  représentée 
par  une  série  telle  que  la  précédente,  où  l'on  suppose 

bx  =  a2,     b2  =  a„.    ...,    ba  =  a„_,. 
De  Jonquières.  —  Loi  des  périodes.  (1020). 

Dyck  (  H  .).  —  Remarques  sur  la  primitivité  des  groupes.  (1024)- 

Résumé  d*un  Mémoire  inséré  dans  les  Mathematische  Annalen,  où  l'auteur 
définit  la  primitivité  et  la  non-priniitivilé  d'un  groupe  sans  représenter  les  sub- 
stitutions du  groupe  par  des  permutations  de  lettres. 

Lucas  ÇÉ.). —  Détermination  des  progressions  arithmétiques  dont 
les  termes  ne  sont  connus  qu'approximativement.  (1026). 
On  donne  une  série  de  n  quantités 

a,,  a a  , 
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qui  représentent  approximativement,  à  des  écarts  fortuits  prés,  les  termes  cou- 
sécutifs  d'une  progression  arithmétique  inconnue 

a,,  a,,   .  .  .  ,    2„. 

Il  s'agit  de  déterminer   cette  progression  «le  façon  qu'elle  puisse  être  subitt 
tuée  le  plus  avantageusement  possible  à  la  série  donnée. 

Cesâro.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Stieltjes.  (1029). 

Démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  la  proposition  suivante  . 
Soient 

en  sorte  que 

Q»=/(0 +/(2)  -+-... H- /(n    : 
on  aura 

Q«4-Qfl  —  Q„  =  », 

pourvu  que  oc(ï  =  n. 

Léauté.  —  Sur  un  perfectionnement  applicable  à  la  turbine  Jonval. 

(io3i). 

N°  16;   16  avril. 

Jordan.  —  Note  sur  les  travaux  de  M.  H.-J.-S.  Smith,  lauréat  du 
grand  prix  de  Mathématiques,  décédé  le  9  février  1  883.  (1095). 

Bertrand.  —  Remarques  relatives  au  sujet  du  prix  du  concours 
de  Mathématiques  pour  i883.  (1097). 

Lœwy.  —  Deux  méthodes  nouvelles  pour  la  détermination  des 
ascensions  droites  des  étoiles  polaires  et  de  l'inclinaison  de  l'axe 
d'un  méridien  au-dessus  de  l'équateur.  (1098). 

Voici  le  principe  de  la  méthode  proposée  par  M.  Lœwy  :  avec  tout  instrument 
méridien  on  peut  mesurer  la  hauteur  d'un  astre  au-dessus  de  l'équateur,  trouver 
son  ascension  droite  en  notant  l'heure  de  son  passage  au  méridien  et  déterminer 
la  distance  de  cet  astre  au  plan  instrumental  au  moyen  du  fil  mobile  en  ascen- 
sion droite  placé  dans  le  micromètre. 

En  dirigeant  la  lunette  vers  le  pôle,  on  voit  défiler  dans  une  nuit  plusieurs 
centaines  d'étoiles  entre  la  io°  et  la  2e  grandeur,  observables  toute  la  nuit  :  pour 
l'une  ou  l'autre  d'entre  elles,  on  peut  donc  déterminer,  à  chaque  instant,  la 
déclinaison  et  la  distance  au  plan  instrumental. 

Or,  en  comparant  la  variation  de  ces  coordonnées  par  suite  du  mouvement 
diurne  de  la  Terre,  la  désorientation  de  la  lunette  se  fait  sentir  et  fournit  le 
moyen  d'évaluer  l'inclinaison  de  l'axe  instrumental  au-dessus  de  l'équateur. 

Trois  rapports,  en  effet,  varient  avec  le  temps  écoulé  :  le  rapport  entre  la 
distance  au  plan  instrumental  et  la  déclinaison,  le  rapport  entre  cette  distance 
et  le  temps,  le  rapport  entre  le  temps  et  la  déclinaison  instrumentale.  M.  Lœvrj 
a  établi,  pour  ce>  trois  cas,   les  équations  de  condition  en  examinant  les  varia- 


8  SECONDE   PARTIE. 

lions  que  subissent  ces  rapports  par  la  désorientation  de  l'instrument,  et  l'ana- 
lyse des  formules  montre  que  l'on  peut,  par  l'observation,  déterminer  au  moyen 
de  deux  méthodes  l'élément  cherché. 

La  première  méthode,  qui  est  la  plus  précise,  repose  sur  ce  que,  lorsque  le 
chemin  parcouru  par  l'astre  dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan  instru- 
mental est  égal  à  la  distance  polaire  apparente  de  l'astre,  on  peut  avec  préci- 
sion déterminer  l'inclinaison  de  l'arc  instrumental  par  les  variations  qui  se 
manifestent  entre  la  déclinaison  apparente  et  la  distance  par  rapport  au  plan 
instrumental. 

Dirigeant  la  lunette  vers  le  pôle,  on  choisit  à  un  instant  quelconque,  parmi 
les  astres  qui  passent  entre  le  pôle  et  i°4o',  celui  qui  est  le  plus  brillant  et  se 
trouve  encore  à  ih/|6m  avant  son  passage  au  méridien.  On  eflectue  alors  simul- 
tanément, en  ascension  droite  et  en  distance  polaire,  deux  séries  de  dix  pointés, 
séparées  par  un  intervalle  de  cinq  minutes,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  marquer 
le  temps. 

Puis,  après  un  intervalle  de  trois  heures  et  demie,  on  répète  la  double  série 
de  dix  pointés  sur  la  même  étoile. 

La  comparaison  des  résultats  nouveaux  avec  ceux  qu'on  a  obtenus  déjà 
permet  de  déterminer  l'inclinaison  de  l'axe  instrumental  au-dessus  de  l'équa- 
teur;  en  multipliant  le  nombre  des  pointés,  on  peut  porter  la  précision  à  y-J-y 
de  seconde. 

Svlvester.   —  Démonstration  graphique  d'un  théorème  d'Euler 
concernant  les  partitions  des  nombres,  (i  1 10). 

Le  nombre  de  partitions  de  n  en  nombres  impairs,  qui  se  divisent  en  i  groupes 
de  nombres  distincts,  est  égal  au  nombre  de  partitions  de  n  en  i  suites  tout  à 
fait  distinctes  de  nombres  consécutifs. 

Callandreau.  —  Calcul  d'une  intégrale  double.  (1120). 
Quadrature  approchée  de  l'intégrale  double 

cosix  cosjy  ax  dy 


*2  Jo      Jq      i/i  +  a2  —  2\ 


y/i  -i-  a2  —  2\(\icosx  -+-  vcosj') 

Goanessiat.  —   Observations  de   la  comète   Swift-Brooks,  laites 
avec  l'équatorial  Brunner  de  l'Observatoire  de  Lyon,  (i  128). 

De  Jonquières.  —  Loi  des  périodes.  (1  129). 

Picard  [E .).  —  Sur  les  groupes  de  transformation  des  équations 
différentielles  linéaires.  (1  i3i). 

L'auteur  donne,  relativement  aux  équations  différentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients rationnels  et  à  intégrales  régulières,  un  théorème  qui  correspond  au 
théorème  fondamental  de  Galois  sur  les  équations  algébriques  :  il  montre 
l'existence  de  substitutions  de  la  forme 

où  les  j   sonl  un  système  fondamental  d'intégrales,  on  lr>  a  sont   Ho*  fonctions 
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rationnelles  d'un  certain  nombre  de  paramètre!  arbitraires,  substitutions  dont 
l'ensemble  constitue,  au  sens  de  M.  Lie  l  '),  an  groupe  '•-  et  qui  jouissenl  de 
lu  propriété  suivante  : 

Toute  fonction  rationnelle  de  x  el   de  \\.  \   .   .    .,  vm  ainsi  que  de  leurs 
rivées,  s'exprimant  rationnellement  <-n  fonction  de  a?,  reste  invariable  quand  ••:" 
effectue  sur  yv  yv  .     •  .',„    'r>  substitutions   «lu    groupe   <>.    réciproquement, 

toute  fonction  rationnelle  de  x  et  de  .»',.. r y    ainsi  que  de  leurs  déi 

qui  reste  invariable  par  les  substitutions  du  groupe  <>,  est  une  fonction  ration- 
nclle  <!<•  ./'. 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  à  espace  lacunaire.  (1 1 34  >• 

Considérons  le  plan  des  ./:  comme  divisé  en  deux  parties  par  l'axe  des  quan~ 
tités  réelles.  Soity(.r)  une  fonction  n'existant  que  dans  la  partie  supérieure  et 
étant  partout  holomorphe  dans  cette  partie;  %oiifx(x)  une  fonction  n'existant 
que  dans  la  partie  inférieure  el  étant  partout  holomorphe  dans  cette  partie.  <>ii 
peut  trouver  deux  fonctions  '-?(x)  et  ty(x)  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 
elles  existent  dans  tout  le  plan;  la  somme  9  ;- y  est  égale  à  /'  dans  la  moitié 
supérieure,  à  /',  dans  la  moitié  inférieure.  La  fonction  sp  admettra  pour  coupure 
le  segment  ( — 1,  +1);  la  fonction  •l  admettra  les  deux  coupures  ( — .c ,  — 1), 
(  +  1,  -+-x). 

Picquel.   —   Sur    une    généralisation    du    théorème   de  Fermât. 
(«,37). 

Par  des  considérations  de  Géométrie,    M.  Picquet  arrive  à  la  proposition  sui- 
vante  : 
L'expression 

//  11  n 

EB(ar)  =  xH  —  Zx~<  +  Sar<Â  _. .  ,±  Sa^ô.../, 

où  a,  ù,  . ..,  I  sont  les  facteurs  premiers  de  n.  e>t  divisible  par  /i.  quels  que 
soient  les  entiers  n  et  x. 

M.  Kantor,  qui  avait  établi  ce  théorème  par  d'autres  considérations  de  G 
métrie  (   innali  di  Matematica,  t.  \,  p.  64;  Bulletin,  1*  série,  t.  VI,  -i°  Partie, 
p.  ii'i).   adresse,   dans   une   Communication  postérieure,   une   réclamation  de 
priorité. 

N°  17;  ï'S  avril. 

Tisserand.  —  Rapport  sur  les   travaux  de  M.  Roche,  professeur 
d'Astronomie  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier.  (1171). 

Loewy.    -  Nouvelle  méthode  pour  la  détermination  des  ascensions 
droites  des  polaires  et  de  L'inclinaison  au-dessus  de  l'équateur. 

(Suite).  (1  179). 

Trépied.  —  Sur  une  manière  de  déterminer  l'angle  de  position 


(')  Transformationen-Gruppen  (Math,    innalen,  1.  \\  1 
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d'un  point  de  la  surface  d'un  astre  à   l'aide  d'une  lunette  hori- 
zontale, (i  198). 

Thollon.  —  Sur  l'emploi  de   la  lunette  horizontale  pour  les  ob- 
servations de  spectroscopie  solaire.  (1200). 

Darboux.  —  Détermination  d'une  classe  particulière  de  surfaces 
à  lignes  de  courbures  planes  dans   un  système  et  isothermes. 

(1202). 

Cette  question  fait  l'objet  de  deux  Communications  (  n0'  17  et  18)  :  l'élément 
linéaire  étant  pris  sous  la  forme 

ds'1  —  éih(du7  -h  dv1), 

la  fonction  h  devra,  d'après  la  nature  de  la  question,  satisfaire  à  deux  équations 
aux  dérivées  partielles,  auxquelles  on  peut  substituer  les  deux  suivantes  : 

Ou 

à2 h    ,    à' h  _ 
du1  "^  ov{         ' 

où  U  et  U,  sont  des  fonctions  arbitraires  de  u,  où  vx   est  une  fonction  de  v  dé- 
finie par  l'équation 

dv.  =  > 


V  désignant  une  fonction  arbitraire  de  v. 
M.  Darboux  déduit  de  là  qu'on  doit  prendre 

_H'(o)H(k  +  *>)  c-%^ 
2  0  (  tu  )  0  (  u  ) 

&  (  M  ) 

H'(o)H(m  — w)     »t— 
1  2e(w)8(M) 

e/M  +  tV|-co\e/i/-iV,-«o 


/  u  -h  zV,  +  to  \       /  u  —  Wt  -f-  10 x 


o)  étant  une  constante  arbitraire,  ainsi  que  le  module  Â". 

Finalement,  il  parvient  à  la  génération  suivante  des  surfaces  cherchées  : 

«  Déterminons    dans  un  plan  P  les   coordonnées   rectangulaires   xv  y{  d'un 

point  quelconque  en  fonction  de  uv  vv  au  moyen  de  l'équation  complexe 

0-(w)  \  2  /      l«  —  «",)— 

X    -4-  IV     —   - - — —   P  ' 

1/1        II(2w)H'(o)         /M  +  lVJ+uv 


^ l"i»  l'équation  i>,  —  con^t.  représente  une  famille  rie  courbes  isotherme». 
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Faisons  correspondre  <•    chaque   courbe   (»>,)    lu    droite   du   \>\ou  passant  par 
l'origine  et  définie  par  l'équation 

(37,  -f-  iyx  ) e-'»i  h  (  iV,  •  ■   m  )      <  ./•,  -  o-,  )  d»\  8  (  u  —  tV,  ). 

Faisons  rouler  le  plan  sur  un  cône  quelconque  ayant  poursommel  l'origine  des 
coordonnées.  Les  différentes  droites  du  plan  passant  par  l'origine  riennent 
cessivement   s'appliquer   sur  les  génératrices  du  cône.    La  courbe  (  c,  ,i.  corres- 
pondant dans  chaque  position    du  plan    a    lu  droite   de  contai  t  du  [dan  et 
du  cône,  engendrera  la  surface  cherchée. 

Minkowskù    -  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  positives 
ternaires,  (i  ao5). 

Soit 

n 

\*\ 


une  forme  quadratique  positive;  pour  n  =i,  -i,  3,  \  cette  forme  est  réduite,  et 
elle  ne  l'est  que  si  elle  satisfait  aux  inégalités 

aU  =  ^22  —  ^33  =    •  •  •  =  a«/j» 

et  à  toutes  les  inégalités 

<P(e„  s„  .-.,  b,,)  =  ««, 

clans  lesquelles  s,  =  -4-i  et  où  les  autres  s  sont  -f-i,  o,  ou  — i. 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

f 'ne  forme  quadratique  positive  f '=  ^LaixiXj  n'admet  que  pour-  un  nombre 
fini  de  systèmes  numériques  (.r,)  une  valeur  qui  ne  surpasse  pus  une  quan- 
tité positive  donnée,  montrant  que  l'on  peut,  pour  chaque  forme  positive  f, 
déterminer,  par  un  nombre  fini  d'opérations,  toutes  les  formes  réduites  de 
sa  classe. 

De  Jonquières.  —  Loi  des  périodes  (fin).  (1210). 

Fouret.  —  Sur  une  relation  d'involution  concernant  une  figure 
plane  formée  de  deux  courbes  algébriques  dont  l'une  a  un  point 
multiple  d'un  ordre  de  multiplicité  inférieur  d'une  unité  à  son 
degré.  (121 3). 

Etant  données,  sur  un  même  plan,  une  courbe  algébrique  quelconque  (K„) 
de  degré  n}  une  seconde  courbe  algébrique  (Lr)  de  degré  r,  ayant  un  point 
multiple  I  d'ordre  r  —  1,  et  une  droite  arbitraire  (D),  si  l'on  désigne  respecti- 
vement par  a,  b,  c  les  points  d'intersection  avec  (D)  :  i"  d'une  droite  joignant 
le  point  I  à  l'un  quelconque  des  nr  points  d'intersection  des  deux  courbes  (  Kn) 
et  (Lr);  20  de  la  courbe  (K„):  3°  de  l'une  quelconque  des  r  —  1  tangentes  en  l 
à  (Lr);  si  l'on  désigne  en  outre  par  e  et  f  deux  quelconques  des  points  d'inter- 
section de  (  h)  avec  (Lr),  on  a  la  relation  d'involution 


\a/Jnr       [  bf)n  \c/)r    , 
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les  parenthèses  désignant  les  produits  des  valeurs  multiples  des  quantités  mises 
entre  ces  parenthèses. 

N°  18;  3o  avril. 

Faye.  —  Sur  la  réduction  du  baromètre  et  du  pendule  au  niveau 
de  la  mer.  (i25g). 

Sylvester.   —   Sur  un  théorème  de  partitions  de  nombres  com- 
plexes contenu  dans  un  théorème  de  Jacobi.  (12-6). 
Conséquences  de  l'égalité 

~l_a0  j'c-w'fa  —  b) 

=  2(q=i)V~   _2  ' 

—  00 

Baillaud.  —  Une  nouvelle  formule  pour  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice.  (1286). 

Sur  une  formule  applicable  à  la  théorie  de  Pallas  et  pour  laquelle  l'inclinaison 
des  orbites  constitue  plutôt  un  avantage  qu'un  inconvénient. 

Tacchini.  —  Observations  des  taches  et  des  facules  solaires,  faites 
à  l'Observatoire  royal  du  Collège  Romain  pendant  le  quatrième 
trimestre  de  1882.  (1289). 

Tacchini.  —  Observations  des  protubérances,  facules  et  taches 
solaires  faites  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain  pendant  le 
troisième  et  le  quatrième  trimestre  de  1882.  (1290). 

De  Teffé.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  à  Saint-Thomas 
des  Antilles.  (1291). 

Cruls.  —  Sur  l'emploi  d'un  verre  biréfringent  dans  certaines  ob- 
servations d'analyse  spectrale.  (1293). 

Darboux.  —  Détermination  d'une  classe  particulière  de  surfaces 
à  lignes  de  courbure  planes  dans  un   système  et  isothermes. 

(i2e4). 

De  Jonquières.  —  Sur  les  fonctions  continues  périodiques  dont 
les  numérateurs  diffèrent  de  l'unité.  (1297). 

Lucas  (2T.).  —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Fermât. 
(i3oo). 
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Pc  II  et.  —  Sur  une  généralisation  <lu  i  héorème  de  Fermai .  (i3oi  . 
Il  s'agit  <!<•  la  proposition  communiquée  par  M.  Picquet. 

Poincaré.  —  Sur  les  groupes  des  équations  linéaires.  <  i3oa 

(icursat.  —  Sur  quelques  Intégrales  doubles.  (i3o4   • 
Étude  des  fonctions  de  z  définies  par  une  équation  <\<-  la  forme 


A     A      G  u>'>* 


On    sait    les   conséquences  si  importantes  que  M.  Hermite  a    tirérs  de   l'étude 
des  fonctions  analogues  où  ne  figure  qu'une  intégrale  simple. 

Bourguet.  —  Sur  la  fonction  eulérienne.  (i3o^). 

L'équation 

o  =  P(x) 


X         X  -+-  i  1 . 2  (  X  -h  3  ) 

a  une  infinité  de  racines  réelles. 

N°  10;  7  mai. 

Lœwy.  —  Nouvelles  méthodes  pour  la  détermination  de  la  por- 
tion relative  de  Féquateur  instrumental  par  rapporta  l'équateur 
réel  et  des  déclinaisons  absolues  des  étoiles  et  de  la  latitude 
absolue.  (1829). 

D'Abbadie.  —  Observations  relatives  à  la  Communication  précé- 
dente. (1 334). 

Schwedoff.  —  Sur  la  figure  de  la  grande  comète  de  septembre. 
(>349). 

De  Jonquières.  —  Etude  des  identités  qui  se  présentent  entre  les 
réduites  appartenant,  respectivement,  aux  deux  modes  de  frac- 
tions continues  périodiques.  (i35i). 

Autonne.  —  Sur  la  nature  des  intégrales  algébriques  de  l'équation 
deRiccati.  (  1 354)- 

Soit  z  une  solution  de  l'équation  de  Riccati 

(o  £^p^'h  -r  R  °- 

Si  z  satisfait  à  une  équation  algébrique  u  dr  degré  m,  l'équation  Q  jouira  des 

deux  propriétés  suivantes  : 
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Pur  l'adjonction  de  deux  intégrales  de  (i),  l'équation  il  se  décomposera  en 
facteurs  abéliens. 

Toutes  les  m  racines  de  Q.  sont  fonctions  rationnelles  de  deux  quelconques 
d'entre  elles;  si  donc  le  degré  m  est  premier,  &  est  une  équation  de  Galois. 

IJauté.  —  Études  pratiques  pour  la  substitution,  à  un  arc  donné, 
de  certaines  courbes  fermées,  engendrées  par  les  points  d'une 
bielle  en  mouvement.  (i356). 

N°  20;   i/,  mai. 

Borrelly.  —  Planète  (S\  découverte  le  1  1  mai  ï  883  à  l'Observa- 
toire  de  Marseille.  (i4i5). 

Bisourdan.  — Observations  de  la  nouvelle  planète  (233)  Borrellv, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (1416). 

Cruls.  —  Sur  la  détermination  du  méridien  dans  les  basses  lati- 
tudes, comme  celle  de  Rio-de-Janeiro.  (i4 16). 

Duponchel.  —  Conservation  de  l'énergie  et  périodicité  des  taches 
du  Soleil.  (1417). 

De  Jonquières.  —  Lois  des  coïncidences  entre  les  réduites  des 
fractions  périodiques  des  deux  modes.  (1420). 

Kantor  {S.)  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Fermât. 

Picquet.  —  Sur  la  généralisation  du  ihéorème  de  Fermât,  due  à 
M.  Serret.  (i4a4)- 

N°  21;  2i  mai. 

Lœwy.  —  Observations  des  petites  planètes,  faites  au  grand  in- 
strument méridien  de  l'Observatoire  de  Paris,  pendant  le  pre- 
mier trimestre  de  l'année   1 883.  (1 445). 

Périgaud. —  Observations  de  la  planète  ;16)  Psyché.  (i463). 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (  1 483  ) . 

Détermination,  avec  une  approximation  indéfinie,  du  groupe  d'une  fonction 
fuchsienne  susceptible  de  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  sauf  n  valeurs 
données  rangées  sur  un  cercle  de  rayon  1  et  dont  le  centre  est  à  l'origine. 

Rourguet.  —  Sur  la  théorie  des   intégrales  eulériennes.  (i{8-). 
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>ur  1rs  racines  imaginaires  de  l'équation 

P    s        ... 

De  Jonquières.        Lois  des  identités  entre  les  réduites  <l«-s  frac- 
tions périodiques  «les  deux  modes,  (i  i9<>). 

V  22;   >s  mai. 

Bigourdan.  —  Observations  d<;  la  grande  comète  de  septembre 
i88.>.  (II,  1882),  faites  à  l'Observatoire  d<-  Paris.  (1559). 

Vanebek  (J.-S.  et  M.-N.).  —  Sur  les  plans  tangents   et  oscula- 
tenrs  des  courbes  à  double  courbure  et  des  surlaces.  (i563). 

Les  auteurs  poursuivent  l'étude  des  propriétés  des  courbes  et  surfaces  eng 
drées  par  le  mode  qu'ils  ont  défini  antérieurement  (3o  janvier  iSS^). 

StepJianos.  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants 
et  invariants  de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre.  (1062). 

Application  de  la   méthode  exposée    dans    les   Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences  du  12  janvier  1882. 

Picard  (£>.)•  —  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  à  indéter- 
minées conjuguées.  (1067). 
Étude  spéciale  de  la  forme 

F  =  axx0  -hbxy  0  -+-  b0  x0y  -h  cyy0, 

où,  a,  c  sont  des  quantités  réelles,  où  b  et  b0  sont  des  imaginaires  conjuguées, 
ainsi  que  x,  x0  et  y,  y0,  dans  le  cas  où  bb0 —  ac  =  D  est  une  quantité  positive. 
—  Réduction  d'une  telle  forme;  application  à  la  résolution  en  nombres  entiers 
de  l'équation  de  Pell  généralisée 

xx0  —  Dyy0  =  1 . 

De  Jonquières.  —  Lois  des  identités  entre  les  réduites  des  deux 
modes.  (  1 5 7 1  ) . 

N°  23;  4  juin. 

Cornu.  —  Sur  la  possibilité  d'accroître  dans  une  grande  propor- 
tion la    précision  des    observations  des   satellites    de  Jupiter. 

(1609). 

Lalanne.  —  Note  accompagnant  la  présentation  de  deux  Notes  de 
M.  Ed.  Gollignon  relatives  à  la  «  Résolution,  au  moyen  de  Ta- 
bleaux graphiques,  de  certains  problèmes  de  Cosmographie  ». 
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Bigourdan.  --  Observations  de  la  comète  Brooks-Swifl  (r/,  1 883), 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (i63q). 

Baillaud.  —  Sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice; 

(,64.). 

Sur  l'application  de  la  formule  insérée  dans  le  nn  18  des  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences. 

Appell. —  Sur  des  fonctions  uniformes  de  deux  points  analytiques 
qui  sont  laissées  invariables  par  une  infinité  de  transformations. 

(«643). 

L'auteur  montre,  sur  un  exemple,  qu'il  existe,  pour  une  courbe  du  premier 
genre,  des  fonctions  de  deux  points  analytiques  (x,y),  (x',y'  )  qui  ne  changent 
pas  de  valeur  quand  on  remplace  les  deux  points  (x,y),  (x',y')  par  deux 
autres  points  (xv  yt),  x\,y\  )  déduits  des  premiers  à  l'aide  d'une  transforma- 
tion rationnelle  réversible,  c'est-à-dire  que  les  deux  points  (x,y),  (x',y') 
étant  supposés  connus,  les  coordonnées  des  deux  autres  points  (xv  yi  ) , 
(x\,y\  )  sont  déterminées  par  des  équations  du  second  degré  ayant  pour  coeffi  • 
cients  des  fonctions  rationnelles  de  (x,  y),  (x',  y')  et  réciproquement. 

Farkas.  —  Sur  les  fonctions  uniformes,  (i 647 )- 

Si  une  fonction  uniforme  n'admet  qu'un  nombre  fini  de  discontinuités,  il  n'y 
a  que  deux  valeurs  qu'elle  ne  puisse  pas  prendre. 

Barbie?'  {E-)>  —  Une  correction  des  formules  stéréotypées  de  la 
Préface  de  Callet  (tirage  de  1879).  (1648). 

Léauté.  —  Règles  pratiques  pour  la  substitution  à  un  arc  donné 
de  certaines  courbes  fermées  engendrées  par  les  points  d'une 
bielle  en  mouvement.  Cas  des  bielles  isoscèles  et  rectangulaires. 

(,649). 

Application  des  règles  indiquées  par  l'auteur  le  7  mai  i883. 

N°  24;   11  juin. 

Brioschi.  —  Sur  quelques  propriétés  dune  forme  binaire  du  hui- 
tième ordre.  (1689). 
Etude  de  la  forme  binaire  du  huitième  ordre  /( xv  x.),  pour  laquelle  on  a 

ff.=  i  (//)«  =  m/, 

m  étant  une  constante. 

Ledieu.  —  De  l'homogénéité  des  formules.  (iô(p.). 

Backlund.  —  Sur  le  mouvement  de  la  comète  d'Encke  dans  les 

années   1871-1  88  1  .   (171  l). 
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I  "ahecek  (./.-S.  et  J\f.-N.).  —  Sur  un  mode  de  i  ransformation  dea 
figures  dans  L'espace.  (\-\.\). 

Etude  des  coïncidences  dana  le  mode  général  <]<■  transformation  qui  est  1  ' «  » I » 

jet  des  travaux  des  auteurs. 

Perrin.  —  Sur  la  théorie  (Je  la  forme  binaire  du  sixième  ordre. 
(•7*7)- 

Dans  diverses  Communications  antérieures  (12,  19,  36  février  [883),  l'auteur  a 
donné  une  méthode  générale  pour  calculer  les  syzygies  entre  lus. niants  et  CO- 
variants  des  formes  binaires,  et  les  résultats  de  l'application  de  cette  méthode 
à  la  forme  du  cinquième  ordre.  Il  donne  maintenant  un   Tableau  de  formules 

analogues  pour  la  forme  binaire  du  sixième  ordre. 

De  Jonr/uières.  —  Etudes  sur  les  fractions  continues  périodiques. 

(1721). 

N°  23;  25  juin. 

Lœwy.  —  Méthode  nouvelle  pour  la  détermination  des  ascensions 
droites  et  déclinaisons  absolues  des  étoiles  (suite).  (174s). 

L'auteur  apporte  un  nouveau  perfectionnement  à  la  méthode  qu'il  a  commu- 
niquée antérieurement  à  l'Académie,  perfectionnement  qui  repose  sur  l'usage  des 
observations  simultanées  de  deux  polaires  ayant  même  déclinaison. 

Faye.  —  Sur  un  dessin  de  la  grande  comète  de   1882  exécuté  à 
l'Observatoire  de  M.  Bischoffsheim,  près  de  Nice.  (1  -56). 

Faye.  —  Sur  les  mouvements  du  sol  de  l'Observatoire  de  Neu- 
chatel.  (  17^)7 )• 

Kretz.  —  Sur  la  détermination  des  volants  des  machines-outils. 
(*769)- 

Une  machine  reçoit  le  mouvement  d'un  arbre  animé  d'une  vitesse  constante; 
la  résistance  éprouve,  pendant  un  temps  donné,  une  augmentation  connue  ot 
reprend  ensuite  sa  valeur  normale.  On  demande  de  déterminer  le  moment  d'i- 
nertie que  doit  avoir  le  volant  pour  que  la  variation  de  tension  soit  une  frac- 
tion donnée  de  la  résistance  agissant  à  la  même  distance  de  l'axe. 

Vanècek  (J.-S.  et  M.-N.).  —  Sur  un  mode  de  transformation  des 
figures  dans  l'espace.  (1773). 

Les  auteurs  donnent  divers  énoncés  généraux  relatifs  aux  degrés  de  courbes 
ou  de  surfaces  décrites  par  le  sommet  libre  d'un  triangle  ou  d'un  tétraèdre  po- 
laire par  rapport  à  une  quadrique  dont  les  autres  sommets  décrivent  des  courbes 

<ui  des  surfaces  données. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  •>"  série,  t.  VIII.  (Février  1884.)  R. a 
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Perrin.  —  Sur  la  lliéorie  des  formes  binaires  du  sixième  ordre. 

(»776)- 

Suite  de  la  Communication  du  n  juin. 

Picard  (E.).  —  Sur  la  réduction  continuelle  de  certaines  formes 
quadratiques. 

Suite  de  la  Communication  du  28  mai. 

L'auteur  avait  montre  comment  l'étude  des  formes  binaires  indéfinies  à  in- 
déterminées conjuguées  se  ramène  à  la  question  de  la  réduction  continuelle 
d'une  forme  définie  renfermant  plusieurs  paramètres;  il  indique  une  représen- 
tation géométrique  qui  simplifie  notablement  la  solution  du  problème. 

Picard  (A.).  —  Sur  un  nouveau  système  de  bascule.  (1782). 

Cette  bascule  repose  sur  l'extension  suivante  du  principe  de  Roberval  : 
Soit  un  parallélogramme  articulé  à  des  sommets  et  dont  deux  côtés  opposés 
passent  par  deux  points  fixes,  divisant  ces  deux  côtés  en  segments  inégaux,  res- 
pectivement proportionnels,  deux  forces  parallèles  aux  deux  autres  côtés,  ap- 
pliquées à  des  points  invariablement  liés  à  ces  côtés,  se  feront  équilibre  si  elles 
ont  des  grandeurs  inversement  proportionnelles  aux  deux  segments. 

N°  26;  18  juin. 

Lœwy.  —  Méthodes  nouvelles  pour  la  détermination  des  ascen- 
sions droites  et  des  déclinaisons  absolues  des  étoiles.  (18 13). 

Cornu  (A.)  et  Obrecht  (A.).  —  Etudes  expérimentales  relatives 
à  l'observation  photométrique  des  éclipses  des  satellites  de  Ju- 
piter. (181 5). 

Ledieu.  —  Réciproque  de  l'homogénéité,  similitude  des  formules. 
(.854). 

Callandreau.  —  Sur  le  calcul  des  variations  séculaires  des  élé- 
ments des  orbites.  (184 1). 

Communication  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Hill  :  On  Gauss's  method  oj 
Computing  secular  perturbations. 

Perrin.  —  Sur  la  théorie  de  la  forme  binaire  du  sixième  ordre. 

(1842). 

Barbier  {E.).  —  Sur  une  formule  de  Lagrange  déjà  généralisée 
par  Cauchy.  Nouvelle  généralisation.  (i845). 

Le  déterminant  du  sixième  ordre  dont  les  éléments  sont  les  mineurs  du  se- 
cond ordre  d'un  déterminant  du  quatrième  ordre  A  est  égal  à  A  :  extension  de 
cel  te  proposition. 
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Tome  XCVII;  i883. 
\    1;  a  juillet. 

Bertrand.  —  Note  sur  les  ira  vaux,  de  M.  <lc  la  Gournerie.  (6). 

Stephanos,  —  Sur  le  système  complet  des  combinants  <l<i  deus 
formes  binaires  biquadra tiques.  ('>~)- 

L'auteur  donne  le  tableau  complet,  des  combinants  de  iIimi\  formes  binaires 
axf^x>  cc  tau'cau  présente  une  composition  semblable  à  celle  <ln  système  com 
plct  de  la  forme  ol%~-  (a.*,  ô£),  qui  est  l'un  des  deux  combinants  élémentaires 
des  deux  formes  données:  railleur  indique   d'intéressantes  relation-  entre  Je* 
éléments  des  deux  tableaux. 

Goursat.  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  du  quatrième 
ordre.  (3i). 

Si  les  intégrales  d'une  équation  Linéaire  du  quatrième  ordre  à  coefficients  uni- 
formes V(u)  =  o  vérifient  une  relation  homogène  du  second  degré,  et  une 
seule,  cette  relation  pouvant  être  mise  sons  la  forme  ut  itÂ  —  it^u^,  les  intégrales 
de  cette  équation  sont  les  produits  des  intégrales  de  deux  équations  linéaires 
du  second  ordre,  dont  les  coefficients  sont  uniformes,  en  racines  d'équations 
quadratiques  à  coefficients  uniformes. 

Le  Paige.  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (34). 

Construction  d'une  telle  surface  déterminée  par  19  points;  le  point  de  départ 
est  la  proposition  suivante  : 

«  Si,  par  un  point  P  d'une  surface  du  troisième  ordre,  on  mène  trois  droites  ar- 
bitraires |,  7j,  Ç,  les  plans  qui  joignent  tous  les  points  de  la  surface  à  trois 
droites  de  celle-ci,  X,  Y,  Z,  ne  se  rencontrant  pas  deux  à  deux,  coupent  respec- 
tivement S-,  T),  Ç  en  des  points  £,-,  riif  Ç,  dont  les  jonctions,  c'est-à-dire  les  plans 

\it\i%n  enveloppent   une   surface  de  la   seconde   classe  tangente  aux    faces  du 
trièdre  J*t,Ç.  » 

N°  2;  9  juillet. 

Focrster.  —  Sur  les  conditions  du  sous-sol  de  l'Observatoire  de 
Berlin.  (78). 

Courier.  —  Sur  une  méthode  capable  de  fournir  une  valeur  an- 

prochée  de  l'intégrale  /        ¥{x)dx.  (79). 

*J  —  ac 

Cette  méthode  repose  sur  la  substitution  aux  polynômes  X„  de  la  méthode  de 

** 

Gauss  des  polynômes  que  M.  H  ermite  a  déduits  de  la  fonction  e      ■  . 

Barbier  (F.).  —  Généralisation  du  théorème  de  Jacobi  sur  les 
déterminants  partiels  du  système  adjoint.  (82). 
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Pellet  (A.).  —  Sur  la  réduction  des  équations.  (85). 

Picart  {A.).  —  Sur  une  bascule,  nouveau  système  de  romaine  à 
curseur  automatique.  (86). 

N°  3;   iG  juillet. 

De  Saint-Venant  et  Flamant.  —  Résistance  vive  ou  dynamique 
des  solides.  Représentation  graphique  des  lois  du  choc  longitu- 
dinal, subi  à  une  de  ses  extrémités  par  une  tige  ou  barre  prisma- 
tique assujettie  à  l'extrémité  opposée.  (127). 

I.  Solutions  anciennes  et  solution  nouvelle  de  la  question.  —  II.  Equation 
différentielle  et  conditions  définies  du  problème.  III.  Solution  et  valeurs  succes- 
sives de  la  fonction  arbitraire  qui  y  entre.  —  IV.  Vérification  et  justification  des 
expressions  trouvées.  —  V.  Temps  de  la  fin  du  choc. 

André  (C).  —  Sur  l'observation  faite  par  M.  Gonnessiat  de  la 
grande  comète  de  1882.  (i5o). 

Gérillot.  —  Changements  produits  sur  la  durée  de  l'année  julienne 
par  les  variations  des  quantités  dont  dépend  cette  durée. 
(i5i). 

La  petite  différence  qui  existe  entre  le  moyen  mouvement  du  Soleil  adopté 
parBessel  et  celui  qu'ont  adopté  depuis  Hansen  et  Le  Verrier  n'a,  contrairement 
à  l'opinion  émise  par  M.  Stone,  qu'une  influence  très  faible  sur  la  durée  de  l'u- 
nité de  temps  employée  dans  la  construction  des  Tables  astronomiques;  l'effet 
en  est  presque  insensible  sur  le  calcul  des  positions  théoriques  des  corps  cé- 
lestes, dans  les  limites  de  temps  où  les  Tables  actuelles  sont  susceptibles  de 
présenter  une  précision  suffisante. 

Boussinesq.  —   Du  choc   longitudinal  dune  barre  prismatique, 

fixée  à  un  bout  et  heurtée  à  l'autre.  (174)* 

Extrait  d'un  Livre  actuellement  en  cours  d'impression  :  Application  des  po- 
tentiels à  l'étude  de  l'équilibre  et  des  mouvements  des  solides  élastiques,  avec 
Notes  étendues  sur  divers  points  de  Physique  mathématique  et  d'Analyse. 

Radau.  —  Remarque  sur  le  calcul  d'une  intégrale  définie.  (107). 
Sur  la  méthode  proposée  par  M.  Courier.  —  Cas  où  les  limites  sont  o  et  x  . 

Le  Paige.  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre.  (i5g). 

N°  i;  25  juillet. 

De  Saint-]  enant  et  Flamant.  —  Résistance  vive  ou  dynamique 
des  solides.  Représentation  graphique  des  lois  du    choc  longi- 
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tudinal,  subi  à  une  de  ses  extrémités  par  nue  tige  ou  barre  pris- 
matique assujettie  ;'«  l'extrémité  opposée    suite)»  (>.\/\). 

\.  Loi  des  dérivées  de  la  fonction  arbitraire.  Leurs  maxima  et  minima.  — 
VI.  Valeurs  de  ces  dérivées  dans  l'état  de  niveau  libre.  —  \  1 1 .  Loi  de  la  fonc- 
tion arbitraire  elle-même.  —  VIII.  Loi  des  déplacements  des  divers  pointa  delà 
barre. 

Halphen.  —  Sur  quelques  équations  différentielles  linéaires  du 
quatrième  ordre.  (247). 

Il  s'agit  <lcs  équations  signalées  précédemment  par  M.  Goursat,  et  <l"nt  les 
intégrales  sont  liées  par  une  relation  quadratique  :  l'auteur  expose  comment  on 
peut  reconnaître  qu'il  en  est  ainsi  et  les  réduire  au  second  ordre.  Pour  cela,  il 
fait  usage  d'une  conrbe  gauche,  attachée,  pour  ainsi  dire,  à  l'équation  du  qua- 
trième ordre,  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  quelconque  étant,  chacune, 
une  intégrale  de  l'équation.  Il  y  a  identité  entre  les  inconvénients  de  cette 
courbe  et  les  inconvénients  de  l'équation  différentielle. 

Poincaré.  —  Sur  certaines  solutions  particulières  du  problème 
des  trois  corps.  (25 1). 

Les  masses  de  deux  corps  étant  supposées  très  petites,  l'auteur  déduit  d'un 
théorème  de  M.  Kronecker  l'existence  d'une  infinité  de  solutions  particulières 
jouissant,  entre  autres,  des  propriétés  suivantes:  le  mouvement  est  périodique. 
c'est-à-dire  que,  le  temps  augmentant  d'une  période  constante,  les  trois  corps  re- 
prennent la  même  position  initiale  relative.  A  la  fin  d'une  période,  les  distances 
des  trois  corps  reprennent  leur  valeur  initiale,  ainsi  que  les  vitesses  relatives 
estimées  soit  dans  la  direction  du  rayon  vecteur,  soit  dans  la  direction  perpen- 
diculaire. Le  système  entier  a  seulement  tourné  d'un  certain  angle  autour  du 
centre  de  gravité,  supposé  fixe. 

Picart  (A.).  — Nouvelle  disposition  du  segment  de  bascule  ro- 
maine à  curseur  automatique.  Troisième  Note.  ('202). 

TJiollon.  —  Perturbations  solaires  nouvellement  observées. 
(:>»52). 

N°  S;  3o  juillet. 

De  Saint-Venant  cl  Flamant.  — Résistance  vive  ou  dynamique  des 
solides.  Représentation  graphique  des  lois  du  choc  longitudinal, 
subi  à  une  de  ses  extrémités  par  une  tige  ou  barre  prismatique 
assujettie  à  l'extrémité  opposée  (suite).  (281). 

IX.  Loi  des  déplacements  des  points  de  la  barre  dans  l'étal  «le  détente  libre. 
où  la  barre  et  le  corps  heurtant  ont  cesse  de  m'  toucher.  —  \.  Lois  des  dilatations 
ou  contractions  des  divers  éléments  de  la  barre  rapportées  à  l'unité  de  leur  lon- 
gueur. —   XI.  Plus  grands  déplacements  de  l'extrémité  heurtée.  —  \ll.  Détcr- 
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mination  de  la  plus  grande  des  dilatations  ou  contractions  des  divers  éléments 
de  la  barre,  sur  l'unité  de  leurs  longueurs.  —  Conclusion. 

Picart  (A).  —  Sur  l'intégration  d'une  certaine  classe  d'équa- 
tions différentielles  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes.  (3o3). 

L'auteur  considère  le  type  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
obtenu  en  remplaçant  R  et  R',  dans  l'équation 

<MR,R')  =  o, 

par  les  racines  de  l'équation 


(  rt  —  s2  )  R3  -+-  v/i  +  />2-H^[(i  -H  q1  )  r  —  ipqs  +  (i  -hp2)  t]  R 

H-  (i+/?'J  H-  q2)'2  —  o. 

N°  6;  6  août. 

Passage  tu:  Vénus,  du  G  décembre  1882.  —  Rapports  prélimi- 
naires. (355-443). 

Mission  de  l'île  d'Haïti.  —  Rapport  de  M.  d'Abbadie,  de 
M.  Callandreau,  de  M.  Chappuis.  Note  de  M.  de  la  Beaume- 
Pluvinel. 

Mission  du  Mexique.  —  Rapport  de  M.  Bouquet  de  la  Grye, 
de  M.  Hérattdf  de  M.  Arago. 

Mission  de  la  Martinique.  —  Rapport  de  M.  Tisserand,  de 
M.  Bigourdan,  de  M.  Puiseux ;  Note  de  M.  Térao. 

Mission  de  la  Floride.  —  Rapport  de  M.  Perrier. 

Mission  de  Santa-Cuuz  de  Patagonie.  —  Rapport  de  M.  Fleu- 
ri ais. 

Mission  du  Chili.  —  Rapport  de  M.  de  Bernardières,  de 
M.  Barnaud9  de  M.  Favcreau. 

Mission  de  Ghubut.  —  Rapport  de  M.  Hatt;  Notes  supplémen- 
taires ;  observations  du  passage  de  Vénus  à  Montevideo,  par 
M.  A.  de  Penfentenyo. 

Mission  nu  Rio-Negwo.  —  Rapport  de  M.  Perrotin. 

Mission  du  Cap  Uokm.  —  Rapport  de  M.  Courcelle-Seneuil. 
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Mission  dk  Iîragado.  —  Lettre  de  Son  Excellence  le  lr  Dardo- 
Rocha,  gouverneur  de  la  province  de  Buenos  -  Ayres ,  à 
M.  Dumas  ;  Rapport  de  M.  Perrin, 

De  Saint-Venant  et  Flamant.  —  Résistance  vive  ou  dynamique 
des  solides.  Représentation  graphique  des  lois  du  choc  longitu- 
dinal, subi  à  une  de  ses  extrémités  par  une  tige  ou  barre  prisma- 
tique assujetties  à  l'extrémité  opposée  (suite  et  Ji/t).  (454*) 

N°  7;   i3  août. 

Stone.  —  Observations  relatives  à  une  Communication  précé- 
dente de  M.  Gaillot,  sur  les  changements  produits  sur  la  durée 
de  l'année  julienne.  (484). 

L'auteur  conteste  les  résultats  obtenus  par  M.  Gaillot  et  maintient  ses  propres 
conclusions. 

André  (Ch.)  et  Gonnessiat.   —  Sur  la  détermination  des  ascen- 
sions droites  des  étoiles  circumpolaires.  (486). 
Sur  une  méthode  analogue  à  celle  que  préconise  INI.  Lœwy. 

N°  8;  20  août. 

Mouchez.  —  Observation  des  petites  planètes,  faites  au  grand  in- 
strument méridien  de  l'Observatoire  de  Paris ,  pendant  le 
deuxième  trimestre  de  l'année  1 883.  (3o5). 

Faye.  —  Sur  une  lettre  du  général  Stebnitski,  relative  à  la  figure 
de  la  Terre.  (3o8). 

N°  9;  27  août. 

Gaillot.  —  Sur  la  mesure  du  temps.  Réponse  aux  observations  de 
M.  E.-J.  Stone.  (364). 

Lord  Rayleigh.  —  Sur  une  formule  relative  à  la  vitesse  des  ondes, 
en  réponse  à  M.  Gouy.  (365). 

Autonne.  —  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini,  contenus 
dans  le  groupe  des  substitutions  quadratiques  homogènes  à  trois 
variables.  (M)y). 
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L'auteur  déflnitun  type  de  substitutions  quadratiques  homogènes  appartenant 
à  un  même  groupe;  il  donne  Ja  condition  pour  que  ce  groupe  soit  fini  et  montre 
comment  l'étude  des  groupes  considérés  se  ramène  à  l'étude  des  groupes  li- 
néaires fractionnaires  à  deux  variables. 

N°  10;  3  septembre. 

Janssen.  —  Rapport  sur  la  Mission  en  Océanie,  pour  l'observa- 
tion de  l'éclipsé  totale  du  9  mai  1 883.  (586). 

Dans  le  Rapport  général  sont  intercalés  des  Rapports  sommaires,  rédigés  im- 
médiatement après  les  observations  par  MM.  Janssen,  Tacchini,  Palisa  et  Trou- 
velot  et  qui  permettent  de  faire  la  part  de  chacun;  parmi  les  importants  résuL 
tats  obtenus  par  ces  éminents  observateurs,  on  notera  particulièrement  les 
conclusions  négatives  auxquelles  ils  paraissent  être  arrivés  relativement  à  l'exis- 
tence de  planètes  intra-mercurielles. 

Digourdan.  —  Observations  de  la  planète  fis*) ,  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Paris.  (610). 

N°  11  ;  10  septembre. 

Bigourdan.  — Observations  de  la  nouvelle  comète  découverte  par 
M.  Brooks  et  de  la  planète  (234),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris. 

(636). 

Bvassinne.  —  Proposition  sur  une  question  de  Mécanique  relative 
à  la  figure  de  la  Terre.  (63"). 
Si  l'on  considère  un  ellipsoïde  homogène  dont  l'équation  est 

x2        y2        z'1 

les  composantes  de  la  force  exercée  sur  un  point  (x',y',  z')  de  la  masse  inté- 
rieure sont  de  la  forme  Px',  Qy',  Rz';  l'auteur  en  conclut  que  l'ellipsoïde  est, 
pour  une  masse  fluide,  une  figure  d'équilibre,  si  l'on  a  la  proportion 


1         1         1 


P:Q:h  =  _:_:_. 

N°  12;  17  septembre. 

Schulhof  et  Bossert.   —  Eléments  et  éphémérides  de  la  comète 
Pons-Brooks  (comète  de  181  2).  (669.). 

Troiwelot.  —  Recherche  de  l'étoile  rouge  observée  pendant  l'é- 
clipsé totale  du  6  mai  1 8 8 3 .  (665). 

Cette  étoile  pourrait,  d'après  l'auteur,  être  une  planète  intra-mcrcuriellc. 
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Perrotin.  —  Sur  l'étoile  double  Ea/joo  du  Catalogue  de  Dorpat. 
(665). 

S"  13;  24  septembre. 

Bigourdan,  —  Observations  des  petites  planètes   1.^,   jw,  et  ITi^ 
et  de  la  comète  <l<-  Pons-Brooks,  faites  à  l'Observatoire  de  Pa- 
ris. (701  ). 

Périgaud, — Observations  de  la  planète  *jn)  Amalthaea.  (704). 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

SOUS   LES  AUSPICES   DU  MINISTRE   DE   L'INSTRUCTION   PUBLIQUE,  PAR  UN  Co.MITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L'ÉCOLE  (  l  ). 

Tome  XI;  1882. 

Gorceix.  —  Etude  géologique  des  gisements  de  topazes  de  la 
province  de  Minas-Geraes.  (io-3i). 

Sauvage  {L.).  —  Sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par 
un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes  à 
une  ou  plusieurs  variables  indépendantes.  (32-78). 

L'objet  de  l'auteur  est  l'étude  des  solutions  d'un  système  d'équations  aux  dif- 
férentielles totales  de  la  forme 

I  +  (  '«  r  1 +^72+--+ hn  y  a  ) dx^ 

où  i  =  i,  2, ...,  n}  dans  les  régions  du  plan  où   les  coefficients  a,  b,  . . .,/  sont 
des  fonctions  analytiques  des  p  variables  indépendantes  xv  x2,  . . .,  xjr 

Il  résulte  tout  d'abord  du  théorème  de  M.  Bouquet  sur  les  systèmes  d'équa- 
tions aux  différentielles  totales  (Bulletin,  ir0  série,  t.  III,  p.  263)  que,  si  les 
COefficient9  a  sont  des  fonctions  régulières  (au  sens  de  M.  \\  eierstrass)  au  point 
(Ç,,  !j2,  ...,  \p),  il  existe  n  fonctions  y{>  yv  ...,yn  satisfaisant  aux  équations 
proposées,  régulières  en  ce  point  (<;,,  \„  .. .,  \p)  et  prenant  en  ce  point  des  va- 
leurs arbitrairement  choisies  t,,,  rn,  ...,  t,;1.  Cette  proposition  permet  de  définir 
une  solution  du  système  (i);  en  partant,  avec  des  valeurs  déterminées,  d'un 
point  (xv  x.,  ...,  xn),  on  peut,  par  la  continuité,  en  imposant  aux  variables 
indépendantes  des  chemins  et  des  marches  déterminées,  aboutir,  avec  des  va- 


(!)  Voir  Bulletin,  VI,,  266. 
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leurs  déterminées,  à  un  autre  point  (X,,  X,,  . . .,  X„),  en  supposant,  bien  entendu, 
qu'on  ne  rencontre  aucun  point  singulier  des  coefficients  a,  b,  . ..;  mais  il  est 
essentiel  d'observer  qu'on  peut,  entre  certaines  limites,  altérer  les  chemins 
et  les  marches  des  variables,  sans  cesser  d'arriver  avec  les  mêmes  valeurs  au 
point  (X,,  X.:,  ,..,  X„). 

Une  solution  du  système  (i)  est  un  groupe  de  n  fonctions  y  définies  par  le 
procédé  qui  vient  d'être  expliqué. 

Quand  on  considère  simultanément  plusieurs  solutions,  on  suppose  que  les 
variables  ont  les  mêmes  marches  sur  les  mêmes  chemins. 

Un  système  de  solutions  est  l'ensemble  de  n  solutions  des  équations  propo- 
sées. 

Un  tel  système 

yw>  y-i\i    •  •  •  i    y*v 
. . . ,  . . . ,    > . t|    . . . , 

y  un  y  iin   •  •  •>   ynn 

est  dit  fondamental  si  le  déterminant  formé  au  moyen  de  ses  éléments  est 
différent  de  zéro;  M.  Sauvage  prouve  l'existence  de  systèmes  fondamentaux; 
toute  solution  du  système  (i)  peut  s'obtenir  par  des  combinaisons  linéaires  et 
homogènes  à  coefficients  constants  des  éléments  d'un  système  fondamental 
quelconque  de  solutions.  M.  Sauvage  poursuit  les  analogies  bien  évidentes  avec 
la  théorie,  due  à  M.  Fuchs,  des  équations  différentielles  linéaires  et  donne,  en 
particulier,  un  procédé  pour  construire  un  système  fondamental  de  solutions, 
en  procédant  de  proche  ert  proche,  par  la  considération  de  systèmes  contenant 
un  nombre  de  moins  en  moins  grand  d'inconnues. 

En  supposant  ensuite  que  les  variables  reviennent  au  point  de  départ,  on 
arrive,  comme  pour  les  équations  différentielles  linéaires,  à  la  notion  de  Véqua- 
tion  fondamentale,  équation  dont  les  racines  sont  liées  en  quelque  sorte  à  un 
certain  système  fondamental;  l'analogie  est  complète. 

Enfin,  dans  la  dernière  partie,  l'auteur  étudie  le  cas  particulièrement  simple 
où  il  n')r  a  qu'une  seule  variable  indépendante. 

Elliot.  —   Propriétés  et  applications  de  certaines  fonctions  ana- 
logues à  la  fonction  0.  (791-118). 

Sous  ce  titre,  M.  Elliot  a  publié,  dans  ce  Volume  des  Annales,  deux  Mé- 
moires dont  nous  rendons  compte  simultanément,  et  dont  l'objet  essentiel  est 
la  résolution  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  analogue  à  celui 
qui  définit  les  fonctions  abéliennes,  mais  où  figurent  des  intégrales  normales  de 
troisième  espèce;  cette  question  avait  déjà  été  traitée,  d'une  façon  toute  diffé- 
rente, par  MM.  Clebsch  et  Gordan  {Théorie  cler  Abelschen  Functionen, 
p.  287). 

M.  Elliot  la  résout  en  étudiant  directement  les  fonctions  6""  introduites  par 
ces  auteurs,  et  en  faisant  entrer  dans  leur  composition  des  constantes  telles 
qu'on  puisse  leur  appliquer  les  deux  théorèmes  de  Ricmann  relatifs  à  la  fonc- 
tion 8 [m(9 (a?)  —  GJ;  la  marche  suivie  est  alors  toute  pareille  à  celle  que 
M.  Briot  a  adoptée  dans  sa  Théorie  des  fonctions  abéliennes.  Ajoutons  que 
MM.  Clebsch  et  Gordan  ont  seulement  considéré  le  cas  où  les  équations  aux 
dérivées  partielles  contenaient  <j  intégrales  de  troisième  espèce,  tandis  que 
M.  Elliot  traite  le  cas  où  elles  contiendraient  en  outre  /•  intégrales  normales 
de  deuxième  espèce. 
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Notations:  courbe  fondamentale,  <!<•  genres  de  degré  m  : 

F(x,y)    -  o. 
Intégrales  normales  de  première  espèce  : 

Intégrales  normales  de  troisième  et  de  deuxième  espèce  : 

tv,,    w„     . ..,    117. 

Les  périodes  normales  d'indice  pair  des  intégrales  t/'!    sont    représentées  par 

.2a/y;  quant  aux  périodes  d'ordre  pair,  l'une  est  égale  à  2ic  y'— 1,  les  autres 
sont  nulles. 

Pour  les  intégrales  normales  |»(*),  les  périodes  normales  d'indice  impair  sont 
nulles;  les  périodes  normales  d'indice  pair  sont  désignées  par 

aAM=  k(«">(t, (*))  — i/C)  (Ç(*)); 

(£(*),  Ç(1*,)»(,n^»Vi  )  désignent  les  points  analytiques  pour  lesquels  |»W  devient 
infinie;  l'intégrale  uW(%k)  est  prise  le  long  du  chemin  formé  par  les  lacets  fon- 
damentaux de  deuxième  espèce  conduisant  de  la  racine  initiale  y0  avec  la- 
quelle commence  le  circuit  unique  qui  contient  le  lacet  du  point  (Ç^>Çi  ), 
chemin  suivi  des  lacets  relatifs  aux  points  critiques  algébriques  qui  entrent 
dans  ce  circuit  jusqu'à  la  droite  0£W  décrite  une  seule  fois  de  O  vers  ÇW;  l'in- 
tégrale kW(tjW)  a  un  sens  analogue. 

Pour  les  intégrales  normales  de  deuxième  espèce  flpW,  les  périodes  normales 
d'indice  impair  sont  nulles;  les  périodes  normales  d'indice  impair  sont  repré- 
sentées par 

7      -    fdn{i)\         ■ 

"  ~  V  dx  /çW  ' 

on  les  obtient  en  remplaçante  et  y  par  les  coordonnées  ÇW,Çj  J  du  pôle  de  l'inté- 

,  .        .      duW 

grale  wh  dans  les  — — 
et  00 

Enfin,  en  considérant   les   mêmes   chemins   d'intégration   que   ci-dessus,    on 

pose 

p«)(i}(A')  )_rfft)(Ç(*))  =  Uk', 

et  l'on  a 

l>Ak'  =  LA'*. 

Désignant  ensuite  par  s,,  s2,  ....  s^,  <y  quantités  égales  à  ±1,  M.  Elliot  intro- 
duit les  constantes  II  définies  par  les  équations 

\  Hj  =  8,  L„  +  e2Ln  -K .  .-*-  efl  L^, 

où 

5  =  1,  2,  ...,  7, 
et  il  pose 

A-    9 

ew («w, pW) ^Vel  i*w  +  V s. a,,.  ) e  A=1  ; 
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chaque  terme  est  le  produit  d'une  fonction  0  ordinaire  par  une  exponentielle; 
il  y  a  autant  de  termes  que  de  groupes  distincts  de  quantités  e,  c'est-à-dire  2?; 
par  exemple,  pour  q  =  1,  on  a 

e(')(MW,ç>W)  =  0  («(')  +  Ali)e'^1 

+  0(w(')  —  Au)e    2      . 

Ces  fonctions  0^  sont  les  mêmes  fonctions  que  celles  considérées  par 
MM.  Clebsch  et  Gordan.  M.  Elliot  considère  en  outre  les  fonctions  0(,.)  et 
@\(/r]  définies  comme  il  suit  : 

On  a 

0(l)  =  «>(')  0  +  DÇ(0  0, 

le  Dç(<)0  désignant  la  dérivée  de  la  fonction  0  par  rapport  à  x,  où  l'on  con- 
vient de  remplacer  les  variables  x  et  y  par  ÇO,  Ç^11  dans  les  dérivées  des 
intégrales  uW  seulement,  en  d'autres  termes 

uW°-2àU      du^(x)     ' 

i=i 

de  même, 

02  =  (v(2)e(l)  +  Dç(0  6W. 

Le  deuxième  terme  du  deuxième  membre  est  la  dérivée  de  0(l)  par  rapport  à  x,  avec 
la  convention  que  l'on  remplace  x  et  y  par  Ç(2),  Ç^  dans  les  dérivées  des  inté- 
grales uP)  et  de  l'intégrale  «H'), 

eI  =  wwea  +  Dç(i)e(l); 

ici,  dans  la  dérivée,  par  rapport  à  x  de  0(2),  on  doit  remplacer  x,  y  par  Ç(3) 
^(13)  dans  les  dérivées  des  a(0,  de  wVî  et  wW,  ...  :  0(,.)  est  symétrique  par  rap- 
port aux  diverses  intégrales  w. 
On  a  ensuite 

ftjfj  =iv(')0CO  —  Dç(«)ei«). 

Le  deuxième  terme  du  deuxième  membre  est  la  dérivée  de  0(<?)  par  rapport 
à  x,  où  l'on  remplace  x,  y  par  ÇO),  ^(l1),  mais  seulement  dans  les  dérivées  des 
intégrales  u(l)  et  dans  celles  des  intégrales  v(':)  : 

ici,  il  faut  faire  x  =  ÇC),  y  =  Ç'/'  dans  — — >  — - — •>  — — 

L'étude  de  la  fonction 

effj  («W  -  Gj,  «><*>  -ft,  «K»)-  y*)» 

où  les  G;,  g-fr,  y/t  désignent  des  constantes  quelconques  qui, d'ailleurs,  sont  suscep 
tiblcs  de  prendre  une  infinité  de  valeurs,  conduit  ensuite  aux  propriétés  sui- 
vantes : 
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Cette  fonction  admet/? -f-<7  +  r  zéros  satisfaisant  aui  équations 

y^  uW{xj)  -(.t   c, 

M 

j=p+q+r 

Les  deuxièmes  membres  sont  des  constantes  auxquelles  on  doit  ajouter  des 
multiples  quelconques  des  périodes  dos  intégrales  qui  Bgurenl  dans  les  pre- 
miers membres  correspondants;  les  constantes  G,  g,  y  peuvent  être  choisies  de 

façon  que  la  fonction  considérée  admette  p  -\-  q  -\-  r  zéros  donnés  arbitraire- 
ment. 

La  considération  des  courbes  adjointes  conduit  ensuite  l'auteur  aux  propo- 
sitions suivantes  : 

La  fonction  &[]■],  dont  les  arguments  sont 

f=:p-Hf-hr—\ 

»«  ( x  )  -+-        V         kW  (Xj)   —   »C0  (  a  )  —  C, :  . 

7=1 

j=p+fj-hr—  i 

p«  (  a?  )  +       V        P<*>  (a?,)   —  pW  (  a )  -  I ), , 

7=1 
j—p+q+r—\ 

wW(x)+       V        tv(*>(ary)  —  (v(*)(a)  —  EA , 

admet  le  zéro  (a,  |3)  et  p  +  </  -h  r  —  i  autres  zéros  indépendants  du  premier. 

Soient  (l>(x,  y)  =  o,  ty{x,y)  =  o  les  équations  de  deux  courbes  données  de 
degré  n,  (ae,  be)  les  mn  points  d'intersection  de  la  première,  (  xe,  £,)  les  mn 
points  d'intersection  de  la  seconde  avec  la  courbe  fondamentale  Y(x,y)  =  o, 
les  deux  produits 

,  ,     fe! i 


et 


/=»-,  « 


=n 


<I»(a>  r,ï 


ne  diffèrent  que  par  une  constante. 

M.  Elliol  se  trouve   maintenant  en    mesure  de   résoudre   le   problème  posé  au 
débul    de    la    même  façon   que    M.    Briol    a   résolu  le  problème   de  l'inversion 
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pour  les  équations  abélicnncs;  d'une  façon  précise,  ce  problème,  si  l'on  pose,  en 
employant  des  notations  qui  s'expliquent  d'elles-mêmes  , 

rx>y  es,-  (x.y) 
uW(x)  =  /  ',   .     J\  dx, 


vW(x)  =   /         — ,    :   dx  , 


~x,yh 


«>(*>(  a?)  =  /  r^nw  ,„   ,,x  rf*r' 


consiste  dans  la   résolution   par  rapport   aux   #,    les   u,  v,  w  étant   regardés 
comme  donnés,  des  p  H-  q  -+-  /•  équations  différentielles 

/i=p-f-<7-w 
n—p-hq-}-?' 
n=p+q+r 

les   indices  /i  dont   sont  affectés  les  crochets  signifient  que,  dans  les  fonctions 
linéaires  de  x,y  que  représentent  ces  crochets,  on  a  remplacé  x  par  xni  y  par  yH. 
Cette  question,  interprétée  géométriquement,  revient  à  la  suivante  : 

Trouver  les  p  -+-  q  -+-  r  points  d'intersection  avec  F  (x,  y)  =  o  d'une  courbe 
adjointe  du  degré  m-\-  q  -+■  r  —  2  passant  par  p  -+-  q  +  r  -+-  m  —  2  points  de 
F  (  x,  y  )  =0  et  par  q  -h  r  points  situés  respectivement  sur  chacune  des  droites 
[£W,  t\W],  [ÇW]  ett  dehors  de  la  courbe. 

Charve.  —  De  la  réduction  des  formes  quadratiques  quaternaires 
positives.  (1 19-1 33). 

M.  Selling  {Journal  de  Borchardt,  t.  LXXVII)  a  donné  une  méthode  de  ré- 
duction pour  les  formes  ternaires  positives  que  M.  Charve  a  d'ailleurs  exposée 
dans  le  t.  VII  des  Annales;  M.  Charve  applique  cette  méthode  aux  formes  qua- 
ternaires positives. 

On  commence  par  remplacer  les  variables  x, y,  z,  t  de  la  forme  quaternaire 
donnée  par  les  quantités  x  —  u,  y  —  u,  z  —  u,  t  —  u,  puis  on  la  met  par  une 
transformation  facile  sous  la  forme 

9  =  a{x—  y  )-  -{-  b{x  —  z)-  -h  c (x  —  t)'2  -h  d(x  —  u)2  -h  e (y  —  z)'2 

+/(r  -  ty  +  g(y-u)  +  h(z-  ty-h  k(z—  uy  +  /(*-  u)\ 

et   c'est  cette   forme   que  l'on    étudie   :    il  est   bien    aisé   de  voir  comment  on 
passe   des    substitutions  relatives   à  la    forme  donnée  (à  quatre  variables)  aux 
substitutions  relatives  à  la  forme  cp  (à  cinq  variables)  et  réciproquement. 
La  forme  ç  est  dite  réduite  si  elle  satisfait  à  Y  une   des  conditions  suivantes 
1"  Ou  bien  tous  les  coefficients  a, b}  c, . ..,  /sont  positifs; 
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:>.n  Ou  bien  a  est  seul  négatif  el  il  est  inférieur  en  valeur  absolue  ko,  b,  e,  d, 

e,  A  g  ; 

3"  Ou  bien  a  et  ^  sont  seuls  négatifs,  de  plus  a  esl  inférieur  en  râleur  ab- 
solue à  />,  c,  <7,  e,y,  x'<  en  même  temps  A  est  inférieur  en  râleur  absolue  ;i 
b,  c,  e,f,  k}  l ',  enfin  <■/      A  est  inférieur  en  râleur  absolue  fi  i>.  <■.  es  /. 

dette  définition  est  précisée  par  1rs  propositions  suivantes,  établies  par 
M.  Charve  : 

i°  Il  y  a  toujours  une  forme  équivalente  à  la  forme  donnée  et  vérifiant  les 
conditions  précédentes  ; 

2°  //  n'y  en  a  qu'une,  abstraction  faite  de  celle  que  l'on  peut  déduire  par 
la  permutation  des  lettres,  c'est-à-dire  que  si  une  forme  satisfait  ><  quelqu'une 
des  trois  conditions,  aucune  forme  équivalente  ne  salis/Cru  >/  l' une  tic  ces  con- 
ditions, quelle  que  soit  cette  condition. 

En  outre,  M.  Charve  établit  que  la  réduction  peut  être  obtenue  par  l'emploi 
répété  (un  nombre  fini  de  fois)  de  deux  substitutions  seulement. 

Hioux.  —  Racines  communes  à  deux  équations  algébriques  en- 
tières, (i  35-i  36). 
Note  additionnelle  à  un  Mémoire  inséré  dans  le  t.  X  des  Annales. 

Chappuis.  —  Etude  spectroscopique  sur  l'ozone.  (137-186). 

Parmentier.  —  Sur  les  silicomolybdates.  (187-21(8), 

Kœnigs.  —  Sur  les  propriétés  infinitésimales  de  l'espace  réglé. 
(2i9-338). 
Le  travail  de  M. Kœnigs  a  été  analysé  dans  la  première  partie  du  Bulletin. 

Brillouin.  —  Comparaison   des  coefficients  d'induction.   (33()- 

4*4). 

Elliot.  —  Propriétés   et  applications  de  certaines  fonctions  ana- 
logues à  la  fonction  0.  (425-43(3). 

Voir  plus  haut. 

Nicolas.  —  Etude  sur  les  fonctions  de  Fourier.  (Supplément, 
1-90). 

Monographie  des  fonctions  connues  aussi  sous  le  nom  de  fonctions  cylin- 
driques et  de  fonctions  de  Bessel. 

I.  Propriétés  principales  des  fonctions  de  Fourier.  —  II.  De  la  fonction  de 
deuxième  espèce.  —  III.  Autres  développements  en  fériés;  ces  développements 
sont  obtenus  en  introduisant  la  fonction  exponentielle  en  facteur.  —  IV.  Repré- 
sentation des  fonctions  de  Fourier  par  des  intégrales  définies.  —  Y.  Etude 
de  nouvelles  intégrales.  —  VI.  Cas  où  le  paramètre  v  est  de  la  forme  n  -t-4  , 
//  étant  un  nombre  entier  et  v  le  paramètre  qui  entre  dans  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre  :  ce  cas  correspond  à  nue  équation  différentielle  inté- 
grée par  M.  Serrel  en  employant  la  méthode  des  différentielles  et   indices  quel- 
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conques;  M  Nicolas  traite  cette  équation  directement  et  parvient  à  quelques 
propriétés  remarquables  de  la  fonction  exponentielle,  signalées  en  partie  par 
M.  Hermite  {Comptes  rendus,  1873). 


JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruction 
de  cet  établissement  (1). 

Llle  Cahier.  —  Tome  XXXIII,  1882. 

Halphen.   —  Mémoire  sur  la  classification  des  courbes  gauches 
algébriques.  (1-200.) 

Ce  Mémoire  a  été  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (Prix 
Steiner,  1882). 

Nous  citons  en  partie  le  résumé  que  donne  l'auteur  des  principaux  résultats 
obtenus  par  lui. 

Le  problème  de  la  classification  des  courbes  gauches  algébriques  se  pose  en 
ces  termes  : 

Énumérer,  définir  entre  elles  les  diverses  familles  de  courbes  d'un  même 
degré,  de  telle  sorte  qu'aucune  famille  ne  puisse  jamais  être  cas  particulier 
d'une  autre  plus  générale. 

...Je  me  borne  d'ailleurs,  et  d'une  manière  absolue,  aux  courbes  qui  n'ont  pas 
de  points  singuliers. 

En  premier  lieu,  il  convient  d'examiner  quelles  sont  les  familles  dont  on  peut 
obtenir  une  définition  immédiate.  A  cet  égard,  on  verra  dès  le  début,  et  de  trois 
manières  différentes,  le  résultat  suivant  : 

Les  courbes  de  degré  d,  ayant  k  points  doubles  apparents,  forment  une 
seule  famille  si  le  nombre  k  est  compris  entre  les  deux  limites  H  (1)  et  H  (  2  ) 
ci-après, 

id-md-,)  (d-,Hd-3)+i 

2  2 

Et  voici  le  caractère  distinctif  de  ces  familles  : 

Toute  courbe  plane,  de  degré  d,  ayant  des  points  doubles  en  nombre  h. 
compris  entre  ces  deux  limites,  est  la  perspective  d'une  courbe  gauche  de 
degré  d,  ayant  h  points  doubles  apparents. 

Au  contraire,  une  courbe  plane,  de  degré  d,  ayant  des  points  doubles  en 
nombre  h  inférieur  à  H  (2),  et  d'ailleurs  quelconque,  n'est  pas  la  perspec- 
tive d'une  courbe  gauche  de  degré  d. 

Jusqu'au   sixième  ordre  inclusivement,  il  n'existe  pas  d'autres  courbes  que 


(')  Voir  Bulletin,  VII,,  1 65. 
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celles  dont  je  vient  de  j»;i r-l «•  i-.    Dés  le  septième  degré,  il  en  apparat!  d'antres. 
C'esl  de  là  que  aatl  toute  la  difficulté  du  problème. 

Quoique  la  caractéristique  h  ae  puisse  snfûre  à  distinguer  les  diverses  familles 
de  courbes  d'un  même  degré,  elle  est  cependant  très  propre  ■>  séparer  les  unes 
des  autres  la  plupart  de  ces  courbes,  ^.ussi  est-il  essentiel  <!<•  connaître  d'abord 
quelles  sont  les  diverses  valeurs  numériques  de  cette  caractéristique  : 


m- 


Le  minimum  de  h  est  l'entier  contenu  dans 
Voici  maintenant  un  autre  résultat  bien  saillant  : 

La  caractéristique  h  n'est  pas  susceptible  de  devenir  égale  <i  un  quelconque 

,           ,•          ,        •    (d  — 1\2     .              (d  —  i)(d  —  i) 
des    entiers    depuis  I  1     jusqua r >    mais    seulement     a 

quelques-uns  d'entre  eux. 

\insi,  pour  un  même  degré  d,  la  suite  des   nombres  h  est  discontinue,  elle 
présente  des  lacunes.  Cette  circonstance  ne  s'offre  pas  avant  le  neuvième  d< 
On  a  en  même  temps  cette  proposition  : 

r                i        i       i        ■    i        •       .         •         t     (d  —  i)  (d  —  2)         .  , 

Les  courues  de  degré  d  qui  ont  moins  de  -^ points  dou- 
bles apparents  sont  situées  sur  des  sur/aces  du  second  degré.  Les  nombres  h 
qui  s'y  rapportent  sont  donnés  par  la  formule 

.       d(d  —  i)       ...      ,. 
h  =  — —  X  (  d  —  a  ), 

2 

où  X    est    un    entier    arbitraire.    Le   minimum  ( \     est   atteint    pour 

X  =  l )•  Les  autres  valeurs  s'obtiennent  quand  on  fait  croître  X. 

A  chacun  de  ces  nombres  h  correspond  une  famille  de  courbes  Ca  situées 

sur    une    surface  du   second   degré.     Tant  que   h  n'atteint  pas   la  limite 

(d  —  ï)(d — 2)  „  .  _  _  .     .,  ... 
— t  ces  familles  seules  existent.   Quand  h  dépasse  cette  limite 

H(3),  les  courbes  C2  composent  des  familles  qui  coexistent  avec  d'autres  cor- 
respondant aux  nombres  d,  h. 

Le  nombre  H  (3)  est  donné  par  une  formule  générale,  comprenant  aussi  H(i) 

et  H('i),  et  dont  il  sera  parlé  plus  loin. 

•     i      i •     •        (d  —  i )  ( d  —  2 )       ,         .       .  .  , 

A  partir  de  la   limite     ^ -i    la  suite  des  nombres  h  ne  présente 

plus  de  lacunes. 

.       .             •      ,      (d  —  \)(d  —  >) 
A    chaque  nombre   entier  pris  pour  /t,   a  partir  de »  cor- 
respond une  famille  de  courbes  C3,  situées  sur  des  su/ faces  du  troisième 

[icl 2  )?~1 
_ U  ces  courbes 

C3  existent  seules,  conjointement  avec  les  courbes  |  .  \u  delà,  elles  compo- 
sent encore  des  familles  distinctes  tant  que  h  n'atteint  pas  une  autre  limite 
H (4).  Au  delà,  elles  ne  sont  plus  que  des  cas  particuliers. 

Cette  sélection  se  poursuit  encore  : 

--2V 





,  correspond 
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une  famille  de  courbes  C4  situées  sur  des  sur/aces  du  quatrième  ordre  (sauf 
une  lacune  d'une  unité  dans  les  valeurs  de  h  à  partir  du  minimum,  quand  le 

degré  est  divisible  par  4).  Tant  que  h  n'atteint  pas  la  limite  2    — 

,    ,          ,-•-,,            -    ,     ,.     •        Vd(d —  5)~1 
ou,  pour  le  cas  ou  cl  est  divisible  par  o,  la  limite  2 ,  ces  courbes 

C4  coexistent  seules  avec  les  courbes  Ca,  C3.  Au  delà,  elles  composent  encore 
des  familles  distinctes,  tant  que  h  n'atteint  pas  une  autre  limite  H  (5). 

La  même  sélection,  qui  ne  peut  être  reconnue  que  sur  des  exemples  où  rfsoit 
choisi  assez  grand,  se  continue,  et  voici  enfin  l'énoncé  général  de  la  loi  qui  y 
préside. 

Soit  m  un  nombre  entier  égal  ou  inférieur  au  plus  petit  nombre  entier  M 
pour  lequel  est  satisfaite  la  condition 

(M  +  i)(M  +  2)(M  +  3)  >  M  d  _^3 

A  ce  nombre  m  correspond  une  /onction  c*j  (  m  )  jouissant  de  la  propriété 
suivante  : 

I.  Toute  courbe  du  degré  d  qui  a  jnoins  de  r'j  (m)  points  doubles  appa- 
rents est  située  sur  une  surface  de  degré  moindre  que  m. 

La  fonction  J\(m)  est  toujours  croissante  avec  m.  (On  dira  dans  un  instant 
quelle  est  cette  fonction.) 

II.  A  tout  nombre  h,  égal  ou  supérieur  à  ^(m),  correspond  une  famille 
de  courbes  Cm,  du  degré  d,  situées  sur  des  surfaces  de  degré  minimum  m 
(sauf  quelques  lacunes  dans  les  plus  petites  valeurs  de  h  et  le  cas  m  =  2  ).  Tant 
que  h  reste  inférieur  à  une  autre  limite  H(m  +  i),  les  courbes  Cm  coexistent 
conjointement  à  toutes  autres  et  composent  des  familles  distinctes.  Au  delà 
de  cette  limite,  ce  ne  sont  plus  que  des  cas  particuliers.  La  limite  H  (m  -+- 1) 
est  donnée  par  la  formule 

(d  —  m  —  i)(d  —  m  —  2  )        m  (  m  ■+•  1  )  (  m .  -f-  2  ) 

H  (  m  -\-x  )  =    — H i i • 

III.  La  courbe  Cm,  quia  le  plus  grand  nombre  de  points  doubles  apparents 
h=.  H(m  +  i)  —  1,  comporte  dans  sa  définition  l\  d  arbitraires.  Chacune  des 
autres  en  comporte  davantage,  savoir  ^d-hll(m-^i) —  1  —  h( sauf  encore  quel- 
ques exceptions  pour  les  plus  petites  valeurs  de  h). 

Si,  dans  la  fonction  H,  on  fait  varier  l'entier  m  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles (sans  tenir  compte  d'ailleurs  de  la  condition  m^.  M),  on  reconnaît  que 
cette  fonction  H  a  un  minimum.  Ce  minimum  donne  lieu  à  une  exception  pour 
la  proposition  précédente.  Voici  cette  exception  :  En  général,  il  existe  dans  le 
voisinage  de  M  un  ou  plusieurs  entiers  m,  pour  lesquels  la  limite  l)(m)  est 
supérieure  au  minimum  de  H;  ce  n'est  d'ailleurs  pas  pour  un  de  ces  nom- 
bres que  H  atteint  un  minimum,  et,  dans  tous  les  cas,  comme  l'énoncé  II 
l'exige,  II  (  m  -+- 1)  est  toujours  supérieur  à  fJj  (m  ). 

Pour  un  tel  nombre,  la  fonction  j\(jn)  jouit  toujours  des  propriétés  II 
et  III,  mais  non  plus  de  la  propriété  I;  à  l'égard  de  cette  dernière,  *)(m) 
est  remplacé  par  le  minimum  de  H. 

Pour  les  nombres  mx  supérieurs  à  M.  il  existe  une  fonction  H,  (m ,  )  donnant 
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lieu  encore  à  la  propriété  I.  Cette  fonction  n  la  même  définition  que  II.  mai* 
appliquée  à  d'autres  valeurs  de  l'argument 

,,                    (d—mt)(d—mf—i)  2 

£,(m,)= y-!—r> ! i  -h  m,(m;-i). 

L'énoncé  II  subsiste  si  l'on  y  remplace  II  (  //<  +i)  /yc//-  *j  C  ///,  -t-  i). 
Quant  à  la  proposition  III,  elle  se  change  en  celle  ci  : 

IV.  Chaque  famille  générale  de  courbes  du  degré  d ,  échappant  à  I"  défi 
nition  des  courbes  G/;;,  comporte  l\d  arbitraires. 

Il  reste  enfin,  pour  compléter  cet  énoncé,  à  définir  la  fonction  H  (m). 

Y.  Soit  a  le  plus  petit  nombre  non  négatif  qui  rende  d  -t-  z  divisible  par  ml 
et  soit  (i+i=  m\x.  Sous  la  condition  formel  le  m2 —  m  <  d.  on  a 

i:  f«\-  (rf— g)  (m  — i)  (u.  —  i) 

Mais, pour  les  nombres  m',  donnant  m"1 —  m'  >  d,  il  n'y  a  point  de  formule 
simple  fournissant  l'expression  de  la  fonction  j')(m').  Je  dois  me  contenter 
de  dire,  dans  ce  résumé,  qu'il  existe  une  méthode  certaine  pour  calculer 
cette  fonction. 

Il  est  assez  malaisé  de  saisir  la  portée  véritable  de  ces  théorèmes  autrement 
que  par  des  exemples.  Mais  encore  faut-il  prendre  le  nombre  d  assez  grand  pour 
que  la  plus  grande  partie  des  propositions  se  puisse  appliquer.  C'est  pour  cette 
raison  qu'après  avoir  présenté,  au  ChapitreYIdece  Mémoire,  la  classification  suivie 
complète  des  courbes  jusqu'au  vingtième  degré  inclusivement,  j'ai  traité  aussi 
et  la  classification  des  courbes  de  degré  120.  On  verra,  par  les  résultats  de  cette 
classification  qui  terminent  le  Mémoire,  que  les  théorèmes  précédents  résolvent 
véritablement  ces  deux  parties  du  problème  proposé  :  Enumérer  et  distinguer 
entre  elles  les  diverses  familles  de  courbes  d'un  même  degré.  Quant  à  cette 
autre  partie  :  définir  en  courbes,  c'est-à-dire  en  donner  explicitement  une  re- 
présentation ou,  du  moins,  le  moyen  d'y  parvenir,  la  solution  n'est  pas  com- 
plète. Mais  c'est  qu'aussi  cette  partie  du  problème  ne  parait  pas  susceptible  d'une 
solution  générale,  et  doit  être  abordée  à  part  pour  chaque  cas. 

Le  problème  dont  il  s'agit  se  réduit  à  cet  autre,  appartenant  à  la  Géométrie 
plane  :  Trouver  deux  courbes,  de  degrés  donnés,  qui  se  touchent  en  des  points 
dont  le  nombre  soit  égal  à  un  nombre  donné.  C'est  là  un  problème  dont  il  ne 
semble  pas  qu'on  puisse  jamais  obtenir  une  solution  générale. 

Toutefois,  et  c'est  là  un  des  ti*aits  principaux  du  Mémoire  actuel,  ce  problème 
n'existe,  à  chaque  degré  d,  que  pour  une  faible  minorité  «les  familles  de  courbes. 
Effectivement,  on  a  cette  proposition  : 

VI.  Toutes  les  courbes  dénommées  tout  à  l'heure  Cm  sont  immédiatement 
définies  et  représentées  au  moyen  de  courbes  de  degré  moindre. 

Si  l'on  joint  à  cette  proposition  celle  que  j'ai  énoncée  au  sujet  des  courbes 
pour  lesquelles  h  est  supérieur  à  II  (2),  on  n'a  plus  à  traiter  de  nouveaux  pro- 
blèmes que  pour  un  nombre  fort  restreint  de  courbes,  \insi,  dans  l'exemple 
d  =  1 20  que  j'ai  examiné,  où  le  minimum  de  /«est  S.Vjo,  le  maximum  Toai,  ce 
sont  seulement  les  nombres  h  compris  «Mitre  les  limites  6oao  el  6o/>3  qui  donnent 
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lieu  au  problème  dont  je  parle.  Il  ne  se  pose  pas,  d'ailleurs,  avant  le  onzième 
degré,  et  jusqu'au  treizième  degi'é  inclusivement  il  se  résout  immédiatement. 

Tels  sont,  en  résumé,  les  principaux  résultats  de  ce  Mémoire.  Quant  à  la  mé- 
thode qui  s'y  trouve  employée  et  à  l'ordonnance  des  matières,  il  me  reste  peu  de 
mots  à  ajouter.  Je  me  sers  principalement,  pour  représenter  les  courbes,  de 
deux  équations  ou  coordonnées  rectilignes 

où  ç>,  4*>  X  désignent  des  polynômes  entiers.  Les  lettres  x,  y,  z  sont  ou  bien  des 
coordonnées  cartésiennes,  ou  bien  les  rapports  de  coordonnées  homogènes.  Ce 
mode  de  représentation,  tout  naturel,  a  été  employé  par  M.  Cayley  dans  quelques 
courtes  études  sur  les  courbes  du  quatrième  et  du  cinquième  degré  (  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LIV),  et  par  M.  Edouard 
Weyr,  dans  un  Mémoire  auquel  j'emprunterai  un  résultat  important. 

Après  avoir  exposé,  avec  tous  les  développements  nécessaires,  les  premières 
notions  qui  se  rattachent  immédiatement  au  mode  de  représentation  (À)  et  y 
avoir  consacré  le  Chapitre  I,  je  montre,  dans  le  Chapitre  II,  comment  s'offre 
cette  circonstance  si  curieuse  :  la  suite  des  nombres  h  présente  des  lacunes  à 
partir  du  minimum. 

Le  Chapitre  III,  le  plus  long  du  Mémoire,  est  aussi  celui  qui  contient  la  théorie 
la  plus  abstraite  et  la  plus  importante.  J'y  expose  les  propriétés  de  certaines 
opérations  algébriques,  analogues  à  l'élimination,  et  qui,  appliquées  aux  trois 
polynômes 9,  <\>,  y, conduisent  d'une  courbe  quelconque  à  une  autre  courbe  que 
j'appelle  adjointe.  Cette  adjointe  n'a  pas  de  définition  géométrique,  elle  dépend 
essentiellement  des  éléments  de  la  repi'ésentation  (A)  qui  peuvent  être  variés  à 
l'infini.  Néanmoins  toutes  les  propriétés  de  la  courbe  envisagée,  qui  ont  de  l'in- 
térêt pour  la  classification,  se  reflètent  dans  cette  adjointe.  C'est  par  l'inter- 
vention de  cette  dernière  que  je  parviens  aux  résultats  énoncés  précédemment. 

La  partie  de  ces  énoncés  relative  aux  courbes  situées  sur  les  surfaces  du  troi- 
sième degré  est  exposée  en  détail  dans  le  Chapitre  IV;  l'extension  des  résultats 
aux  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième  degré  et 
enfin  de  degré  quelconque  fait  l'objet  du  Chapitre  V,  qui  se  termine  par  l'exposé 
des  moyens  propres  à  la  classification  des  courbes  d'un  degré  quelconque. 

J'ai  déjà  dit  que  le  Chapitre  VI  contient  les  applications  numériques  néces- 
saires à  la  parfaite  intelligence  des  résultats  généraux  dont  la  démonstration 
termine  le  Mémoire. 

Léauté.  —  Application  de  la  résistance  des  matériaux  au  calcul 
des  pièces  des  machines.  (201-210). 

Les  formules  ordinaires  de  la  résistance  des  matériaux  supposent  que  les 
composantes  et  les  moments  des  forces  extérieures  peuvent  être  évalués  comme 
s'il  n'y  avait  pas  eu  de  déformation.  Cette  hypothèse,  qui  permet  de  ramener  le 
problème  aux  quadratures,  n'est  plus  admissible  pour  les  pièces  de  machines  : 
alors,  en  effet,  les  actions  principales  proviennent  souvent  d'efforts  élastiques 
exercés  par  les  pièces  en  relation  avec  celle  que  l'on  considère,  de  telle  sorte  que 
ces  actions  dépendent  alors  essentiellement  des  déformations  ([n'éprouvent  ces 
pièces.  Ces  déformations  elles-mêmes  dépendent,  par  suite  des  liaisons,  delà  dé- 
formation de  même  ordre  qu'éprouve  la  pièce  étudiée,   et    les  forces  extérieures 
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auxquelles  cette  pièce  esl  soumise  se  trouvent  ainsi  fonction  de  la  déformation 
inconnue  qu'elle  subit;  d'autre  part,  pour  étudier  rigoureusement  on  organe 
(l'uni'  machine,  il  faul  étudier  séparément  les  éléments  qui  le  composent  et 
tenir- compte,  pour  chacun  de  ces  éléments,  des  forces  élastiques  qu'exercent 
sur  lui  1rs  éléments  qui  le  Composent. 

Dès  lors,  le  problème  change  de  nature  :  dans  l'hypothèse  ordinaire,  les  forces 
extérieures  que  l'on  <loit  considérer  sonl  fonction  seulementde  l'unique  \;iri;il>le 
qui  définit  la  position  de  ce  point,  et  l'on  e^t  ainsi  conduit  ;'■  de  - i 1 1 1 j j  1  *--  quadra- 
tures; dans  le  cas  considéré  par  M.  Léauté,  les  forces  qui  interviennent  dé- 
pendent en  outre  de  la  déformation  au  point  considéré,  les  équations  contiennent 
les  (déments  de  la  déformation  et  leurs  dérivées  :  ce  sonl  ces  équations  diffé- 
rentielles qu'établit  M.  Léauté,  en  se  bornant  toutefois  a  l'étude  des  pièces 
planes  à  section  constante,  qui  sont  les  seules  employées  habituellement. 

Baille.   —  Etudes  sur  la  résistance  de   l'air  et  les   mouvements 
oscillatoires  très  lents.  (21  i-25i). 

Ce  Mémoire  comprend  deux  Parties  :  dans  la  première,  l'auteur  étudie  la  ré- 
sistance que  l'air  d'une  cage  plus  ou  moins  grande  oppose  au  mouvement  des 
différents  mobiles  suspendus  au  levier  de  la  balance  de  torsion;  la  relation  des 
nombreuses  expériences  et  les  considérations  théoriques  développées  par 
M.  Baille  mettent  en  évidence  l'extrême  complication  du  problème.  La  seconde 
Partie  contient  la  critique  d'un  Mémoire  de  M.  Hirn  :  «  Recherches  expérimen- 
tales sur  la  relation  qui  existe  entre  la  résistance  de  l'air^et  sa  température.  Con- 
séquences physiques  et  philosophiques  qui  découlent  de  ces  expériences.  »  Le 
Mémoire,  dont  les  conclusions  étaient  contraires  à  la  théorie  des  gaz,  a  eu  un 
grand  retentissement.  D'après  M.  Baille,  la  formule  que  M.  Hirn  déduit  de 
cette  théorie  et  les  expériences  qu'il  a  faites  ne  se  rapportent  pas  à  la  même 
chose.  Enfin  l'auteur  termine  par  la  relation  d'expériences,  faites  dans  la  voie 
ouverte  par  M.  Hirn,  et  relatives  à  la  variation  de  la  résistance  de  l'air  avec  la 
pression  et  la  température. 


LUle  Cahier.  —  Tome  XXXII,  i883. 

Resal.  —  Solution  de  quelques  questions  se  rapportant  aux  ponts 

suspendus.  (i-i5). 

Formules  générales  pour  déterminer  les  déformations  du  tablier  produites  par 
les  variations  de  température  dans  les  câbles  et  les  tiges  de  suspension,  et  l'é- 
lasticité lors  de  la  mise  en  charge  de  la  construction.  —  Conditions  qui  doivent 
être  remplies  par  l'une  des  poutres  longitudinales  auxquelles  on  peut  avoir 
recours  pour  donner  de  la  rigidité  au  tablier  du  pont  ou  pour  tout  autre  motif, 
pour  que  cette  poutre  repose  dans  toute  son  étendue  sur  le  tablier.  —  Condi- 
tions de  résistance  des  câbles  en  écheveau. 

Resal.  —  Développement  sur  un  point  de  la  théorie  de  la  rota- 
tion des  corps  solides.  (17-30). 

Il  s'agit  du  cas  où  la  résultante  des  forces  extérieures  passe  par  un  point  fixe, 
le  corps  étant  mobile  autour  (h;  ee  point.  "VI.  lirsa I  simplifie  et  précise  l'analyse 


i 
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par  laquelle  FoinsoL  est  parvenu  à  l'équation  différentielle  du  cône  lieu  de  l'axe 
instantané  dans  l'espace  fixe,  ou  plutôt  de  la  courbe  lieu  du  point  de  contact 
de  l'ellipsoïde  d'inertie  avec  plan  fixe  sur  lequel  roule  cet  ellipsoïde. 

Moutier.  — Sur  la  loi  de  Dulong  et  Petit.   (3i-5^). 

Léauté.  —  Sur  une  famille  de  courbes  que  l'on  rencontre  dans 
les  transmissions  de  mouvement  et  sur  leur  application  dans  les 
machines.  (09-78). 

Il  s'agit  de  ce  problème  :  «  Étudier  la  forme  des  courbes  engendrées  par  les 
différents  points  d'une  figure  mobile  dont  deux  des  points  parcourent  des  cercles 
fixes.  »  M.  Léauté  considère  le  cas  d'une  bielle  dont  la  tète  parcourt  une  circon- 
férence de  cercle  et  dont  le  pied  s'appuie  sur  un  cercle  de  grand  rayon.  Il  forme 
l'équation  de  la  trajectoire  en  négligeant,  au  delà  de  la  seconde,  les  puissances 
du  rapport  du  rayon  du  cercle  décrit  par  la  tète  à  la  longueur  de  la  bielle,  le 
rayon  du  cercle  décrit  par  le  pied  étant  supposé  comparable  à  la  longueur  de  la 
bielle;  les  équations  approchées  définissent  des  courbes  unicursales  du  quatrième 
ordre,  qu'on  peut  regarder  comme  des  réciproques  de  coniques. 

Ces  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

x  =  A0+  e  (  Acosô  -+-  B  sin6)  -4-  e2  (  A,  cos  2  6  -+-  B,  sin2  6), 
y  —  B0  +  e  (  C  cos  6  -+-  D  sin  6  )  -+-  e2  (  C,  cos  2  6  -+-  D,  sin  2  6  ) , 

e  étant  précisément  le  petit  rapport  défini  plus  haut  et  dont  on  néglige  le  cube. 
Ces  équations  s'interprètent  immédiatement;  elles  permettent  de  discuter  les 
différentes  formes  des  trajectoires  :  les  courbes  qui  présentent  le  plus  d'intérêt 
pratique  sont  celles  que  l'on  obtient  en  supposant  que  l'ellipse  à  laquelle  elles 
se  réduiraient  en  négligeant  e-  est  très  aplatie;  M.  Léauté  montre  comment  on 
peut  les  substituer  à  un  arc  de  courbe  donné  de  petite  étendue  et  le  degré  de 
précision  que  l'on  peut  obtenir  ainsi. 

Picquet.  —  Quelques  développements  sur  les  équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  constants.  (79-1 34  )• 

Quand  on  connaît  un  système  fondamental  d'intégrales  d'une  équation  linéaire 
d'ordre  n  sans  second  membre,  on  peut,  en  se  servant  d'une  formule  due  à 
Lagrange,  trouver  l'intégrale  générale  de  la  même  équation  avec  second  membre. 
M.  Picquet  examine  ce  que  devient  la  formule  de  Lagrange  lorsqu'on  suppose 
constants  les  coefficients  de  l'équation  linéaire  sans  second  membre  :  il  insiste 
en  particulier  sur  le  cas  où  l'équation  caractéristique  a  des  racines  multiples. 
Malgré  son  caractère  élémentaire,  la  question  prête,  comme  le  montre  l'auteur, 
à  d'assez  riches  développements  analytiques,  où,  naturellement,  la  théorie  de  la 
décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  éléments  simples  joue  un  rôle  pré- 
pondérant. M.  Picquet  rencontre,  chemin  faisant,  un  grand  nombre  d'identités 
algébriques,  parmi  lesquelles  nous  signalerons  en  particulier  l'expression  des 
fonctions  symétriques  e'  des  racines  a  d'une  équation  algébrique/ (  x  )  =  o,  de 
la  forme 

lorsque  n  est  un  entier  positif  supérieur  au  degré  de  l'équation  proposée. 
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Lecornu  (L.).  —  Mémoire  sur  les  surfaces  enveloppa  de  sphères. 

(135-17/)). 

L'auteur  montre  comment,  en  partant  des  formules  de  Codazzi,  on  peut  par- 
venir à  la  détermination  explicite  des  éléments  d'une  surface  enveloppe  <!<• 
sphère  :  son  procédé  consiste  à  exprimer  l<->  fonctions  cherchées  tu  moyen  d'une 
fonction  auxiliaire  cp  qui  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 


où  X  et  ;j.  sont  les  paramètres  relatifs  'aux  parallèles  (cercles  de  contact  avec  la 
sphère)  et  aux  méridiens  (trajectoires  orthogonales  des  parallèles  sur  la  sur- 
face). Cette  même  équation  a  été  considérée  par  M.  Darboui  dans  une  Commu- 
nication à  l'Académie  des  Sciences,  analysée  par  le  Bulletin,  Sur  le»  surfaces 
à  lignes  de  courbure  planes  dans  un  système  et  isothermes,  communication 
faite  le  23  avril  i883,  à  un  moment  où  le  travail  de  M.  Lecornu  était  sous  pi 
M.  Lecornu  montre  comment  cette  équation  se  ramène  à  une  équation  différen- 
tielle linéaire  ordinaire  du  second  ordre  et  sans  second  membre.  Il  interprète' 
aussi  la  signification  géométrique  de  la  fonction  cp  en  introduisant  la  considéra- 
tion des  lignes  d'inflexion,  en  chaque  point  desquelles  le  méridien  présente 
une  inflexion  géodésique.  Pour  un  déplacement  effectué  suivant  une  ligne  d'in- 
flexion, la  variation  de  cp  est  égale  à  la  torsion  de  la  directrice  (  lieu  des  centres 
des  sphères);  pour  un  déplacement  effectué  suivant  un  parallèle,  cette  varia- 
tion est  égale  à  celle  de  l'angle  au  centre.  M.  Lecornu  introduit  une  fonction  a 
du  paramètre  X  qui,  pour  chaque  parallèle,  mesure  la  torsion  totale  correspon- 
dante de  la  directrice  à  partir  d'une  valeur  initiale  :  la  quantité  cp  —  a  est  ce  que 
l'auteur  appelle  longitude  d'un  point;  la  longitude  est  nulle  ou  égale  à  t:  pour 
les  lignes  d'inflexion  ;  M.  Lecornu  étudie  les  lignes  d'égale  longitude.  Signalons 
encore  la  démonstration  de  cette  proposition  :  «  Lorsqu'une  surface  est  l'enve- 
loppe des  sphères  osculatrices  à  une  courbe,  elle  conserve  cette  propriété  pen- 
dant le  développement  de  sa  directrice  considérée  comme  arête  d'une  surface 
développable.  » 

Cornu  [A.).    —  Sur  les  raies  telluriques  qu'on   observe  dans  le 
spectre  solaire  au  voisinage  des  raies  D  (  1 70-2 12). 

Brisse.  —  Exposition  analytique  de  la  théorie  des  surfaces.  (21 3- 

233). 

Ce  travail  est  la  Ve  Section  d'une  exposition  d'ensemble  dont  le  but  a  été  inséré 
dans  les  Annales  de  l'École  Normale  supérieure  (j*  série,  t.  III,  p.  87).  Il  est 
relatif  aux  systèmes  les  plus  simples  de  coordonnées  sur  une  surface  :  lignes  de 
courbure,  lignes  asymptotiques,  lignes  géodésiques  avec  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales. 
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NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,    rédigées  par  MM.   Gerono  et 
Ch.  Brisse  (').  —  3e  série. 

Tome  II;   i883,  2e  semestre. 

Realis  (S.).  —  Sur  une  équation  indéterminée.  (289-297). 
Il  s'agit  de  la  résolution,  en  nombres  entiers,  de  l'équation 

#3  -+-  A-  =  y2, 

qui  a  donné  lieu  à  de  nombreux  travaux  de  MM.  Catalan,  Le  Besgue,  Gerono  et 
de  Jonquières.  M.  Realis  l'étudié  au  point  de  vue  de  la  résolution,  et  il  établit 
d'intéressantes  identités,  d'où  découlent,  comme  conséquences  immédiates,  plu- 
sieurs propriétés  des  nombres,  très  dignes  de  remarque. 

Dewulf(E.).  —  Théorème  de  Cinématique.  (2g--3oo). 

Propriété  du  déplacement  d'une  figure  plane,  ayant  trait  aux  centres  de  cour- 
bure des  trajectoires. 

Kœnigs  (G.).  —  Sur  les  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points 
donnés.  (3oi-3o6). 

Indication  de  plusieurs  propriétés,  concernant  surtout  les  complexes  formées 
par  les  tangentes;  cet  article  tire  son  origine  d'une  question  proposée  par 
M.  Genty. 

Genoccki.  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Fermât.  (3o6-3io). 

Le  système  d'équations  ly"1 — 1  =  x,  iz1 — 1  =  a:2  n'admet  de  solution  en 
nombres  entiers  que  pour  #=7.  Le  savant  professeur  de  l'Université  de  Turin 
démontre  simplement  cette  proposition,  en  complétant  les  travaux  du  P.  Pépin 
sur  le  même  sujet. 

Propositions  de  M.  Lionnet.  —  (3io). 

Cinq  énoncés  concernant  les  propriétés  des  nombres. 

Levaire  {E.).  —  Solution  de  la  question  de  Géométrie  analytique 
proposée  au  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Centrale;  première 
session,  1882.  (3 1 1-3 17). 

Problème  sur  un  système  de  coniques  passant  par  des  points  déterminés. 

Bibliographie.  —  P.  Miquel  :  Les  organismes  vivants  de  l'atmo- 
sphère; compte  rendu  par  le  D1  Harzé.  (017-319). 


(')  Voir  liai  le  lin,  VIL.    ■  ',,,• 
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Publications  récentes.  —  (319-322). 

Moret-Blanc,  —  Solution  <l<-  la  question  1110.  (322-323). 
Contour  polygonal  inscrit  dans  une  parabole. 

Fauquembergue  (L\).  —  Solution  de  la  question  1  113.  i'.Vi\). 
Propriété  d'une  sécante  commune  à  deux  coniques  homothétiques. 

Lez.  —  Solution  de  la  question  1118.  (325-32Ô). 
Lieu  géométrique  relatif  à  l'ellipse. 

De  Strékalof (  V.).  —  Solution  de  la  question  1421.  (3 26-829). 

Propriété  du  triangle. 

Romero.  —  Solution  de  la  question  1422.  (32Q-33o). 

Si  N2  —  a°'-h  (a  +  i)2,  N  est  égal  à  la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  en- 
tiers, dont  deux  au  moins  sont  consécutifs. 

Goffart  (N.).  —  Solution  de  la  question  1425.  (33i-332). 
Propriété  de  la  normale  à  la  parabole. 

Giat.  —  Solution  de  la  question  1431.  (332-333). 

L'angle  de  deux  hyperboles  équilatères  concentriques  est  double  de  l'angle  de 
leurs  asymptotes. 

Questions  proposées.  —  1451  à  1459.  (333-33()). 

Antomari  (JT.).  —  Relations  entre  les  distances  du  foyer  d'une 
conique  à  quatre  points  ou  à  quatre  tangentes.  (33J-347,   385- 

397)- 

Suite  d'une  étude  dont  nous  avons  analysé  le  commencement  dans  le  compte 
rendu  du  premier  semestre. 

Ici,  l'auteur  étudie  spécialement  les  foyers  de  l'hyperbole  et  de  la  parabole, 
les  propriétés  de  quatre  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère,  les  relations 
entre  les  distances  d'un  foyer  à  quatre  tangentes  et  les  propriétés  de  quatre  co- 
niques inscrites  dans  un  quadrilatère. 

Laquière.  —  Détermination  et  construction  nouvelle  du  cercle 
qui  coupe  trois  cercles  sous  trois  angles  donnés  et  de  la  sphère 
qui  coupe  quatre  sphères  sous  des  angles  donnés.  (348-352). 

Complément  et. simplification  d'un  article  précédemment  publié  dans  le  menu* 
Recueil.  Théorème  remarquable  sur  l'enveloppe  des  sphères  coupant  trois  sphères 
fixes  sous  des  angles  constants. 

Goffart.  —  Théorème  de  Géométrie.  (353-35 {). 
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Lieu  des  points  de  contact  des  ellipses  ayant  même  foyers  avec  les  droites 
parallèles  à  une  direction  donnée. 

Biehler  (Ch.).  —  Sur  la  construction  d'une   courbe  algébrique 
autour  d'un  de  ses  points.  (354-368,  397-412). 

Simplification  d'une  méthode  précédemment  publiée  par  l'auteur  dans  le 
même  Recueil  (').  On  considère  l'équation  qui  donne  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  transversale  passant  par  le  point  considéré. 

Dans  les  présents  articles,  M.  Biehler  recherche,  non  plus  les  expressions  des 
racines  infiniment  petites  de  cette  équation,  mais  certaines  fonctions  symétriques 
desdites  racines. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  étude  des  asymptotes  et  des  branches  parabo- 
liques. 

Dostor  (G.).  —  Distances   du  centre  de  gravité  aux  points  re- 
marquables du  triangle.  (368-3^0 ). 

Cette  Note  donne  l'expression  des  distances  :  aux  sommets,  au  centre  du 
cercle  circonscrit;  au  point  de  concours  des  hauteurs;  et  enfin  au  centre  des 
cercles  inscrit  et  exinscrit. 

Propositions  de  M.  Realis.  —  (370-371). 

Enoncés  de  cinq  propriétés  sur  les  racines  entières  d'équations  du  quatrième 
degré. 

Correspondance.  —  M.  d'Ocagne  :  A  propos  du  centre  de  cour- 
bure de  l'ellipse.  (37 1-372). 

Fauquembergue  (E .). —  Solution  de  la  question  1281.  (372-373  ). 
Solution  d'une  équation  exponentielle  indéterminée. 

Rebuffel.  —  Solution  delà  question  14-20.  (374-370). 
Détermination  de  deux  intégrales. 

Goffart  (JV.).  —  Solution  de  la  question  1421.  (375-376). 

Propriété  d'une  conique. 
Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1424.  (376-377). 

Lieu  géométrique  relatif  à  l'ellipsoïde. 
Chabanel  (Ch.).  —  Solution  de  la  question  1427.  (378-380). 

Détermination  d'une  intégrale. 
Cesâro  (F.).  —  Solution  de  la  question  1428.  (38o-38i). 

Nombre  des  solutions  entières  des  équations 

x  -+-  ?. y  —  11  —  1 ,     2a?  +  Sy  =  h  —  3,    3 x  +  \y  —  n  —  5, 

(')  Voir  Bulletin,  IV,,  »65;  V,..  iV,  et  VI,.  r>7. 
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Questions  proposées.  —  1460  à  1  i(>8.  (382-384)- 

Fauquembergue  {F.).  —   Question  d'Astronomie.  (4i3-4'  >  • 

Connaissant  les  durées  des   quatre  saisons,   trouver    l'excentricité  de  l'orbite 

terrestre.  La  question  est  extraite  de  la  Nouvelle  Corn "s pondance mathématique. 

Barisien  (F.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'École  Centrale,  2e  session,  1882.  (/\i\)-^io). 
Problème  sur  un  système  de  paraboles. 

Cartier  [H.).  —  Solution  de  la  question  proposée  au   Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,   1881.  (420-422). 
Lieu  géométrique  relatif  à  l'hyperbole. 

Publications   récentes.  —  (422-42$). 

D'Ocagne  {M.).  —  Solution  de  la  question  1391.  (42;*>)- 
Propriété  de  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante. 

Borletti  {F.).  —  Solution  de  la  question  1396.  (426-42-). 
Intégration  d'une  équation  différentielle. 

Chabanel  [Cit.).  —  Solution  de  la  question  1417.  (42^-429). 
Propriété  de  deux  systèmes  de  résidus  par  rapport  à  un  module  premier. 

L.  B.  —  Solution  de  la  question  1429  (429-430). 
Démonstration  de  la  formule 


[1 


9  i\   49  80    rai 

8  26  4^  81    120 


Fauquembergue  (F.).  —   Solution  de  la  question  1459.    (43o- 

43.). 

L'équation  indéterminée 

y3    _     X7  _|_     (   X    _j_     ,   )  2 

n'admet  comme  solution  que  y  =  1,  x  =  o. 
Questions  proposées.  —  1469  à  1472.  (43  1-4^2). 

Bourget  («/.).  —  Note  sur  les    permutations    de  n  objets  et  sur 
leur  classement.  (433-45o). 

L'auteur  a  déjà  traité  le  même  sujet  dans  le  même  Recueil,  en  1871,  et  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (1881).  Il  recherche  ici  la  formule 
du  rang  occupé  par  un  élément  déterminé  dans  une  permutation  de  rang  donné. 
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A  cet  effet,  il  propose  un  nouveau  mode  de  classification,  qui  consiste  essentiel- 
lement dans  le  partage  des  permutations  en  groupes  de  permutations  circulaires. 
Gela  le  conduit  à  des  résultats  nouveaux  et  fort  intéressants. 

D'Ocagne  {M.).  —  Sur  un  élément  du  triangle  rectiligne;  symé- 
diane.  (45c— 4(54  ). 

La  sy médiane  est  la  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissectrice 
issue  du  même  sommet.  L'auteur  établit  plusieurs  propriétés  relatives  à  cet  élé- 
ment qu'il  croit  nouveau,  mais  qui  a  déjà  été  étudié,  à  plusieurs  reprises,  par 
M.  E.  Lemoine;  puis  il  en  fait  application  à  des  problèmes  divers,  notamment 
sur  la  parabole,  la  lemniscate,  la  spirale  d'Archimède  et  les  coniques.  L'article 
se  termine  par  les  énoncés  d'un  certain  nombre  d'exercices.  [  Voir  sur  le  même 
sujet  une  Note  de  l'auteur  Sur  une  ligne  considérée  dans  le  triangle  rectiligne 
(Journ.  de  Math,  élémentaires,  t.  IV,  p.  539;  1880)]. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours 
d'admission  à  l'École  spéciale  militaire  en  1882.  (464-469). 
Problème  sur  le  cercle-calcul  logarithmique. 

Dostor  (G.).  —   Les  moments  d'inertie  polaires   du  triangle,  par 
rapport  à  ses  points  remarquables.  (469-471). 

Moments  par  rapport  au  centre  de  gravité;  aux  sommets;  au  centre  du 
cercle  circonscrit;  au  point  de  concours  des  hauteurs;  aux  centres  des  cercles 
inscrit  et  exinscrit. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1399.  (4"i~474)- 

Lieu  géométrique  relatif  aux  coniques. 
Chabanel  (Ch.).  —  Solutions  delà  question  1401  ( 474-47^ ). 

Proposition  d'Arithmétique. 

Fauqiœmbergue  {E.).  —  Solution   de  la  question  1453.  (4j6). 

.       ( v/2  + 1  )™-' +  (v/ïï-i)2"-'         ,  ,     ,  . 

Le  nombre  — - est  la  somme  de  deux  carres  entiers. 

■2  y/2 

Chambon  («/.).  —  Solution  de  la  question  1463.  (477-478). 
Propriété  de  l'ellipse. 

Raclot  {M.).  —  Solution  de  la  question  1466.  (478-479). 

Propriété  du  trapèze. 
Questions  proposées.  —  1473  à  1480.  (479-480). 

Resnl  (IL).  —  Sur  la  théorie  des  tautochrones.  (48i~493). 

Cet  article,  extrait  du  Cours  de  Mécanique  de  l'auteur,  présente  l'application 
et  le  développement  d'une  méthode  d'Analyse  due  à  M.  Puiscux  (Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX,  i8fâ).  M.  Kesal  considère,  après  un 
exposé  d'ordre  général,  le  cas  de  la  pesanteur,  celui  d'une  force  centrale  attrac- 
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tive  ou  répulsive,  proportionnelle  à  la  distance;  il  termine  enfin  en  considérant 

un  milieu  dont  la  résistance  esl  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse. 

Realis  (S.).  —  Résolution  d'une  équation  Indéterminée.  ( 4<)4- 
497)- 

L'équation  dont  il  s'agit  est 

x2  -[-  n  xy  —  ny'1  —  \ . 

D'Ocagnc  {M.).  —  Sur  les  propriétés  segmentaires  du  triangle. 
Solution  du  problème  général  :  «  Mener  par  le  sommet  d'un 
triangle  une  droite  qui  divise  le  côté  opposé  en  segments  pro- 
portionnels aux  puissances  nlvmes  des  cotés  adjacents  ».  (497-O' 

Cet  article  se  rattache  à  celui  qui  a  été  publié  dans  le  même  Recueil,  p.  J5o 
(voir  ci-dessus). 

Chambeau  (A.).  —  Solution  de  la  composition  du  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale  en  1 88 1  ;  seconde  session.  (5oo- 
5o4). 

Sur  les  normales  menées  d'un  point  à  une  parabole. 

Hilaire  (A.).  —  Solution  analytique  de  la  composition  du  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1882.  (5o4-5ii). 

Sur  les  coniques  passant  par  les  points  d'intersection  de  deux  circonférences 
et  tangentes  à  ces  circonférences. 

Kien  (L.).  —  Solution  de  la  composition  du  Concours  d'admis- 
sion à  l'Ecole  Normale  en  1862.  (5i  1  -5 1 5). 

Roulement  d'une  tangente  mobile  sur  une  conique. 

CoiiRESPOwnAivcE.  —  M.  cV  Oc  a  g  ne  :  A  propos  de  la  question  1463, 
concernant  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse.  (5i5). 

Bibliographie.  —  Exercices  de  Géométrie  comprenant  l'exposé 
des  méthodes  géométriques  et  deux  mille  questions  résolues, 
par  F.  I.  C;  compte  rendu  par  M.  H.  Faure.  (5i6-5i8). 

Publications  récentes.  —  (5i8-52o). 

Goffart  (N.).  —  Solution  de  la  question  1462.  (521-022). 

Sur  le  triangle  isoscèle. 
Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1465.  (522-523). 

Tangentes  à  une  conique. 
Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1468.  (5a3-525). 

Problème  relatif  aux  aiguilles  d'une  montre. 
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Lemoine  (E.).  —  Solution  de  la  question  1472.  (525-326). 

Propriété  du  triangle. 
Anonyme.  —  Solution  de  la  question  1474.  (02^). 

Propriété  du  triangle  rectangle. 
Questions  proposées.  —  1481  à  1483.  (528). 

Catalan  {E.).  —  Sur  quelques  développements  de  sinnx  cosnx. 

(o2C)-535). 

La  grande  simplification  obtenue  par  M.  Catalan  consiste  dans  l'introduction 
de  2  sina;,  i  cos.r  au  lieu  de  sina?,  cosa\  Il  expose  la  remarquable  méthode  de 
M.  Y  von  Villarceau  avec  de  légères  modifications;  puis  il  y  ajoute  quelques  appli- 
cations et  plusieurs  remarques  très  intéressantes.  (  Voir,  du  même  auteur,  une 
Note  dans  la  Nouv.  Corr.  Math.,  t.  VI,  p.  ioo). 

Realis   (S.).  —    Résolution   d'une    équation    indéterminée   par 
formules  directes.  (535-542). 

L'équation  proposée  est 

(n-h.\)x2—  ny  =  4, 

avec  n  entier  >oou< —  4«  M.  Realis  donne  deux  formules  très  curieuses,  un 
peu  analogues  à  celle  du  binôme,  pour;raetya;  il  donne  ensuite  les  relations  de 
récurrence,  et  présente,  par  de  faciles  transformations,  de  curieuses  applications 
de  ces  résultats. 

De  Saint-Germain  (A.).  —  Etude  sur  le  mouvement  d'un  point 

pesant.  (542-554). 

L'auteur  fait  une  analyse  aussi  attentive  que  possible,  et  très  rigoureuse,  de 
cette  question  :  application  naturelle  de  la  théorie  du  mouvement  relatif.  Il  dis- 
cute un  point  qui  a  divisé  jadis  Bour  et  M.  Resal,  sur  la  forme  de  la  trajectoire 
apparente.  Il  étudie  enfin  la  question  des  déviations  en  assimilant  la  Terre  à 
un  ellipsoïde  homogène,  et  donne,  dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  du 
mouvement. 

Saltel  (L.).  —  Nouveaux  développements  sur  une  méthode  d'éli- 
mination. (554-566). 

Suite  du  travail  publié  dans  le  même  Recueil,  t.  XX,  2e  série.  La  méthode 
employée  permet  d'éliminer  successivement  À"  —  i  inconnues  entre  k  équations 
par  la  résolution  de  l'équation  axn  -\-b  —  o.  Ici  l'auteur  ajoute  à  sa  précédente 
étude  un  certain  nombre  de  remarques  et  d'applications. 

Bibliographie.  —  Cours  de  Mathématiques  spéciales;  IIC  Partie, 
Algèbre,  par  M.  G.  de  Longchamps.  (566).  A.  L. 
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Tue  QUARTERLY  JOURNAL  of  pire  and  applied  M athematics  <l ). 

Tome  XVII;  1881. 

Ilill  (J.-M.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  équations  de  l'IIy- 
drodynamique.  (1). 

Soient  u,  v,  w  les  composantes  de  la  vitesse  d'une  particule  de  matù  re  ap- 
partenant à  un    fluide   incompressible,  soumis  à  l'action    de  forces  extérieures 

admettant  un  potentiel;  soient  x,  y,  z  les  coordonnées,  à  l'époque  /,  do  la  parti- 
cule considérée;  u,  v,  W  pourront  être  regardées  comme  des  fonctions  de  x,y, 
z,  t.  Ceci  posé,  soient  P,  Q,  R  trois  intégrales  indépendantes  de  l'équation 

àf  àf  ôf  ôf 

ôt  ax  dy  ôz 

il  existera  trois  fonctions/,,  /„ /3  de  P,  Q,  R,  telles  que 

u  d x  -+-  v  dy  -+-  w  dz  —  (/,  dP  -+-f2  dQ  -f-/8  dR  ) 

soit  une  différentielle  exacte  dK,  les  différentielles  dP,  dQ,  dR,  dK  étant  rela- 
tives à  dx,  dy,  dz.  Les  équations  des  lignes  de  vortex  seront  de  la  forme 

F,(P,Q,R)  =  C„ 

FS(P,Q,R)  =  C2, 

C,,  C2  étant  des  constantes.  Si  par  la  limite  d'une  aire  infiniment  petite  on 
mène  des  lignes  obtenues  par  l'intersection  de  deux  surfaces,  telles  que  les 
premiers  membres  de  leurs  équations  satisfassent  à  l'équation 

àf  df  ôf  df 

Tt-hUôx-hVôy-hWà-z=°> 

on  formera  un  filament  liquide  contenant  toujours  les  mêmes  particules,  fermé 
ou  limité  à  la  surface  du  fluide,  tel  qu'à  chaque  point  corresponde  un  vec- 
teur tangent  au  filament,  et  qui,  multiplié  par  la  section  normale,  donne  un 
produit  constant  pendant  le  mouvement. 

Cockle  («/.).    —  Sur  les  relations  entre  certains  symboles.  (20- 

37). 

L'auteur  apprend  à  effectuer,  sur  les  équations  différentielles  linéaires,  cer- 
taines opérations  symboliques,  analogues  à  celles  qui  conduisent  à  la  décompo- 
sition du  premier  membre  dune  telle  équation  en  facteurs  symboliques  :  son 
travail  fait  suite  à  un  Mémoire  antérieur  inséré  dans  le  même  Recueil,  en  1877  : 
On  linear  dijferential  équations  of  the  third  order. 

(')  Voir  Bulletin,  VI,,  £8. 
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Forsyth.  —  Sur  quelques  intégrales  (?>--/\6). 
Il  s'agit  des  intégrales 

/       Pt  ;x"'  d\x,        /       P .  cos  m  6  d\x , 

/        P;V"'rf;x,        /        P^sin  mftd\x, 
J— 1  *^— i 

Pt  est  le  ième  polynôme  de  Legendre  où  jjl  =  cos6  est  la  variable. 

Prost.  —  Sur  le  potentiel  et  l'attraction  sur  un  point  extérieur 
d'une  couche  ellipsoïdale.  (46-5o). 

Le  calcul  est  fait  d'après  une  indication  de  M.  Cayley  (Proceedings  of  the 
London  Mathematical  Society,  t.  VI,  p.  58),  en  décomposant  la  couche  en  pe- 
tits éléments  obtenus  au  moyen  de  cônes  ayant  pour  sommet  commun  le  point 
où  la  normale  à  l'ellipsoïde  homofocal  à  l'ellipsoïde  qui  limite  extérieurement  la 
couche,  et  passant  par  le  point  attiré,  perce  le  plan  polaire  de  ce  dernier  point; 
la  méthode  est  une  conséquence  de  la  démonstration  bien  connue  de  Steiner 
relative  à  la  direction  de  l'attraction. 

Glaisher.  —  Un  chapitre  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

(oo-65). 

Allen.  —  Sur  quelques  problèmes  relatifs  à  la  conductibilité  élec- 
trique. (65-86). 

Le  cas  qui  a  été  le  plus  étudié,  soit  théoriquement,  soit  expérimentalement, 
depuis  les  célèbres  travaux  de  Kirchhoff,  est  celui  d'une  surface  conductrice  plane 
dont  certains  points  sont  mis  en  communication  électrique  avec  une  source  au 
moyen  de  fils  métalliques  très  fins. 

L'auteur  traite  les  problèmes  analogues  en  remplaçant  la  surface  plane  par 
une  surface  sphérique. 

Greenhill.  —  Sur  le  mouvement  constant  d'une  toupie  ou  d'un 
solide  de  révolution  dans  un  liquide  indéfini.  Démonstration 
élémentaire.  (86-89). 

Steam.  —  Sur  quelques  cas  du  mouvement  d'un  liquide  vis- 
queux. (90-1  o4)- 

L'auteur  examine  le  cas  où  le  mouvement  se  produit  suivant  des  anneaux 
circulaires  concentriques;  il  parvient  ainsi  à  l'équation  par  laquelle  Fourier  a 
résolu  le  problème  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  cylindre;  M.  Stcarn 
examine  diverses  conditions  initiales,  par  exemple  le  cas  où  le  liquide  est  con- 
tenu dans  un  vase  cylindrique  fixe,  en  admettant,  avec  M.  Stokes,  que  le  fluide 
en  contact  est  aussi  au  repos. 

Jeffery.  —  Sur  les  courbes  sphériques  de  troisième  classe  avec 

trois  foyers.  (104-129). 

Discussion  de  ces  courbes  d'après  la  position  rlos  foyers. 
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Scott.  — Note  relative  à  un  théorème  <!<•  M.  Glaisher  mji  1<s  <ié- 
terminants.  (129-13?.). 

La  déterminant 


(0 


est  égal  au  produit 

II  (  aK  h-  a.,  o)  -+- . . .  -1-  aH  w"-'  ) , 

où  w  désigne  une  racine  de  l'équation 

.27"  —  1  =  o  ; 

le  déterminant  qu'on  déduit  du  précédent  eu  changeant  les  signes  de  tous  lr^ 
termes  situés  en  dessous  de  la  diagonale  est  égal  à  un  pareil  produit,  en  fai- 
sant représenter  à  ot  une  racine  de  l'équation 

Xn  + 1  =  o. 

La  combinaison  de  ces  deux  propositions  presque  évidentes  montre  que  le 
déterminant  analogue  à  (1),  où  n  est  remplacé  par  in,  se  décompose  en  un 
produit  de  deux  déterminants  de  l'ordre  n  ;  c'est  le  produit  de  ces  deux  déter- 
minants qui  figurait  dans  le  théorème  de  M%  Glaisher. 

Sharp.  —  Sur  l'équation  de  Fourier.  (i32-i33). 

Taylor.  —  Sur  les  propriétés  de  l'orthocycle,  d'après  Gaskin  et 
Plùcker.  (1 34-137). 

Démonstration  géométrique  simple  de  ces  propriétés  :  le  cercle  circonscrit  à 
un  triangle  conjugué  par  rapport  à  une  conique  est  orthogonal  à  l'orthocycle 
de  cette  conique  (lieu  des  sommes  d'un  angle  droit  circonscrit);  les  cercles 
décrits  sur  les  diagonales  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  une  conique  et  l'ortho- 
eycle  de  cette  dernière  ont  même  axe  radical  ;  les  orthosphères  des  quadriques 
tangentes  à  huit  plans  ont  même  axe  radical. 

Cayley.  —   Sur  ce  théorème  :    «  Le  nombre  de  covariants  d'un 
quantic  binaire  est  fini.   )>  (1 3^- 1 47 ) - 

La  seule  preuve  connue  de  cette  proposition  a  été  déduite,  par  M.  Gordan, 
de  la  règle  de  la  formation  des  covariants  par  dérivation  :  c'est  à  un  point  de 
vue  tout  différent  que  se  place  M.  Cayley  :  considérant  un  ((nantie  d'ordre  n 
mis  sous  la  forme  (x —  a)  {x —  [3),  ...,  la  forme  monomiale  générale  d'un  co- 
variant  est 

(a  —  pr(a-r)«(P  — y)p---(^  —  <»)•(•*—  P)'..., 

où  la  somme  des  exposants  de  tous  les  facteurs  qui  contiennent  nue  racine  a 
est  eonstante.  Par  exemple,  les  covariants  monomiaux  de 

(x-x)(x-£)(x-~) 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIL  (  Vvril  1884.)  \\\ 
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sont 

(a_o)(a_ï)(?_T))     (?_v)(^_3),     (a-r)(^_?), 
(a_P)(<r_T),     (^_a)(^_o)(<r_r)> 

Cela  posé,  deux  théorèmes  se  présentent  : 

A.  Le  nombre  des  covariants  monomiaux  irréductibles  d'un  quantic  dé- 
composé en  facteurs  linéaires  est  fini; 

C.  Le  nombre  des  covariants,  dans  le  sens  ordinaire,  d'un  quantic  mis 
sous  la  forme  habituelle  est  fini. 

Ces  deux  propositions  se  trouvent  reliées  par  le  lemme  suivant  : 

B.  Le  système  infini  dont  les  termes  X  sont  des  fonctions  rationnelles  en- 
tières d'un  yiombre  fini  de  lettres  (a,  b,  c,  . . .)  qui  restent  inaltérées  par  les 
substitutions  G  (a,  b,  c,  . . .)  d'un  certain  groupe,  renferme  toujours  un  sys- 
tème fini  de  termes  P,  tels  que  tout  terme  X  soit  une  fonction  rationnelle 
entière  des  termes  P. 

M.  Cayley  donne  une  démonstration  du  théorème  A  et  montre  comment  le 
lemme  B  permettrait  d'en  déduire  le  théorème  C;  mais  il  n'est  pas  en  posses- 
sion d'une  démonstration  complète  du  lemme  B,  bien  évident  quand  le  groupe  G 
est  le  groupe  symétrique  ou  le  groupe  alterné  des  lettres  a,  b,  c,  . ... 

Mannheim.    —    Construction   de    la   normale   à    la    surface    de 

Glaisher.  (147-149)- 

Cette  surface  est  le  lieu  des  milieux  des  cordes  de  longueur  constante  dont 
les  extrémités  se  déplacent  sur  un  ellipsoïde  donné,  chacune  de  ces  cordes 
étant  telle  que  les  normales  à  l'ellipsoïde,  tirées  de  ses  extrémités,  se  ren- 
contrent :  en  joignant  le  point  de  rencontre  au  milieu  de  la  corde,  on  ob- 
tient la  normale. 

Roberts  (S.).  —  Un  théorème  utile  dans  la  théorie  de  l'attraction. 
(.49-i53). 

Soit  V„  le  potentiel  exprimé  en  coordonnées  cartésiennes  relatif  à  un  point 
(  x,  y,  z)  attiré  par  une  plaque  située  dans  le  plan  des  x,  y,  l'attraction  étant 
en  raison  inverse  de  la  n'ème  puissance  de  la  distance;  on  a 

âl\„        &Vn        diYn        n  —  2  d\\ 

-  H H r2  H -  =  o. 

dx1  ày2  ôz"1  z         <)z 

Wargeii.   —  Etude  élémentaire  du  théorème   de  Legendre  con- 
cernant l'attraction    d'un    ellipsoïde    sur   un    point    extérieur. 

(i54-i64). 

Prost.  —  Sur  le  potentiel  électrique  de  deux   sphères  conduc- 
trices chargées  situées  aune  distance  donnée.  (i(>4-i68). 

HilL  —  Quelques  propriétés  des  équations  de  l'Hydrodynamique. 

(. 68-174) 
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Me  A  lis  ter.  —  Sur  la  loi  de  la  moyenne  géométrique  dans  la 
théorie  des  erreurs.  (175-194  }. 

Greenhill.  —  Sur  l'équation  différentielle  aui   excentricités  des 

couches  dans  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre.  (203-207). 
Discussion  de  l'équation 

où 

dm 

dï  =^f"*' 

p  étant  la  densité  pour  la  couche  de  rayon  r,  dans  diverses  hypothèses  relativo* 
à  la  loi  suivant  laquelle  p  varie  avec  r. 

Cockle.  —  Addition  aux  relations  entre  certains  symboles.  (f;.o8- 
210). 

Glaisher.  —  Démonstration  algébrique  des  développements  en 
somme  de  fractions  pour  la  cotangente  et  la  cosécante.  (211- 
226). 

Les  formules  sont  obtenues  en  partant  des  expressions  cota;  et  cosécr,  lors- 
qu'on remplace  cosx  et  sina;  par  les  produits  infinis  équivalents  et  en  décom- 
posant ces  expressions  en  fractions  simples. 

Ferrers,  —  Sur  le  mouvement  de  l'eau  contenue  dans  certains 

vases  cylindriques  et  sur  certaines  expressions  analytiques  qui 

se  rencontrent  dans  cette  recherche.  (227-244)"' 

L'auteur  détermine  la  fonction  de  courant  pour  un  liquide  contenu  dans  un 
vase  cylindrique  tournant  uniformément  autour  d'un  axe,  en  supposant  que  la 
hase  du  cylindre  est  limitée  par  des  arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole  homofocales 
ou  des  arcs  de  paraboles  confocales. 

Cayley.  —  Sur  la  méthode  de  Schubert  pour  le  contact  d'une 
ligne  et  d'une  surface.  (244-258). 

Analyse  de  la  méthode  suivie  par  M.  Schubert  dans  son  Calcul  der  àbxàhl- 
enden  Géométrie,  faite  d'ailleurs  à  un  point  de  vue  différent  de  celui  de 
M.  Schubert;  application  de  cette  méthode. 

Cayley.  —  Sur  le  théorème  des  deux,  quatre,  huit  et  seize  carrés. 

(258-276). 

On  sait  que  le  produit  de  la  somme  de  doux  cariés  par  la  somme  de  deux 
carrés  est  une  somme  de  deux  carrés;  le  théorème  a  été  ('tondu  par  Euler  à  la 
somme  de  quatre  carrés,  il  s'étend  aussi  à  une  somme  de  huit  carrés;  mais, 
d'après  M.  Young  (Trans.  fi.  I.  A..  1.  XXI;    1848),  l'identité  d'Euler  no  peul 
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pas  s'étendre  à  une  somme  de  seize  carrés  ;  M.  Roberts  a  repris  la  question 
dans  le  Volume  précédent  du  Quarterly  Journal;  M.  Cayley  critique  les  dé- 
monstrations précédentes;  l'identité  d'Euler  relative  à  la  décomposition  en  trois 
carrés  de  l'expression 

(x\  ±x\*Jrx\  -hxl)(y\  H-j'i  +yl  +y|)—  (xiyl  ^-  x,y,-i- x3y3-  x,y,)2 

repose  en  dernière  analyse  sur  l'identité  symbolique 

12.34  — 13.24  -T- 14- 23  =  °1 

où  12  =  xly.1  —  X2yv  ....  On  a,  pour  l'étendre  à  une  somme  de  huit  carrés  ou 
de  seize  carrés,  à  considérer  des  arrangements  analogues  de  couples  symboli- 
ques formés  au  moyen  des  huit  ou  des  seize  premiers  nombres  et  à  déterminer 
les  signes  dont  on  doit  affecter  ces  couples  pour  parvenir  à  l'identité  généra- 
lisée; or  le  problème  ainsi  posé  conduit  dans  le  cas  de  huit  quantités  à  un  seul 
mode  de  groupement,  et,  dans  le  cas  de  seize  quantités,  à  quatre  modes  de  grou- 
pement; d'après  M.  Cayley,  un  seul  de  ces  groupements  avait  été  considéré  jus- 
qu'ici et  l'impossibilité  de  déterminer  les  signes  n'avait  été  établie  que  pour  ce 
cas;  la  preuve  donnée  serait  donc  incomplète;  dans  son  Mémoire,  il  la  poursuit 
avec  détail  pour  les  quatre  groupements  possibles. 

Roberts.  —  Note  additionnelle  sur  l'impossibilité  d'une  extension 
générale  du  théorème  d'Euler.  (276-280). 

M.  Roberts,  mis  en  cause  dans  le  précédent  Mémoire,  en  conteste  les  asser- 
tions. D'après  lui,  les  quatre  groupements  de  M.  Cayley  peuvent  être  obtenus 
par  le  procédé  qu'il  a  exposé  dans  son  Mémoire  antérieur  (t.  XVI,  p.  159-170), 
en  sorte  que  sa  démonstration  demeure  entière. 

Roberts.  —  Note  sur  un  lieu  dans  l'espace.  (280-283). 

La  normale  au  lieu  décrit  par  un  point  quelconque  d'une  corde  de  longueur 
constante  dont  les  extrémités  restent  sur  un  ellipsoïde  et  qui  est  perpendiculaire 
à  sa  polaire  passe  par  le  point  d'intersection  des  normales  à  ses  extrémités.  Dé- 
monstration analytique. 

Greenhill.  —  Solution  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  de 
quelques  problèmes  sur  la  conductibilité  électrique  ou  calori- 
fique pour  des  surfaces  planes.  (284-292^. 

Cockle.  —  Sur  une  équation  de  Seliwarz.  (20,3-3oi). 

Il  s'agit  d'un  cas  particulier  de  l'équation  à  laquelle  satisfait  la  série  hyper- 
géométrique  et  dont  les  intégrales  sont  algébriques, 

,  tV-y       (1       7     \  dy        1 

on  désignant  par  C,,  C2,  C,  trois  constantes  liées  entre  elles  par  la  relation 

CE  H-  aJC}  +aCj  =  0, 
où  2  est  une  racine  cubique  imaginaire  do  l'unité,  la  solution  générale  de  cette 
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équation  est  donnée  par  lu  formule 


»    .  yc,((i— ax*)  -;-  yc,(i-  a'^ij-hyC,'  i  — ./;•»). 
Ce  résultat  avail  été  indiqué  par  M.  Cayley  (t.  \\l.  p. 

Hirsl.  —  Sur  la  transformation  quadratique.  (3oi-3i  i). 

\a>  Mémoire  de  M.  Hirst,  communiqué  par  l'auteur  à  l'Association  britannique 
en  i8(i"),  contient  des  résultats  qui  ont  été  retrouvés  indépendamment  par 
M.   Cantor   (Annali    di   Matematica,    t.    \:    voir   Bulletin,    a*   série,    t.    \l. 

■2e  Partie,   p.  io3). 
('.<•  résultat  avait  clé  indique  par  M.  Cayley.  (T.  XVI,  p.  :•'>'■'>.) 

Jeffery.  —  Sur  l'inversion  dualistique  des  coordonnées  de  Des- 
cartes  et  de  Bootli.  (3i  i-3i()). 

Roberts.  —  Sur  quelques  formes  de  l'équation  de  la  surface  de- 
ondes.  (319-328). 

L'auteur  établit  analytiquement  diverses  propositions  démontrées  par  M.  Mann 
heim;    il  étudie   aussi  le  complexe  des  cordes  d'un   ellipsoïde  vues   du   centre 
sous  un  angle  droit. 

Hicks.  —  Sur  les  images  fonctionnelles  dans  les  ellipses.  (32-- 
35i). 

Illustrations  de  la  méthode  de  Sir  W.  Thomson. 
Harley.  —  Note  sur  une  équation  différentielle.  (352-353). 

Glaisher.  —  Sur  la  connexion   enlre  les  fonctions  elliptiques  et 
la  Trigonométrie  sphérique. 

Dans  un  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont  A,  B,  C,  les  côlés  a,  b,  c,  <>n 

peut  faire 

sina  =  snw,  cosa  =      cnu, 

sin  6  =  sn^,  cosb  —      en  y, 

sine  =  su (u  ■+-  v);  cosc  =      cn(M-f-y); 

sin  A  =  k  snu,  cosA=       dnu, 

sinB  — À^sn^,  cosB  =      dnp, 

sin  G  =  À"  sn  (u  +  v)  ;  cosC  =  —  dn  (u  ■+•  v). 

Partant  de  là,  M.  Glaisher  calcule  les  éléments  des  triangles  sphériques  ob- 
tenus en  menant  par  un  sommet  un  grand  cercle  perpendiculaire  au  côté  opposé 
et  retrouve  ainsi  plusieurs  formules  de  la  théorie  élémentaire  des  fondions  el- 
liptiques. 

Tome  XVIII;  1882. 

Jeffery.  —  Sur  les  courbes  planes   de  quatrième  classe  à  foyers 
quadruples.  (i-4o). 
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Uarley.  —  Notes  supplémentaires  sur  une  équation  différentielle. 

(4 1-46). 

Les  solutions  d'une  équation  algébrique  entre  y  et  x  satisfont  à  une  équation 
différentielle  linéaire. 

Muir.  —  Sur  un  théorème  du  professeur  Gajley  relatif  aux  dé- 
terminants symétriques  gauches  bordés.  (40-49). 

Le  théorème  a  été  donné  par  M.  Cayley  dans  le  Journal  de  C relie  (t.  LV, 
p.  277),  il  concerne  le  déterminant  que  l'on  déduit  d'un  déterminant  symétrique 
gauche  d'ordre  pair  en  conservant  la  loi  de  tous  les  éléments,  sauf  des  éléments 
de  la  première  ligne  et  de  la  première  colonne;  toutefois  le  premier  élément 
est  toujours  o;  un  pareil  déterminant  n'est  plus  un  carré,  mais  le  produit  de 
deux  pfaffiens,  en  entendant  par pfaffien  la  racine  carrée  d'un  déterminant  sy- 
métrique gauche;  M.  Muir  donne  une  élégante  démonstration  de  ce  théorème. 

Taylor.    —    Sur    les    coniques    circonscrites    harmoniquement. 
(5o-5a). 

Cayley.  —  Sur  l'équation  du  sixième  degré  de  Jacobi.  (5 2-65). 
Cette  équation  se  ramène  à  la  forme 

(a,  b,  0,  d,  o, /,  g)(z,  i)6  =  o, 

où 

ag  -H  96/ —  20 d2  —  o; 

sa  résolution  se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  du  cinquième  degré. 
Son  groupe  est  le  sous-groupe  des  60  substitutions  positives  qui  fait  partie  du 
groupe  de  120  substitutions  (découvert  par  M.  Serret)  qui  laissent  invariable 
une  fonction  de  six  lettres.  En  effectuant  sur  l'équation  la  transformation  de 
Tschirnhausen 

X  =  —  az3,  —  6bz2  — 10  d, 

on  obtient  une  équation  du  sixième  degré  en  X  qui  n'est  autre  que  la  résolvante 
du  sixième  degré  de  l'équation  du  cinquième  degré 

(1,  o,  c',  o,  e',/')(x,  i)5, 
où 

c'  =  2d,    e' =—  96/-+-36tf2,    /'=  ^216/1, 

h  =—  a2/3  4-  b3g2  -f-  6ob2df2  —  2/]obd3/-h  2o6d;>  =  — l-—  y7^ , 

52  \3 

A  étant  le  discriminant  de  l'équation  de  Jacobi. 
GreenhilL  —  Réduction  des  intégrales  elliptiques 

r dz r         zdz 

J  O3  — 1)/=3  — &3>      J  (**  —  l)^M*  —  b* 

aux  fonctions  de  Jacobi.  (66-72). 
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Ferrers.  —  Propriété  de   courbes  du   quatrième   ordre  à  trois 

points  doubles.  (7>~7l). 
Les  tangentes  aux  six  points  d'inflexion  touchent  une  conique. 

Iludson.  —  Formules  pour  la  théorie  des  équations.  (74-89). 

L'auteur  donne,  entre  autres  formules,  l'expression  du  quotient  par  (x —  a)m 
d'un  polynôme  en  x  de  degré  n~>m,  et  l'expression  générale  d'une  racine 
d'ordre  de  multiplicité  m  d'une  équation  entière  de  degré  //,  m  étant  un  entier 
satisfaisant  aux  inégalités 

Prost.  —  Sur  les  vingt-sept  droites,  les  quarante-cinq  plans  tan- 
gents triples,  les  trente-six  double-six  d'une  surface  du  troi- 
sième degré;  moyen  de  construire  un  modèle  où  sont  figurées 
les  droites  supposées  réelles.  (89-96). 

L'équation  de  la  surface  est  supposée  mise  sous  la  forme 

uvw  h-  u'v'w'  —  o, 

u,  v,  ...,  w'  étant  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées   qui  sont  supposées 
satisfaire  à  des  identités  de  la  forme 

au  h-  bv  -+-  cw  -4-  a'  u'  -f-  b V  -+-  c'w'  =  o, 
au  -+-  $v  -T-  y tv  -H  et' u'  +P'f'  +  yV=  o. 

à  coefficients  a,  ...,  Y  numériques.  L'auteur  donne  des  nombres  pour  la  con- 
struction du  modèle. 

Ferrers.   —  Sur  la  distribution  de  l'électricité  sur  une  calotte. 

(97"io9)- 
Muir.  —  Liste  de  travaux  sur  les  déterminants.  (1 10-149). 

Genèse.  — ■  Sur  les  coordonnées  biangulaires.  (ioo-i54). 

Cayley.  —  Un  cas  résoluble  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
(i54-i57). 

Les  cinq  racines  d'une  équation   du    cinquième  degré,   où    le   second   ternie 
manque,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

a,B  +  oc2C  H-  0C3D  -+-  a4E, 

les  a  étant  des  puissances  convenables  d'une  racine  cinquième  imaginaire  de 
l'unité;  M.  Cayley  montre  qu'en  supposant  nulle  une  des  quantités  B,  C,  D,  E, 
ce  qui  revient  à  établir  une  relation  entre  les  coefiieients-de  l'équation  proposée 
la  résolution  de  celle-ci  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du  troisième 
degré. 

Jeffery.  —    Sur  les   stapetes-points  des  courbes  de   quatrième 
classe  à  loyers  singuliers.  (1 5.8~i 8(>). 
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Muir.  —  Sur  quelques  propriétés  récemment  découvertes  de  cer- 
tains déterminants  symétriques.  ( 1 66-1 77 )• 

Il  s'agit  principalement  dans  ce  travail  des  circulants,  c'est-à-dire  des  déter- 
minants de  la  forme 

a  b  c  d 
d  a  b  c 
c  d  a  b 
b    c    d    a 


C(a,  b,  c,  d) 


et  d'autres  déterminants  dont  toutes  les  ligness  ont  aussi  des  permutations  d'un 
même  système  de  lettres,  en  particulier  de  tels  déterminants  d'ordre  2",  symé- 
triques par  rapport  à  leur  centre  et  décomposables,  d'après  une  proposition  due 
à  M.Puchta,  en  facteurs  linéaires;  nous  noterons  aussi  les  propositions  suivantes: 
Un  pfafien  symétrique  gauche  d'ordre  impair  est  nul,  un pfafien  symétrique 
gauche  d'ordre  pair  est  une  différence  de  deux  carrés. 

Cox.  —  Coordonnées  homogènes  dans  la  Géométrie  imaginaire: 
application  aux  systèmes  de  forces.  (1^8-210). 

Hudson.  —  Sur  les  racines  égales  des  équations.  (2i3-23o). 

Nouvelle  expression  d'une  racine  multiple  d'ordre  de  multiplicité  supérieure 
à  la  moitié  du  degré  de  l'équation.  M.  Cayley  a  ajouté  une  petite  Note  au  tra- 
vail de  M.  Hudson. 

Greenhill.  —  Sur  le  mouvement  régulier  d'un  solide  de  révolution 
roulant  sur  une  surface  de  révolution  sous  l'influence  de  la  gra- 
vité. (229-281). 

Greenhill.  —  Sur  les  images  fonctionnelles  dans  les  ovales  de 
Descartes.  (23 1-245). 
Application  à  ces  courbes  de  la  méthode  employée  par  M.  Hill  pour  l'ellipse. 

Stuart.  —  Réduction  des  intégrales  de  la  forme 


/; 


z"1'1  dz 


\/(zn  —  cn)  \/zri  —  b'1 
(245-260). 

Cette  réduction  repose  sur  la  remarque  suivante  :  Si  y{x)  est  une  solution  de 
l'équation 

dz 

TCf)  =  dx' 

cette  solution  jouit  de  la  propriété 

h)'i(x)  —  ?(  iùx  -+-  C), 
C  étant  une  constante  et  w  une  racine  quelconque  de  l'équation 

10"  — 1  =  0; 
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il  suit,  de  là  que  les  facteurs  de  z"  —  r"  sonl  de  la  forme 

'f(^)  —  ?(»«  ■■•  <'■)< 

en  supposant  que  pour  z      c  on  ait  a?  =   x;  ensuite  on  ;■ 

J  ( 5"  —  c"  )  /( 5"  )        nP1*1 2*J  z  —  wc  ~  /ic"-"'^9(x)  -     -   wât-hC)' 
pour  ra  =  i7  2,  3,  5, 

la  fonction  cp  se  ealcule  aisément  et  le  calcul  s'achève  sans  peine. 

Mair.  —  Sur  les  circulants  d'ordre  impair.  (261-265). 

Un  tel  déterminant  est  divisible  par  la  somme  des  éléments  d'une  coI< unie  : 
M.  Muir  montre  comment  on  peut  obtenir  le  quotient  sous  forme  d'un  détermi- 
nant persymétrique  d'ordre  moindre  d'une  unité  que  le  circulant  proposé. 

Niven.  —  Sur  une  méthode  pour  résoudre  approximativement  les 
problèmes  d'électrostatique.  (266-270). 

Effet  d'une  légère  courbure  sur  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  deux 
faces  d'un  accumulateur  presque  plan. 

Jeffery.    —   Sur  les    courbes   sphériques  de  quatrième    classe  à 
foyers  quadruples.  (2-0-8 10). 

Tucker.  —  Sur  le  radial  de  l'ellipse.  (3io-3i2). 

Forsyth.  —  Sur  un  théorème  de  Jacobi.  (3i3-32y). 
Il  s'agit  de  la  fonction  symétrique 

dx  dy        âx  dy 
des  nui  solutions  des  deux  équations 

Jacobi  a  démontré  que  cette  somme  était  nulle  quand  le  degré  du  polynôme 
U  ne  dépassait  pas  m  -+-  n —  3;  l'auteur  évalue  cette  somme  pour  un  degré  non 
supérieur  à  m  -+-  n  —  1;  il  y  parvient  en  généralisant  la  méthode  par  laquelle 
Abel  a  prouvé  le  théorème  analogue  dans  le  cas  d'une  seule  variable. 

Hudson.  —  Sur  les  racines  égales  des  équations;  résultats  addi- 
tionnels. (32^-338). 

Sthinthal.  —  Sur  la  solution  de  l'équation 


(  1  —  x'1  )  -r^~  —  •! x  -î h  n  (  n  -+■  1  )  y  =  o. 

dx2  dx 


(327-345). 
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Les  solutions  de  cette  équation  regardées  comme  fonctions  de  n  sont  discutées 
en  partant  d'une  intégrale  définie  qui  est  un  cas  particulier  de  l'intégrale  définie 
(d'Euler)  bien  connue  qui  satisfait  à  l'équation  hypergéométrique. 

Greenhill.  —  Images  fonctionnelles  clans  les  ovales  de  Descartes  ; 
détermination  des  images.  (346-362). 

Hart.   —   Sur  le  cercle   qui    coupe   orthogonalement  les  quatre 
cercles  tangents  aux  côtés  d'un  triangle.  (363-365). 
Équation  de  ce  cercle  en  coordonnées  aréolaires. 

Johnson.  —  Sur  la  preuve,  au  moyen  du  triangle  sphérique,  du 
théorème  sur  l'addition  des  fonctions  elliptiques.  ( 365-3^0). 

Glaisher.  —  Sur  une  intégrale  définie  renfermant  l'intégrale  ex- 
ponentielle. (370-377). 

Détermination  des  intégrales 

/      e-axn  e  i (  axn  )  dx,       I     e«xn  E  i (  axn  )  dx, 

où  n  est  une  quantité  réelle  plus  grande  que  1  et  où 

Ei(x)  =    I      —du: 
J-x  " 

ces  intégrales  sont  respectivement  égales  à 

r(l)     ï  r(i)    « 

a'1      tan  g  —  aft      sin  — 

11  n 


Thomson  (/.).  —  Note  sur  /     — dx.  (377-381). 

*J  0 


(a2  ■+-  x^y 


i 


On  a 

cossx  dx 


1 


=  v/27:  — 


aP  i.3... 20  —  1    ,       I 


1  + 


[_  _ 1 — : L 

•2  as  (\icis)1 


4 


Hart.   —  Sur  la  développée  de  la  bicirculaire  quartique  symé- 
trique. (382-384). 
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ANNALES  SCIENTIFIQUES  HE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous   LE8  AUSPICES  DU  MlNI8TRE  DE  i'I.nstiii  1  tihn  PUBLIQ1  1:.  I* vit    I  \  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  -MAI.  LES  MAITRES  DE  CONFÉRENt  Efi  DE  L'ÉCOLE  (j  ). 

Tomo  XII;  i883.  s>.c  série. 

Appell  (P.)-  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires 
binômes  à  coefficients  algébriques,  (cj-^fi). 

Le  Mémoire  de  M.  Appell  a   pour   objet   l'étude   des   équations   différentielles 
linéaires  de  la  forme 

dkz        1  / 

où  <\>(x,  y)  est  une  fonction  rationnelle  des  deux  variables  x  et  y,  liées  par 
une  relation  algébrique.  L'auteur  indique  le  moyen  de  reconnaître  si  une  pa- 
reille équation  admet  une  intégrale  de  la  forme 

<?{x,  y)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y,  et  de  trouver  cette  inté- 
grale si  elle  existe.  Il  examine  plus  particulièrement  l'équation  du  second 
ordre 

à  laquelle  se  ramène  toute  équation  différentielle  du  second  ordre  à  coefficients 
rationnels  en  x  et  y. 

M.  Appell  commence  par  traiter  le  cas  simple  où  les  fonctions  <^  et  (p  ne  dé- 
pendent que    de    la   variable  x.    Par   un   changement   de    variables    il    ramène 

cl1  z 
l'équation   à   une    autre  de   la    môme    forme  -yr  =  z  /(  t),    dans    laquelle    le 

point  co   est  un   pôle  ou  un   point   ordinaire  de   l'intégrale.   Il   est  ramené  du 

même  coup  à  chercher  les  intégrales  de  la  forme  z  —  e->  rT(  '  "  ,  où  la  fonction 
rationnelle  cj(?)  s'annule  pour  t  —  00.  Voici  les  conclusions  auxquelles  il  est 
conduit.  Pour  qu'il  existe  de  pareilles  intégrales,  les  infinis  de  /(t)  doivent 
être  d'ordre  pair,  excepté  certains  d'entre  eux  qui  peuvent  être  du  premier 
ordre.  Les  pôles  d'ordre  pair,  au  nombre  de  n,  sont  pôles  d'ordre  moitié  moin- 
dre de  la  fonction  inconnue  ™(t);  ils  donnent  lieu  à  des  fractions  simples 
dont  les  numérateurs  sont  fournis  par  des  équations  qui  admettent  deux  sys- 
tèmes de  solutions.  Les  pôles  simples  de  /(t),  au  nombre  de  n',  sont  aussi  pôles 
simples  de  &i(t);  les  résidus  correspondants  sont  toujours  égaux  à  l'unité. 
Enfin  rn{t)  peut  devenir  infini  du  premier  ordre  en  n"  points,  antres  que  les 
infinis  def(t);  ces  infinis  ont  tous  pour  résidu  1.  Si  l'on  appelle  \,  l'un  des 
résidus  correspondant  aux  n  pôles  dont   nous    avons  parlé   en    premier  lieu,  la 
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somme  ^A,  +  /ï'  doit  être  égale  à  — n"  ou  à  i  —  n" ;  il  faut  donc  tjue  celte 
somme  compte,  parmi  les  2"  déterminations  dont  elle  est  susceptible,  des  \a- 
leurs  entières  négatives  ou  nulles.  Si  cette  condition  est  réalisée,  on  formera 
les  fonctions  ra(£)  correspondantes,  contenant  n"  fractions  simples  dont  les  in- 
finis sont  encore  indéterminés,  et  l'on  essayera  chacune  de  ces   fonctions  ra(t) 

,7_ 

pour  vérifier  l'équation  ex*  H — j-  =  f{t). 

Cette  analyse  détaillée  nous  dispense  d'insister  sur  le  cas  plus  général   de 
l'équation 

cPz 

où  les  variables  x  et  y  sont  liées  par  une  relation  algébrique  F(x,  jk)  =  o  de 
degré  m  et  de  genre  p.  Tous  les  points  critiques  sont  supposés  du  second  ordre  : 
on  sait  que  l'on  peut,  par  une  substitution  rationnelle,  ramener  le  cas  général 
à  ce  cas  particulier.  On  trouvera,  dans  le  Mémoire  de  M.  Appell,  les  résultats 
d'un  calcul  analogue  à  celui  du  cas  précédent,  mais  nécessairement  plus  com- 
pliqué. La  démonstration  repose  sur  l'expression  analytique  d'une  fonction  ra- 
tionnelle de  deux  variables  x  et  y,  dont  on  connaît  les  infinis  et  la  valeur  en 
un  point,  expression  que  M.  Lindemann  a  déduite  de  la  formule  de  Uoch. 

Dans  ce  qui  précède,  le  genre   de  la  courbe   F   est  supposé   plus  grand   que 
zéro.  Lorsque  la  courbe  est  unicursale,  on  ramène  l'équation  différentielle  à  la 

dlz 
forme   précédemment  étudiée  -z-j  =  z  f(t),  en    remplaçant  x  et  y  par  leurs 

valeurs  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre.  Lorsque  le  genre  est  égal  à  1, 
on  peut  la  ramener  à  une  équation  différentielle  du  second  ordre  à  coefficients 
uniformes  doublement  périodiques.  La  méthode  de  M.  Appell  conduit  dans  ce 
cas  à  l'intégration  d'une  classe  nouvelle  d'équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre  à  coefficients  doublement  périodiques,  qui  donnent  comme  cas 
particulier  celles  de  M.  Fuchs  {Journal  de  Liouville,  1878),  et  les  équations  du 
second  ordre  comprises  dans  la  classe  étudiée  par  M.  Picard. 
L'auteur  passe  ensuite  à  l'équation  d'ordre  quelconque 

Après  avoir  indiqué  sommairement  la  marche  à  suivre  dans   le  cas   général,  il 

applique  sa  méthode,  avec  tous  les  développements  qu'elle  comporte,  à  l'équa- 

d^  y 
tion  du  troisième  ordre  -~^  =  yty(x). 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  remarque  générale  sur  les  équations  différen- 
tielles à  coefficients  algébriques 

*(*>?)  =  5J  +  ?i(^>  r)  ^^ +  ?a(*>r)  57^ +•••+?«(  *>^)*-°> 

où  les  coefficients  ot(x,  y)  sont  des  fonctions  rationnelles  des  variables  x 
et  y  liées  par  une  relation  algébrique  F(x,  y)  =  0,  de  degré  m  et  de  genre  />. 
Si  p  est  égal  à  1,  x  ely  sont  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  0.  et 
l'on  transforme  l'équation  différentielle  en  une  autre,  dont  les  coefficient-  sont 
des  fonctions  uniformes  doublement  périodiques  de  0.  M.  Appell  montre  com- 
ment ce  résultat  peut  être  étendu  au  cas  où  p  est   plus  grand   que  l'unité.   Lk 
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principe  de  la  transformation  qu'il  effectue  consiste  S  remplacer  l'équation  dil 
férentielle  unique  V  =  o  par  un  système  de  />  équations  simultanées  définissani 
z  comme  fonction  desjo  variables  (x{,yx),  (x7,  y2  ),  . . . .  <  .r  ,  v;/ ;  liées  par  les 
p  relations 


l;(^)7.)  -  °>    '''(^-/î) 


•   F(*,,r,) 


puis  à   prendre  comme  nouvelles   variables   indépendantes  les  intégrales  abé 
tiennes   u{i  u2,  ...,  up  dont  sont  fonctions  les  p   points  analytiques  (•/•,.  r,  . 

(f  =  i,  2,  ...,  p). 

F  loquet  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coef- 
ficients périodiques.  (47-88). 

Le  Mémoire  de  M.  Floquet  a  pour  objet  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires  homogènes  à  coefficients  uniformes  et  périodiques,  de  même 
période  w.  Les  idées  dont  s'inspire  l'auteur  sont  empruntées  au  célèbre  Mémoire 
de  M.  Fuchs;  la  méthode  est  identique  à  celle  qu'a  suivie  le  géomètre  allemand 
dans  l'étude  des  intégrales  autour  d'un  point  singulier. 

Soient  fx{x),  f2{x),  . ..,  fm(x)m  solutions  distinctes  de  l'équation  consi- 
dérée 


P(r) 


d'"y 
dx' 


+Px 


dm~]y 


du;' 


dm~2 
+  p-  dx'"-^ 


y 


pmy  =  o> 


dont  l'intégrale  générale  est  supposée  uniforme.  A  cause  de  la  périodicité  de- 
coefficients,  on  obtient  un  nouveau  système  évidemment  fondamental  en  chan- 
geant clans  les  fonctions  susdites  x  en  x  +  w.  On  peut  donc  poser 


/,  (a?  +  w)  =  A11/1(a;)-HA12/2(a7) 
f2(x  +  tù)  =  Ait  ft(x)-h  A22  f2(x) 


'  '  '     '     "M/m  Jm  \X)l 
■••-+-A2«/«(a?)> 


/,„(*+ w)  =A,Bl/1(3?)  +  A/,j2/,(.z) 


\«w  Jm  \X)y 


le  déterminant  des  m*  quantités  A  étant  différent  de  zéro.  Les  coefficients  \  dé- 
finis par  ces  relations  figurent  dans  une  équation  de  degré  m  par  rapport  à  l'in- 
connue e  : 


A2J 


-V/;i 


A22 


V„ 


^i»2  '  •  ■  *rum  c 


=  o, 


que,  par  analogie  avec  l'équation  fondamentale  de  M.  Fuchs,  M.  Floquet  a  nom- 
mée Yéquation  fondamentale  relative  à  la  période  <■>.  Les  racines  de  cette 
('([nation  sont  indépendantes  du  choix  du  système  fondamental. 

Afin  de  simplifier  les  énoncés,  l'auteur  reprend  la  dénomination  de  fonctions 
périodiques  de  seconde  espèce,  pour  désigner  des  fonctions  qui  se  reproduisent 
multipliées  par  un  facteur  constant,  lorsqu'on  au -mente  la  variable  d'une  cer- 
taine quantité. 

Il  s'agit  de  reconnaître  si  l'équation  I'  =  0  admet  pour  intégrales  des  fonc- 
tions périodiques  de  seconde  espèce  et  de  période  (•>,  et  de  déterminer  dans  ce 
cas  les  multiplicateurs  e  correspondant  à  ces  fonctions.  Voici  les  conclusions 
de  la  première  Partie  du   Mémoire. 
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Le  multiplicateur  s  doit  être  racine  de  l'équation  fondamentale.  Lorsque  cette 
équation  n'a  que  des  racines  simples,  P  =  o  admet  comme  intégrales  distinctes 
m  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce  et  de  période  u>.  Lorsque  l'équation 
fondamentale  a  des  racines  multiples,  n  étant  le  nombre  des  racines  distinctes, 
P  =z  o  admet  comme  intégrales  indépendantes  au  moins  n  fonctions  périodiques 
de  seconde  espèce,  ayant  pour  multiplicateurs  ces  racines.  Ces  intégrales  con- 
courent à  former  un  système  fondamental,  que  M.  Floquet  nous  apprend  à 
compléter  :  les  autres  éléments  de  ce  système  ne  sont  plus  des  fonctions  pério- 
diques; mais  chacun  d'eux  affecte  la  forme  d'un  polynôme  en  ce,  ayant  pour 
coefficients  des  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce  de  même  multiplica- 
teur ;  les  multiplicateurs  sont  les  racines  de  l'équation  fondamentale.  Chaque 
racine  distincte  donne  ainsi  naissance  à  un  groupe  comprenant  autant  d'inté- 
grales qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité. 

Dans  la  dernière  partie  de  son  travail,  l'auteur  s'attache  à  préciser  le  nombre 
des  intégrales  périodiques  de  seconde  espèce  :  il  utilise  le  procédé  qui  a  servi  à 
M.  Hamburger  pour  compléter  l'étude  de  M.  Fuchs,  relativement  aux  intégrales 
des  équations  linéaires  homogènes,  à  coefficients  uniformes,  autour  d'un  point 
singulier.  L'application  de  ce  procédé,  qui  permet  à  M.  Floquet  de  distinguer 
les  groupes  d'intégrales  dont  nous  venons  de  parler  en  sous-groupes  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  le  conduit  à  des  résultats  très  nets  que  nous  allons 
faire  connaître.  Le  nombre  exact  des  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce, 
linéairement  indépendantes,  qui  satisfont  à  l'équation  P  =  o,  est  égal  à  la 
somme  des  ordres  des  premiers  déterminants  mineurs  de  A  qui  ne  s'annulent 
pas,  lorsqu'on  y  remplace  s,  successivement  par  chaque  racine  de  l'équation 
fondamentale.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  P  =  o  admette 
comme  intégrales  distinctes  m  fonctions  périodiques  de  seconde  espèce  est  que 
chaque  racine  de  l'équation  fondamentale  annule  tous  les  mineurs  de  A,  jusqu'à 
l'ordre  égal  au  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  exclusivement. 

Dans  le  type  P  —  o  rentrent  les  équations  linéaires  à  coefficients  constants, 
dont  la  méthode  de  M.  Floquet  permet  de  retrouver  les  intégrales  bien  con- 
nues, l'équation  de  Lamé,  et  les  équations  à  coefficients  doublement  périodiques 
récemment  étudiées  par  M.  Picard. 

Méray.  —  Solution  du  problème  général  de  l'Analyse  indéter- 
minée du  premier  degré.  (89-104). 

Les  problèmes  les  plus  simples  de  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré 
sont  résolus  depuis  longtemps  :  M.  Méray  est  le  premier  qui  ait  traité  le  cas 
général. 

Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers  d'un  système  de 
m  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues  et  à  coefficients  entiers.  On  doit 
supposer  le  système  algébriquement  indéterminé;  car,  s'il  était  indéterminé, 
l'application  des  formules  de  Cramer  révélerait  immédiatement  sa  possibilité 
ou  son  impossibilité  arithmétique. 

Considérant  un  système  de  m  formes  linéaires  à  n  indéterminées  (n>m), 
l'auteur  appelle  déterminant  de  ce  système  par  rapport  à  m  de  ces  indétermi- 
nées le  déterminant  des  m2  coefficients  qui  leur  correspondent.  Cela  posé] 
voici  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  m  équations  linéaires  à 
coefficients  entiers  admettent  des  solutions  entières.  Les  déterminants  des 
formes  linéaires,  auxquelles  les  premiers  membres  de  ces  équations  se  rédui- 
sent par  la  suppression  des  termes  connus,   doivent  admettre    pour  plus   grand 
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commun  diviseur  un  nombre  d,  « I î \ I ^;i i > t  tous  les  déterminants  d'ordre  m.  ob- 
tenus on  remplaçant  dans  les  premiers  une  colonne  quelconque  par  l<i  suite  des 
termes  connus. 

Reste  à  trouver  les  solutions  entières,  une  fois  leur  existence  reconnue;  elles 
sont  comprises  dans  des  formules  générales,  pour  lesquelles  nous  renvoyons  an 
Mémoire  de  M.  Méraj . 

Raffy  (-£•)•  —  Recherches  algébriques  sur  les   intégrales  abé- 

liennes.  (105-190). 

Ce  travail  a  été  analysé  dans  une  autre  Partie  du  Bulletin. 

.André  [D.).  — Troisième  Mémoire  sur  la  sommation  des  séries. 
(191-198). 

Ce  travail  contient  la  suite  des  recherches  de  M.  André  sur  la  sommation  de 
toutes  les  séries  convergentes  dont  le  terme  général  affeete  une  forme  donnée. 
Il  concerne  celles  pour  lesquelles  ce  terme  l)n  est  de  la  forme 

TT  -  />(/>  + 0(/?  +  ?)  •••  (p-^-n  —  i) 
V"~  ~  1.2.6.  ..n  n      ' 

n  étant  un  entier  quelconque  non  négatif,  p  un  nombre  quelconque  positif  ou 
négatif,  mais  non  pas  entier;  un  représente  le  terme  général  d'une  série  récur- 
rente proprement  dite  quelconque. 

L'auteur  montre  que  toutes  ces  séries  peuvent  se  sommer  à  l'aide  de  fonc- 
tions algébriques  rationnelles  et  d'irrationnelles  de  la  forme  (1  —  ax)p. 

Il  commence  par  donner  à  l'expression  de  un  une  forme  nouvelle  appropriée 
à  son  objet  et  qui  s'obtient  en  partant  d'une  identité  due  à  J.-F.-W.  Herschel. 
Grâce  à  cette  transformation,  il  arrive  à  l'expression  suivante  de  la  somme 
cherchée  : 

h  = OC  —  1 

4  =  0 

Dans  cette  formule,  la  première  sommation  s'étend  à  toutes  les  racines  a, 
b,  ...  d'ordre  de  multiplicité  a,  jâ,  ...  de  l'équation  génératrice  de  la  série 
récurrente  proprement  dite  dont  uH  est  le  terme  général;  Ç)ah  est  un  polynôme 
dont  M.  André  a  donné  la  formation.  Ainsi  le  problème  se  trouve  résolu  de  la 
manière  annoncée. 

L'auteur  montre  ensuite  que  beaucoup  de  séries  différentes  de  celles  qu'il 
vient  d'étudier  peuvent  ou  s'y  ramener  ou  s'en  déduire.  Le  .Mémoire  se  termine 
par  une  application  à  la  série 


1 


K*+«W+»)...(Ih—«) 


1 .2.0, 


dont  la  somme  est 


■>-  (1  —  ./•')  \  1  —  .r 
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Brunel  (G.).   —   Etude    sur    les  relations  algébriques  entre  les 
fonctions  hyperelliptiques  de  genre  3.  (199-260). 

Ce  travail  a  été  analysé  dans  une  autre  partie  du  Bulletin. 

Goursat.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  hvpergéométriques  d'ordre 
supérieur.  (261-286). 

Le  Mémoire  de  M.  Goursat  a  pour  objet  les  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  positives  d'une  variable,  dans  lesquelles  le  rapport  de  deux 
coefficients  consécutifs  est  une  fonction  rationnelle  du  rang  de  l'un  d'eux.  Il 
commence  par  la  démonstration  d'un  théorème  général  sur  les  intégrales  régu- 
lières de  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  uniformes.  Pour  qu'une 
équation  linéaire  admette  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  du  point 
singulier  x  =  a,  et  que  cette  intégrale  ainsi  que  ses  p  —  1  premières  dérivées 
puissent  être  prises  arbitrairement  pour  x  =  a,  il  faut  que  cette  équation  soit 
de  la  forme 

fini  y  d'"~lv 

(x—a)m-P-j-±-  -  Q.(x)(x  —  a)m~P-1    ,      •  .  4-... 
'        dx'n        <x      '  dx'"-1 

dp+  '  y  d<'  y 

+  (x  -  a)  Qm_p_t  (x)  ^-^  +  Q,„_p(tf)  ^  +...+  Q„,(.r)r. 

Réciproquement,  toute  équation  de  cette  forme  admettra  une  intégrale  holo- 
morphe dans  le  domaine  du  point  a,  et  les  valeurs  de  cette  intégrale,  ainsi  que 
de  ses  p  —  1  premières  dérivées  pourront  être  prises  arbitrairement  pour  x  —  a, 
si  l'équation 

?(*)  =  (r—p)  •••  (r  —  wi+i) 

—  Q,{a)(r—p)  ...  (r—m  +  2)  — . ..—  Qat_p(a)  =0 

n'a  aucune  racine  entière  supérieure  à  p — 1.  Si  dans  le  théorème  de  M.  Gour- 
sat on  fait  successivement  p  =  m  et  p  —  1,  on  trouve  les  deux  propositions  sur 
lesquelles  M.  Fuchs  a  fondé  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires.  Ce 
théorème  donne  en  outre  un  moyen  de  reconnaître  dans  quels  cas  tous  les  lo- 
garithmiques disparaissent  des  intégrales,  bien  que  l'équation  déterminante  rela- 
tive à  un  point  critique  admette  un  groupe  de  racines  telles  que  les  différences 
de  deux  d'entre  elles  soient  des  nombres  entiers. 

Dans  la  seconde  partie  de  son  travail,  l'auteur  prouve  que,  étant  données 
111 —  1  quantités  constantes  av  a2,  ...,  «„_,,  «„,  bi:  b3,  ...,  &„_,,  telles  qu'au- 

n  —  1  /; 

cune  des  quantités  bL,  bt—  bh,  a—ah,   \    bt  —  N    aL  ne  soit  un  nombre  entier, 

«  =  l  /  =  1 

il  existe  une  fonction  multiforme  de  la  variable  x,  jouissant  des  propriétés  sui- 
vantes. Entre  «  +  i  déterminations  de  la  fonction  il  existe  une  relation  linéaire 
et  homogène  à  coefficients  constants.  Chaque  branche  de  la  fonction  est  holo- 
morphe pour  toute  valeur  de  x  différente  de  0,  1,  x  .  Dans  le  voisinage  du  point 
ar  —  o,  on  a  les  n  déterminations  linéairement  indépendantes 

\\{x),  xl-h>V.2(x),  ...,  x1  -b"-*PH (a?), 

P,,  P. P    étanl  holomorphes  pour  x      o.  Dans  le  domaine  du  point  x      t, 


p>ï  IV  < 
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on  a  les  n  déterminations  linéairemenl  indépendantes 

Q,(ar),  Q3(#),  ...,  Q„_,(^),  {i-x)hi+'"-+- ■+*'»-*  -<'.-"«  —  -"»(tjx}! 
Qf,  Q2,  ...,  Q„  étant  holomorphcs  dans  le  domaine  de  ce   point.   Enfin,  pour 


x  =  -7  -  »,  on  a  les  «  déterminations  linéairement  indépendantes 
x  r 

x'"*l\i(x'),  x'f'-n.2(x'),  ...,  x'"»\\(x'), 

R,,  Ra,  ...,  R„  désignant  des  fonctions  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point 
critique  x' =  o.  Cette  proposition  revient  à  dire  que  toute  fonction  jouissant 
des  propriétés  énoncées  satisfait  à  une  équation  différentielle  qui  est  complète- 
ment déterminée,  savoir 

dhY  d"**  Y  d"~'2\' 

+  (H»-K)«g+(U-M)|+^  =  ., 

A,  B,  C,  D,  ...,  L,  M,  N  étant  m  —  1  constantes,  dont  les  valeurs  sont  toujours 
données  effectivement  par  un  système  d'équations  du  premier  degré.  Ces  con- 
stantes étant  en  même  nombre  que  les  paramètres  a  et  b,  l'équation  précédente 
est  la  plus  générale  de  son  espèce.  Mais,  pour  qu'une  équation  de  cette  forme 
admette  un  système  d'intégrales  jouissant  des  propriétés  énoncées,  il  faut  que 
ses  coefficients  vérifient  les  conditions  d'inégalité  imposées  précédemment  aux 
paramètres  a  et  b. 

M.  Goursat  signale  ensuite  les  analogies  de  l'équation  qu'il  vient  d'obtenir 
avec  l'équation  différentielle  d'Eulcr  que  vérifie  la  série  hypergéométrique.  Ces 
analogies  résident  dans  la  forme  de  la  nouvelle  équation  qui,  pour  n  —  2,  se 
réduit  à  l'équation  d'Euler,  et  dans  la  forme  de  ses  intégrales  qui  sont  les  fonc- 
tions hypergéométriques  d'ordre  supérieur.  Dans  la  série  entière  qui  représente 
aux  environs  de  l'origine  l'intégrale  holomorphe,  le  rapport  du  terme  en  x'"+{ 
au  terme  en  x"x  est,  comme  dans  la  série  de  Gauss,  une  fraction  rationnelle 
dont  les  deux  termes  sont  du  même  degré  en  m.  De  plus,  par  les  transforma- 
tions bien  connues  qu'admet  l'équation  d'Euler,  on  déduit  ici  encore  l'intégraJe 
générale  de  la  connaissance  d'une  seule  intégrale  particulière.  Enfin  les  fonc- 
tions hypergéométriques  d'ordre  supérieur  satisfont  à  des  relations  analogues  à 
celles  que  Gauss  et  Kummer  ont  données  pour  la  série  hypergéométrique  ordi- 
naire, et  elles  peuvent  s'exprimer  par  des  intégrales  définies  multiples. 

Comme  application  de  ce  qui  précède,  on  retrouve  les  résultats  obtenus  par 
Clausen  (Journal  de  C  relie,  t.  3)  relativement  à  la  série  hypergéométrique. 
Le  Mémoire  de  M.  Goursat  se  termine  par  quelques  indications  sur  une  classe 
de  fonctions  qui  se  rattachent  aux  fonctions  hypergéométriques  d'ordre  supé- 
rieur de  la  même  manière  que  la  fonction  exponentielle  à  la  série  du  binôme, 
et  les  transcendantes  de  Bessel  et  de  Fourier  aux  fonctions  de  Gauss. 

André  {D.).  —    Sur  les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
croissantes  d'une  variable.  (287-300). 

Connaissant  la  somme  /(x)  de  la  série 

«„•+-  ut  x  h-  uzx2+  i^a^H-.  • . . 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VIII.  (Mai  1884.)  R.5 
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il  s'agit  d'en  déduire  la  somme  G(x)  de  la  série 

u0  v0  x  H-  w,  v ,  x  -h  u2  v2  xl  -T-  us  vz  x*  -4- . . . , 

obtenue  en  multipliant  les  termes  successifs  de  la  première  par  les  termes  de 
même  rang  d'une  série  récurrente  proprement  dite.  M.  André  avait  déjà  résolu 
ce  problème  dans  trois  cas  particuliers  par  des  moyens  plus  ou  moins  compli- 
qués. Un  procédé  plus  simple  et  plus  puissant  à  la  fois  lui  permet  aujourd'hui 
de  le  résoudre  dans  sa  pleine  généralité. 

Si  l'on  désigne  par  ;•  l'une  quelconque  des  racines  de  l'équation  génératrice 
de  la  série  réecurente,  par  p  son  degré  de  multiplicité,  G(x)  sera  la  somme  de 
plusieurs  séries  Gr(x),  en  nombre  égal  à  celui  des  racines  distinctes,  et  définies 
par  la  formule  générale 

Gr(x)  =Qr,ùf(rw)  +Qr,ira7/'(ra?)+...+  Qr,P-irp-ïa??-i/P~i>(ra?). 

Les  coefficients  Q,.  se  déterminent  de  la  manière  suivante  :  le  terme  général  vH 
de  la  série  récurrrente  est  un  polynôme  entièrement  connu,  du  degré  p  —  i  par 
rapport  à  n.  En  appliquant  une  remarquable  formule  du  calcul  des  différences 
finies,  qui  est  due  à  J.-F.-W.  Herschel,  on  peut  mettre  ce  polynôme  sous  la 
forme 

vn-=  Q/-,o+  0>,i«  H-  Ç>r,ïn(n  —  i)  -+-..  .-+-Qr,p-i  n(n  —  i)(7i—  2). ..(» —  p  -+-2). 

Ce  développement  fait  connaître  les  coefficients  Q,.. 

Cette  ingénieuse  solution  ramène  l'étude  générale  des  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  croissantes  d'une  variable  à  celle  d'un  nombre  relativement 
restreint  de  séries  particulières. 

Guichard  (C).  —  Théorie  des  points  singuliers  essentiels.  (3oo- 
394)- 

Ce  travail  a  été  analysé  dans  une  autre  Partie  du  Bulletin. 

Goursat.  — Mémoire  sur  les  fonctions  hypergéométriques  d'ordre 
supérieur;  2e  Partie.  (3c)r)-43o). 

Ce  travail  fait  suite  au  Mémoire  que  l'auteur  a  publié  sous  le  même  titre  dans 
le  même  Volume  des  Annales  (p.  261-286)  et  contient  la  généralisation  de  ses 
premières  recberches.  Il  débute  par  quelques  principes  relatifs  à  la  théorie  des 
équations  linéaires.  Après  avoir  défini  les  équations  différentielles  linéaires  ra- 
mifiées de  la  même  manière,  M.  Goursat  démontre  que,  si  deux  équations  sont 
ramifiées  de  la  même  manière,  l'intégrale  de  la  seconde  est 

,>   dr  r>        d?    ' 

~  ~     °y         s  dx    m-ldaf^x1 

y  désignant  l'intégrale  générale  de  la  première  et  P„,  P,,  ...,  P/;;_,  des  fondions 
uniformes  de  la  variable.  A  cet  énoncé,  il  ajoute  quelques  remarques  sur  1rs 
systèmes  fondamentaux  de  deux  équations  ramifiées  de  la  même  manière  (ou 
de  même  classe),  et  il  fait  connaître  le  moyen  de  décider  si  deux  équations 
données  sont  ou  non  âc  mémo  classe.  Si  ces  deux  équations  ont  leurs  coeffi- 
cients rationnels  et  toutes  leurs  intégrales  régulières,  la    réponse  à   celte    qnes- 
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tion  dépend  d'opérations  en  nombre  limité,  compliquées  sans  doute,  mais  <j u i 
reviennent  dans  tons  les  cas  à  des  calculs  algébriques. 

Deux  équations  linéaires  à  coefficients  uniformes  el  de  même  ordre  sont  dites 
transformées  l'une  de  l'autre  si  le  quotient  de  leurs  intégales  générales  esl 
•une  fonction  delà  seule  variable  indépendante.  <»n  reconnaît  facilement  si 
deux  équations  linéaires  sont  transformées  rime  de  l'autre.  Les  équations  de  même 
classe  et  les  équations  transformées  rentrent  dans  la  catégorie  plus  générale 
des  équations  de  même  fa  mit le,  établie  par  M.  Poincaré. 

Ces  principes  posés,  l'auteur  déûnit  les  nouvelles  fonctions  bypergéomé- 
triques  dont  il  va  s'occuper.  Ce  sont  des  fonctions  multiformes  «le  la  va- 
riable x  jouissant  des  propriétés  suivantes.  Entre  tt-M  branches  de  la  fonction 
il  existe  une  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants.  Chaque 
branche  de  la  fonction  est  uniforme  pour  toute  valeur  de  x  différente  de 
o,  i,  oo  ;  dans  le  voisinage  du  point  x  =  o,  on  a  les  n  déterminations  linéaire- 
ment indépendantes  ov  cp2,  . ..,  tpH,  dont  la  première  est  uniforme  pour  x  —  o 
et  dont  les  autres  sont  multipliées  respectivement  par  les  // — i  facteurs  con- 
stants différents  u>.,,  w3,  ...,  oj;/,  lorsque  x  décrit  un  lacet  dans  le  sens  direct  au- 
tour du  point  x  =  o.  Dans  le  voisinage  du  point  x  =  1,  on  a  les  n  branches 
linéairement  indépendantes  <\>{,  vp2»  •••>  4«  dont  la  première  ip,  est  multipliée 
par  le  facteur  constant  w,,  lorsque  x  décrit  un  lacet  dans  le  sens  direct  autour 
du  point  x  =  i,  et  dont  les  n —  i    autres  sont   uniformes   dans   le  voisinage  de 

ce  point.  Enfin,  dans  le  domaine  du  point  x  = ■  — -,  =  ce  ,  on  a  n  déterminations 

linéairement  indépendantes  ic(,  ~v  ...,  ~n,  qui  sont  respectivement  multipliées 
par  n  facteurs  constants  différents  w'j,  u>2,  ...,  w^,  lorsque  la  variable  x  décrit 
sur  la  sphère  un  petit  lacet  dans  le  sens  inverse  autour  du  point  x'  ;  o.  De 
cette  définition  résulte  que  toutes  les  fonctions  de  cette  nature  admettant  les 
mêmes  multiplicateurs  o>  et  w'  sont,  en  général,  ramifiées  de  la  même  ma- 
nière. Ces  nouvelles  fonctions  comprennent,  comme  cas  particulier,  les  fonctions 
hypergéométriques  d'ordre  supérieur  que  M.  Goursat  a  définies  dans  son 
premier  Mémoire.  On  peut  généraliser  la  propriété  de  ces  fonctions  hypergéo- 
métriques. Soit,  comme  plus  haut,  z  une  fonction  multiforme  de  x  jouissant  des 
propriétés  déjà  énoncées.  Dans  le  voisinage  des  points  critiques,  on  a  n  bran- 
ches qui  ont  respectivement  les  formes  suivantes  : 

Pour  x  =  o,  z>t(x),         xrto2(x),      ...,  xrn-\yH(x), 

Pour  x  =  i,  <Ma?)i  <r*s(*)>         •••>      «tV-iM      0  ~ x )*<!'■  (*)i 

Pour  x  —  — ,  =  co  ,     x'r\iz\(x'),     x'rï"x{x'),     ...,  x'rn7:n(x'), 

00' 

les  fonctions,  cp,-,  tyt,  tzl  étant  holomorphes  dans  le  domaine  du  point  correspon- 
dant. Supposons,  de  plus,  qu'aucun  des  nombres  H,  t\  —  rh,  r\  —  r'/t  ne  soit 
entier.  L'équation  hypergéométrique  correspond  au  cas  où  les  nombres  R,  /\  r 
vérifient  la  relation 

£/•  +  Sr'-f-  R  =  n  —  i. 

M.  Goursat  démontre  que  l'intégrale  générale  d'une  pareille  équation  s'exprime 
toujours  au  moyen  de  séries  hypergéométriques  d'ordre  supérieur. 

Il  applique  ensuite  ces  résultats  aux  séries  hypergéométriques  de  Gauss  dont 
le  carré  est  une  série  hypergéométrique  d'ordre  supérieur  et  arrive  à  ce  théo- 
rème: «  Pour  que  le  carré  d'une  série  hypergéométrique  ordinaire  F(a,  3,  y,.r) 
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soit    une    série    hypergéométrique   d'ordre   supérieur,  il    faut  et    il    suffit    que 
2  (y  —  a  —  [3)  soit  un  nombre  entier  positif  impair  ». 

Le  problème  qui  vient  d'être  traité  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celui-ci  : 
«  Dans  quels  cas  le  produit  de  deux  séries  hypergéométriques  de  Gauss  est-il 
une  série  hypergéométrique  d'ordre  supérieur  ».  M.  Goursat  aborde  cette  ques- 
tion générale  et  en  donne  la  solution  complète  :  le  produit 

F  (a,  p,  y,  X)  X  F(a?,  £',  y',  x) 

est  une  série  hypergéométrique  d'ordre  supérieur  dans  les  deux  cas  suivants  et 
dans  ces  cas  seulement  : 

i°  Lorsque  l'on  a  les  relations 

in  -f-  i 


a'  =  a-w  —  y,     p'=p-M  —  f,     y'  =  2  —  y, 


o    

f  — 


n  étant  nul  ou  égal  à  un  nombre  entier  positif; 

2°  Lorsque  les  différences  a'  —  a,  fi'  —  fi,  y'  —  y  sont  des  nombres  entiers  et 
lorsque  l'on  a 

y  -4-  y'  —  a  —  a'  —  £  —  [i'  =  n, 

n  étant  nul  ou  égal  à  un  nombre  entier  positif. 

Pour  terminer,  l'auteur  signale  une  nouvelle  généralisation  qu'on  peut  donner 
au  théorème  de  Riemann  :  étant  données  deux  équations  linéaires  d'ordre  m 
ayant  un  même  point  singulier  x  =  a,  on  dira  que  les  équations  sont  de  même 
forme  dans  le  voisinage  de  ce  point  lorsqu'on  pourra  trouver  deux  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales  des  deux  équations  appartenant  aux  mêmes  expo- 
sants et  se  comportant  de  la  même  manière  dans  le  domaine  de  ce  point.  Deux 
équations  ayant  les  mêmes  points  critiques  et  la  même  forme  dans  le  voisinage 
de  chacun  de  ces  points,  ainsi  que  pour  le  point  x  =  qo  ,  auront  un  certain 
nombre  de  coefficients  identiques,  et,  en  général,  elles  auront  en  outre  un  cer- 
tain nombre  de  coefficients  tout  à  fait  arbitraires.  Ces  derniers  ne  pourront  in- 
tervenir que  dans  les  relations  linéaires  entre  les  divers  groupes  d'intégrales. 
M.  Goursat  montre  que  ces  relations  ne  peuvent  être  les  mêmes  pour  les  deux 
équations  à  moins  que  ces  équations  se  confondent. 


ANNALES  DES  MINES  C1). 

8e  série.  —  Tome  II;  2e  semestre  1882. 

Olry.  —  Note  sur  une  soupape  de  sûreté  imaginée  par  M.  Godron, 
de  Lille.  (107- 11 4,   1  pi.). 

Dans  la  pratique,  les  soupapes  des  divers  types  employés  jusqu'ici  ne  se  sou- 
lèvent guère  que  de  imm;  mais,  aussitôt  que  la  vapeur  a  trouvé  une  issue,  la 
pression  décroît  rapidement,    la  charge  de  la  soupape  redevient  prédominante, 

(')  Voir  Bulletin,  [„  3i:;  II,.  io5;  IV,,  ?o/,,  et  VIT..  83, 
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et,  pour  obtenir  une  sensibilité  suffisante,  il  faudrait  donner  à  la  soupape  un 
diamètre  énorme  et  généralement  irréalisable. 

Le  nouveau  règlement  sur  les  appareils  à  vapeur  spéeifie  que,  pour  être  com- 
plètement efficaces,  les  soupapes  doivent  être  manceuvrées  artificiellement. 

Dans  le  type  de  soupape  imaginé  par  M.  Idams,  de  Manchester,  la  levée  est 
augmentée  par  l'action  de  la  vapeur  qui,  en  s'échappant,  vient  frapper  contre 
un  rebord  disposé  autour  de  l'obturateur. 

Le  système  présenté  par  M.  Godron  parait  plus  satisfaisant  encore;  il  donne 
une  solution  tout  à  fait  complète  du  problème,  en  permettant  d'obtenir  des  le- 
vées aussi  grandes  qu'on  le  juge  utile 

Vicaire.  —   Rapport  de  la    Commission   chargée    d'examiner  le 
frein  à  air  comprimé  de  M.  Wenger.  (i  i  j-i34»  i  pi-)* 

Ce  rapport  est  suivi  d'une  Note  complémentaire  indiquant  les  conditions  du 
fonctionnement  du  nouveau  frein. 

Seguela.  —  Etude  sur  l'action  des  freins.  (3Hi-3()2,  i  pi.). 

L'auteur  examine  successivement  l'influence  d'une  action  tangentielle  motrice 
et  d'un  effet  de  traction  résistant,  puis  d'un  effort  de  traction  moteur  et  d'un 
effet  tangentiel  résistant;  puis  il  discute  les  résultats  des  expériences  entreprise1» 
en  Angleterre  par  M.  le  capitaine  Galton. 

Cas  particuliers.  Arrêt  d'une  voiture  non  soumise  à  toute  la  puissance  de 
frein.  Freins  continus.  Examen  d'un  attirail  de  frein.  Examen  du  moteur.  Sys- 
tèmes automatiques  et  non  automatiques.  Considérations  générales  sur  l'arrêt 
d'un  train  soumis  à  l'action  d'un  frein  continu. 


Tome  III;  ier  semestre  i883. 

Sartiaux  et  Banderali.    —   Matériel  des   chemins  de  fer  de   la 
Corse.  ( 3o7-3g6,  10  pi.). 

Description  du  matériel,  présentée  sous  for;îi3  de  rapport  au  Comité  de  l'ex- 
ploitation technique  des  chemins  de  fer. 

Ce  document  est  accompagné  d'annexés  dans  lesquelles  on  a  indiqué,  entre 
autres  particularités,  les  conditions  de  résistance  du  type  de  rail  et  d'éclisse, 
des  traverses,  les  charges  que  les  machines  peuvent  remorquer  sur  des  rampes 
continues  de  différentes  inclinaisons;  enfin,  les  données  d'expérience  pour  le 
fonctionnement  des  locomotives  du  type  adopté. 

Thiré.  — Note  complémentaire  sur  le  planimètre  d'Amsler.  ({01- 

484, 1  pi.)- 

Dans  une  précédente  Notice  (  t.  I,  p.  ^87-500;  1882),  l'auteur  a  donné  la  théorie 
du  planimètre  d'Amsler,  en  décomposant  la  surface  plane  à  mesurer  au  moyen 
d'un  double  réseau  de  lignes  qu'il  a  appelées  cercles  de  roulement  et  courbes 
de  glissement. 

Le    même  principe    de    démonstration   pourrait  être   conservé   avec  d'autres 
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modes  île  décomposition  de  la  surface  à  mesurer.  Par  exemple,  on  pourrait 
avoir  recours  à  des  cercles  concentriques  au  pôle  et  à  des  rayons  passant  par  le 
pôle.  Ce  mode  de  décomposition  a  l'avantage  de  ne  donner  lieu  qu'à  un  calcul 
très  élémentaire. 

Ilaton  de  la  Goupillière.   —  Formules  analytiques  relatives  aux. 
lois  de  la  richesse  des  filons.  (40J-421 ,   1  pi.). 

Certaines  de  ces  lois,  d'un  ordre  purement  géométrique,  se  rapportent  à  la 
disposition  relative  de  la  stratification  du  terrain  et  des  fractures  qui  l'ont 
affecté.  Dans  les  variations  d'allure  de  ces  dernières,  il  y  a  lieu  de  distinguer 
leur  direction,  leur  inclinaison  et  l'orientation  de  leur  intersection  par  le  plan 
des  strates.  Ces  trois  éléments  ont  donné  lieu  à  d'importantes  remarques  énoncées 
par  divers  ingénieurs  et  minéralogistes,  R.  Thomas,  Hellot,  R.  Tregaskis  et 
M.    Moisscnet. 

Ces  lois  ne  sont  pas,  du  reste,  isolées  les  unes  des  autres.  Elles  se  trouvent, 
au  contraire,  étroitement  reliées  par  une  coordination  rationnelle  qui  a  été 
développée  avec  beaucoup  de  jugement,  de  prudence  et  de  sagacité  par  M.  Mois- 
senet. 

On  peut  suivre,  pour  cette  recherche,  une  marche  graphique  ou  la  voie  du 
calcul.  Les  procédés  de  la  Géométrie  descriptive  ont  été  déjà  employés  par 
M.  Moissenet  dans  ses  études  sur  le  Cornwall,  et,  d'après  sa  méthode,  par 
M.  Burthe  pour  les  filons  aurifères  de  Gondo  (Valais).  C'est,  au  contraire,  à  la 
méthode  analytique  que  se  rapporte  le  présent  travail.  Jusqu'à  présent,  les  re- 
lations qui  font  connaître  les  variations  de  direction  et  d'inclinaison  n'ont  été 
données  que  pour  le  cas  particulier  du  plan  vertical;  celle  qui  exprime  la  puis- 
sance en  fonction  du  glissement  du  toit  ne  l'a  été  que  pour  le  cas  spécial  du 
mouvement,  suivant  la  ligne  de  la  plus  grande  pente,  et  seulement  d'une  ma- 
nière approximative;  enfin,  celle  qui  détermine  le  sens  des  colonnes  métalli- 
fères n'a  pas  encore  été  formulée.  «  Je  me  propose  »,  dit  l'auteur,  «  de  traiter  ces 
trois  problèmes  d'une  manière  à  la  fois  générale  et  rigoureuse.  Si  les  calculs 
qui  m'en  ont  fourni  les  solutions  restent  un  peu  compliqués,  malgré  les  simpli- 
iications  que  j'ai  réussi  à  y  apporter,  il  est  nécessaire  de  remarquer  que,  les  for- 
mules finales  étant  maintenant  établies,  leur  application  numérique  à  chaque 
cas  particulier  sera,  au  contraire,  simple  et  rapide.  » 

Voici  la  subdivision  du  travail  :  orientation  des  colonnes  métallifères:  dévia- 
tion de  la  direction;  déviation  de  l'inclinaison;  relation  de  la  puissance  au 
glissement. 

Ilaton  de  la  Goupillière.    —   Note  sur  le   profil  d'équilibre  des 
tractions  mécaniques  en  rampe.  (422-428,  1  pi.). 

Quand  on  envisage  une  traction  mécanique  destinée  à  remonter  sur  une 
rampe,  par  l'action  d'un  moteur,  les  matières  fournies  par  une  exploitation  en 
vallée,  la  perturbation  apportée  dans  le  jeu  du  moteur  par  la  variation  du  poids 
du  câble  devient  trop  importante  pour  que  l'on  ne  cherche  pas  à  en  atténuer 
l'effet. 

On  peut  se  proposer  d'adopter  une  voie  en  courbe,  et  d'un  profil  d'équilibre 
tellement  choisi,  que  les  variations  de  poids  du  cable  soient  compensées  par  des 
variations  correspondantes  dans  la  pente,  et,  par  suite,  dans  les  composantes 
tangentielles  du  poids  mort  el  du  poids  utile  à  chaque  instant. 
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M.  J.  von  Hauer  a  donné  de  ce  problème  une  solution  complète,  «:t  «;st  arriré 
à   <;e  résultat   remarquable,   que  la   courbe   cherchée   n'est   autre  que   la 
cloïde. 

L'auteur  du  présent  travail  s'est  proposé  de  donner  une  démonstration  simple 
et  directe  de  cette  propriété.  II.  B. 


ANNALES  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (»  ). 

5e  série.  —  Tome  XX;  -i0  semestre  1880. 

Lév y-Lambert.  —  Tableaux  graphiques  pour  le  calcul  des  res- 
sorts. (59-65,  1   pi.). 

Le  calcul  des  ressorts,  au  moyen  des  formules  établies  par  M.  Phillips,  exige 
un  certain  nombre  de  tâtonnements  de  la  part  du  constructeur.  Il  parait  donc 
utile  et  commode  d'appliquer  à  ces  calculs  les  méthodes  d'anamorphose  créées 
par  M.  Léon  Lalannc. 

Bloch  (/?.).  —  Note  sur  la  recherche  des  dépenses  d'eau  par  infil- 
tration et  imbibition  dans  un  canal  après  un  changement  de  sa 
section  mouillée.  (66-70,   1  fig.). 

Mocquery  (C).  —  Largeur  à  donner  aux  canaux  dans  les  courbes. 
(1 18-124,  1  pi.). 

Lorsque  deux  bateaux  ont  à  se  croiser  dans  une  courbe,  un  bateau  station- 
nant peut  se  trouver,  tantôt  sur  la  rive  convexe,  tantôt  sur  la  rive  concave. 
On  démontre  aisément  que  toute  largeur  qui  conviendra  à  l'un  de  ces  cas  con- 
viendra nécessairement  à  l'autre. 

Désignant  par  x  la  largeur  cherchée,  R  le  rayon  de  la  courbe  convexe,  /  la 
largeur  des  bateaux,  L  leur  longueur,  j  le  jeu,  on  trouve 

La  discussion  de  cette  formule  fait  l'objet  de  la  présente  Notice. 

Cunq.  —  Vérification  de  la  stabilité  des  voûtes.  (i.{5-i  j>6,  2  pi.). 

Dans  un  travail  paru  aux  Annales,  en  1867  et  1868,  M.  A.  Durand-Clayc  a 
précisé  le  rôle  des  courbes  des  pressions,  et  indiqué,  par  des  constructions  géo- 
métriques, quelles  sont  toutes  les  courbes  des  pressions  compatibles  avec 
l'équilibre  et  avec  la  résistance  d'une  voûte  donnée. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XI,  209,  II,,  jo6  et  IV.,  an. 
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L'auteur  de  ce  Mémoire  s'est  proposé  d'indiquer  des  constructions  extrême- 
ment simples  et  d'une  exécution  très  rapide,  pour  la  pratique  de  la  méthode 
de  M.  Durand-Claye,  et  de  faire  connaître  une  autre  méthode  de  vérification, 
dans  laquelle  les  conditions  d'équilibre  sont  nettement  accusées  par  les  posi- 
tions relatives  de  lignes  droites  et  de  courbes-contours  déduites  de  la  voûte  à 
étudier  au  moyen  d'une  très  simple  transformation. 

Wlllotte  (//.).  —  Note  sur  la  détermination,  à  l'aide  de  tableaux 
graphiques,  des  surfaces  des  profils  de  terrassements.  (3o3-3ii, 

■  pi.). 

L'emploi  des  méthodes  graphiques  pour  résoudre  les  problèmes  de  construc- 
tion tend  à  se  généraliser  de  plus  en  plus.  Chaque  jour  les  méthodes  nouvelles 
se  créent  ou  se  perfectionnent,  et  les  progrès  accomplis  ne  font  qu'appeler  plus 
vivement  sur  ce  sujet  l'attention  des  ingénieurs. 

L'auteur  se  propose  d'examiner  deux  problèmes  particuliers  que  l'on  peut 
avoir  à  résoudre  quand  il  s'agit  d'évaluer,  d'une  manière  expéditive,  la  surface 
d'un  profil  en  travers. 

Boulangier.  —  Méthode  de  calcul  des  terrasses  par  réduction  à 
l'horizontale.  (3i2-3i6,  i  pi.). 

Exposé  d'une  méthode  très  rapide  et  très  exacte,  qui  s'applique  aux 
avant-projets  comme  aux  projets  définitifs  de  routes,  de  canaux  et  de  chemins 
de  fer,  et  dont  l'auteur  a  fait  usage  dans  l'avant-projet  du  canal  direct  de 
Dunkerque  à  Lille,  qui  comporte  16  millions  de  mètres  cubes  de  déblais. 

Dupuy  (C).  —  Note  sur  les  raccordements  des  courbes  avec  les 
alignements  droits  dans  le  tracé  des  chemins  de  fer.  (544-552. 

4  fig.). 

Discussion  en  faveur  de  l'adoption  de  la  courbe  de  raccordement  due  à  M.  Nord- 
ling 

y  =  mx3, 

tangente  à  l'alignement  droit  et  au  cercle,  de  manière  à  avoir  un  rayon  de 
courbure  infini  au  contact  avec  la  droite,  et  un  rayon  de  courbure  égal  à  celui 
du  cercle  au  contact  avec  cette  dernière  courbe. 

La  courbe  proposée  par  M.  Michel,  et  qui  a  pour  équation 

y  =  mx3  —  nx, 

présente  le  défaut  de  ne  pas  se  raccorder  avec  l'alignement  droit,  et  de  ne  pas 
différer  essentiellement  de  la  courbe  de  Nordling.  Il  paraît  donc  avantageux  de 
s'en  tenir  à  celle-ci. 


6°  série.  —  Tome  I  ;  ier  semestre  1881. 

Flamant,. —  Remplissage  des  écluses.  (81-91). 

Note  sur  l'économie  d'eau  à  réaliser  par   l'emploi  d'une  colonne  liquide  pour 
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le  remplissage  et  la  vidange  dea  écluses  de  navigation.  Influence  do  frottement 
de  l'eau  contre  les  parois  de  L'aqueduc.  Évaluation   plui  approchée  des  pertes 

ducs  à  quelques  autres  causes. 

Siegler.  —  Procédé  rapide  de  détermination  dea  surfaces  de  pro- 
fils en  travers.  (98-108,  1  pi.). 

Question  qui   préoccupe  à  juste  titre   un    grand   nombre  d'ingénieurs  dans 

la  préparation  des  projets  de  routes  et  le  ealcul  des  cUbatures  dea  terras! 

Le  procédé  exposé  ici  n'exige  pas  le  dessin  d<-s  profila  en  travers,  et  ne  de- 
mande que  la  construction  d'un  graphique  <>u  de  quelques  graduations  mé- 
triques qu'un  dessinateur  peut  exécuter  en  deux  ou  trois  heurea  de  travail. 

Ce  procédé  permet,  avec  le  même  graphique,  de  passer  rapidement  d'un 
gabarit  de  voie  à  un  autre.  Il  donne  en  même  temps  les  surfaces  d'emprise  et 
de  talus. 

L'emploi  du  graphique  est  très  simple  et  peu  fatigant,  de  sorte  que  les  er- 
reurs matérielles  se  produisent  rarement. 

Crépin  (A.).  —  Etude  sur  le  dessèchement  des  pays  watringues 
du  nord  de  la  France  pour  l'écoulement  des  eaux  nuisibles  à  la 
mer.  (187-196,  4  P1-)- 

Jusqu'à  présent,  l'empirisme  et  le  tâtonnement  ont  régné  en  maîtres  dans  les 
rédactions  des  projets  de  watringues.  On  procède  par  à  peu  près  et  l'on  déduit 
les  conclusions  de  prémisses  contestables. 

L'Etat  va  exécuter  des  projets  et  faire  des  dépenses  considérables  pour  des 
travaux  d'ouvrages  à  la  mer  devant  servir  aux  dessèchements.  Quand  ces  travaux 
seront  finis,  ou  ces  dépenses  seront  absolument  inutiles,  ou  il  faudra  que  les 
watringues  procurent  des  améliorations  à  leurs  canaux  en  rapport  avec  les  ou- 
vrages de  débouché. 

Or  avec  les  formules  ordinaires  de  l'hydraulique,  le  problème  est  des  plus 
complexes  et  on  ne  sait  quelquefois  par  quel  bout  l'aborder. 

L'auteur  a  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'étudier  un  instrument  de  calcul 
qui  apporte  la  clarté  dans  cette  étude  d'un  abord  si  épineux. 

L'emploi  des  méthodes  se  prête  avec  avantage  à  cette  recherche;  les  tableaux 
ainsi  construits  ne  gardent  rien  de  la  complication  relative  des  calculs  qu'il  est 
nécessaire  de  développer  pour  justifier  leur  tracé. 

Yvon  Villarceau.  —  Sur  l'emploi  des  fonctions  hyperboliques 
dans  les  calculs  de  résistance  des  matériaux.  (207-212). 

Cette  courte  Note,  rédigée  à  la  demande  de  M.  Lalannc,  a  pour  objet  de  faire 
bien  nettement  ressortir  l'avantage  que  présente  l'emploi  des  fonctions  hyper- 
boliques dans  la  solution  de  certains  problèmes  de  la  pratique  industrielle,  par 
exemple,  les  calculs  de  résistance  des  matériaux. 

Appliquant  ces  formules  à  l'étude  de  trois  questions  traitées  par  \avier,  l'au- 
teur montre  qu'elles  conduisent  à  des  réductions  nouvelles,  que  les  notations 
de  la  Trigonométrie  ordinaire  ne  permettaient  pas  d'apercevoir  facilement. 

Flamant.  —  Calcul  de  l'effort  nécessaire  pour  mouvoir  un  bateau 
dans  un  canal  courbe.  (2i3-22/{,  2  ûg.). 
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Si  l'effort  nécessaire  pour  faire  mouvoir  un  bateau  (rectangulaire  de  lon- 
gueur a  et  de  largeur  b)  dans  un  canal  rectiligne,  avec  une  certaine  vitesse, 
est  représenté  par  l'unité,  celui  qu'il  faudra  exercer  pour  donner  au  bateau  la 
même  vitesse  dans  une  courbe  de  rayon  R  sera 


i  -f- 


S6-R2 
Etablissement  et  discussion  de  cette  formule. 

Decœur  {P.).  —  Emploi  de  bassins  d'épargne  pour  réduire  la  dé- 
pense d'eau  dans  les  canaux  écluses.  (428-454,   1  fig.) 

La  circulation  sur  les  voies  navigables  devenant  de  plus  en  plus  active,  il 
arrivera  un  moment  où  l'alimentation  des  canaux  écluses  sera  à  la  fois  très  dif- 
ficile et  dispendieuse. 

L'auteur  se  propose  d'établir  qu'en  abandonnant  complètement  l'idée  de 
l'utilisation  de  la  force  vive  de  l'eau  par  les  mouvements  intermittents  ou  le 
système  des  coups  de  bélier,  on  peut  obtenir,  au  moyen  de  plusieurs  bassins 
d'épargne,  une  économie  d'eau  aussi  grande  qu'on  voudra,  et  arriver  facilement 
à  un  rendement  de  plus  de  60  pour  100  en  n'employant  qu'un  seul  bassin 
d'épargne,  relié  au  sas  par  un  conduit  de  peu  de  longueur,  mais  de  grande  section. 

Blum.  —  Calcul  rapide  des  terrassements.  (455-46i,  2  pi.). 

Description  d'un  instrument  destiné  à  faciliter  ce  calcul.  Antérieurement, 
M.  Toulon  avait  eu  l'idée  d'ajouter  une  règle  glissant  le  long  d'une  règle  fixe, 
toutes  deux  étant  convenablement  graduées,  au  lieu  d'un  tableau  graphique  à 
double  entrée. 

L'auteur  a  ainsi  mis  en  évidence  l'équivalence  des  propriétés  de  la  règle  lo- 
garithmique ou  règle  à  calcul  et  de  l'abaque. 

Cornaglia  {P. -A.).  —  Du  flot  de  fond  dans  les  liquides  en  état 
d'ondulation.  (587-69D,  1  pi.). 

Préliminaires  et  question.  Détermination  du  flot  de  fond.  Particularités  du 
flot.  Effets  du  flot.  Applications  et  conclusions.  Réfutation  de  la  théorie  d'Emy 
sur  le  flot  de  fond. 

Tome  II;  -2e  semestre  1881. 

Fontaine  et  Desmiw.  —    Durée  de  l'éclusage  au  canal  du  centre 
des  bateaux  chargés  à  3oo  tonnes.  (1  39-161 ,  1  pi.). 

La  loi  a  fixé  à  2m  la  profondeur  d'eau  minimum,  et  une  circulaire  ministérielle 
a  prescrit  de  fixer,  d'après  cette  donnée,  la  position  des  seuils  des  écluses.  Il 
semblerait  donc  que  les  seuils  devraient  être  placés  simplement  à  -?m  en  contre- 
bas de  la  tenue  d'eau  normale  des  biefs. 

L'auteur  se  propose  de  montrer  que,  si  on  les  établissait  ainsi,  sans  se  préoc- 
cuper  sérieusement  de  donner  beaucoup  plus  de  facilité  au  dégagemcnl  do  l'eau 
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clans  les  écluses,  on   irait  au-devant  de  graves  mécomptes  et  qu'on  serait  loin 
de  permettre  pratiquement  le  passage  de  I>.iL'-;im\  chargés  a  îoo  tonnes. 
Les   résultats  auxquels   il    parvient    trouvent   une.    rérifîcation   1res   satisfai 

saute. 

Mocquerv  (C).  —  Courbes  <lc  raccordement  des  canaux.  (198- 
219,  5  fig.). 

Suite  et  complément  à  une  Note  antérieure.  La  formule  donnée  dans  le  pre- 
mier travail  peut  se  réduire  très  simplement  à 

38oM 

x  —  iom  H —, 

qui  a  été  consacrée  par  une  circulaire  ministérielle. 

Il  reste  à  examiner  les  conditions  du  raccordement  des  parties  courbes  élar- 
gies suivant  la  formule,  avec  les  parties  droites  contiguës  dont  la  largeur  est 
normale. 

C'est  là  l'objet  de  la  présente  Note  où  Ton  étudie  successivement  trois  cas: 
i°  l'élargissement  symétrique;  i°  l'élargissement  total  par  la  rive  concave; 
3°  l'élargissement  total  par  la  rive  convexe. 

Dans  la  suite  de  ses  recherches,  l'auteur  est  conduit  à  étudier  l'enveloppe 
d'une  droite  de  longueur  constante  L  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  une 
circonférence  (de  rayon  R)  et  l'une  de  ses  tangentes  OY. 

Il  faudrait,  pour  en  avoir  l'équation,  éliminer  a  entre  l'équation 


[LM-(x^-  y  )'*]  vx  1  +  aa  =  2  L  (  a-  x  —  a  r  -+■  H  ) 

et  sa  dérivée  par  rapport  à  a.  Il  est  plus  simple  de  recourir  à  la  détermination 
graphique  des  principales  singularités  de  cette  enveloppe,  qui  présente  i  point 
double,  2  points  d'inflexion  et  \  points  de  rebroussement. 

Enfin,  dans  le  cas  particulier  du  raccordement  de  deux  courbes  contiguës  et 
de  rayons  différents,  on  aurait  à  chercher  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur 
constante  L  dont  les  extrémités  s'appuieraient  sur  deux  circonférences  (de 
rayons  R  et  R')  tangentes  entre  elles. 

Si  l'on  se  décide,  toujours  dans  le  même  cas,  à  porter  tout  l'excédent  de  lar- 
geur du  côté  convexe,  les  rives  circulaires  convexes  seront  seules  à  raccorder. 
La  courbe  de  raccordement  à  employer  sera  alors  une  parabole  du  second 
degré,  tangente  aux  deux  cercles. 

De  Lagrené  {H.).  —  Sur  la  poussée  des  terres  avec  ou  sans  sur- 
charges. (44 1-47 1 ,  1  i  %.). 

Les  nombreux  travaux  insérés  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées, 
sur  la  poussée  des  terres  et  sur  le  calcul  tics  murs  de  soutènement,  semblent 
montrer  que  les  solutions  indiquées  n'ont  pas  encore  atteint  le  degré  de  clarté 
qui  permet  de  les  graver  dans  la  mémoire  et  de  les  appliquer  sans  hésitation. 

Dans  plus  d'une  circonstance,  l'auteur  de  ce  travail  a  dû  recommencer  des 
recherches  assez  longues  pour  calculer  un  bajoyer  d'écluse  ou  un  mur  de  quai, 
et  il  aurait  été  heureux  d'avoir  sous  la  main  un  résumé  des  principes  utile- 
clans  la  pratique  et  une  indication  claire  et  simple  des  calculs  ou  des  épures 
nécessaires» 
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De  1773  à  1S20,  Coulomb,  de  Prony  et  Français  ont  produit  divers  Mémoires 
sur  la  question,  en  négligeant  le  frottement  de  la  terre  contre  la  paroi  du  mur 
de  soutènement.  Ce  nouvel  élément,  introduit  par  Poncelet  en  1840,  est  venu 
compliquer  le  problème,  mais  Rankine  indique  comment  on  peut  l'éluder,  quand 
l'angle  de  frottement  de  la  terre  sur  la  maçonnerie  n'est  pas  moindre  que  celui 
de  la  terre  sur  elle-même,  ce  que  l'on  peut  généralement  admettre.  (Annales, 
1874,  et  Bulletin,  t.  XI,  p.  264.) 

Le  problème  peut  être  ramené  à  trouver  en  grandeur  et  en  position  la  poussée 
exercée  sur  le  plan  vertical  passant  par  l'arête  intérieure  de  la  base  du  mur. 

On. simplifie  en  ne  tenant  pas  compte  de  la  cohésion  des  terres  et  en  suppo- 
sant que  le  remblai  est  limité  à  sa  partie  supérieure  par  un  plan  unique  faisant 
un  angle  6  avec  l'horizon. 

En  désignant  par  cp  le  talus  naturel  des  terres  coulantes,  p  leur  densité,  h  la 
hauteur  de  la  section  verticale  définie  précédemment,  on  trouve  que  la  poussée 
a  pour  expression 

,      ...        „  cos6  —  i/cos-'ô  —  cos-*» 
-|  p  h1  cos  6 T  • 

cos6  -1-  y  cos2ô  —  cos2  9 


Pour  6  =  0,  elle  devient 


1      ...  1  —  sin  ce 

-}  p  h1  — ■ — : — '- 

1  '        1-+-  sincs 


et  la  direction  de  cette  poussée  est  horizontale. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  comparaison  entre  la  poussée  de  la  terre  et 
la  poussée  de  l'eau;  une  étude  de  la  poussée  d'un  terre-plein  uniformément 
surchargé  et  une  application  numérique  à  un  bajoyer  de  l'écluse  de  Saint- 
Aubin. 

Tome  III;  ier  semestre  1882. 

Dubret.    —  Généralisation   des     tableaux   construits    d'après    la 
méthode  de  M.  Willotte.  (90-100,  1   pi.). 

La  méthode  précitée  repose  sur  la  construction  de  courbes  d'égales  surfaces, 
formant  un  système  d'hyperboles  homothétiques  faciles  à  tracer,  dès  que  Tune 
d'elles  a  été  bien  exactement  construite  au  moyen  de  quelques-unes  de  ses  tan- 
gentes. 

Il  a  paru  avantageux  de  pouvoir  opérer  au  moyen  d'un  tableau  unique,  ou  de 
deux  tableaux  au  plus,  dressés  l'un  pour  les  déblais,  l'autre  pour  les  remblais. 
Préparés  sur  carton  fort,  ces  tableaux  ne  seraient  pas  soumis  aux  causes  d'al- 
tération (retrait  du  papier,  etc  ),  qui  agissent  sur  les  feuilles  gravées  et  nuisent 
à  l'exactitude  des  résultats.  On  pourrait  construire  les  épures  à  grande  échelle, 
multiplier  par  suite  le  nombre  des  hyperboles,  donner  enfin  au  procédé  une 
précision  des  plus  grandes. 

L'auteur  propose  l'emploi  d'un  rapporteur  transparent,  formé  d'un  cadre  tra- 
pézoïdal, en  bois  ou  plus  simplement  en  carton,  dans  l'évidcment  duquel  on 
tend  une  toile  à  calquer,  où  l'on  a  au  préalable  représenté  toutes  les  inclinaisons 
du  terrain  naturel. 

Perron.  —   Instrument  pour  tracer  par  points  les  courbes  de  ni- 
veau sur  un  plan  coté.  (io3-io5,  2  fig.  ). 
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La  détermination  d'un  point  d'une  courbe  de  niveau  revient  par  le  fait  à  la 
construction  de  deux  triangles  semblables,  dont  les  côtés  sont  proportionnels 
aux  différences  entre  la  cote  du  point  cherché  el  celle  des  deuj  points  qui 
servent  à  le  déterminer. 

Pour  éviter  la  surcharge  du  dessin  par  un  nombre  considérable  de  triangles, 
l'auteur  propose  d'effectuer  mécaniquement  les  constructions  dont  nous  re- 
nons  de  parler. 

D'après  l'inveuteur,  cet  instrument  permet  de  faire  en  deux  jours  un  travail 
auquel  il  faut  consacrer  cinq  jours  quand  on  emploie  la  méthode  ordinaire. 

Huléwicz  (^/«).  —  Calcul  de  résistance  des  poutres  droites  à  plu- 
sieurs travées.  (141-218,   12  fig.). 

Ce  travail  est  divisé  en  deux  parties. 

Dans  la  première  partie,  l'auteur  rappelle  d'une  manière  succincte  les  équa- 
tions générales  servant  de  base  aux  développements  ultérieurs,  dans  le  cas  où 
le  nombre  et  l'ouverture  des  travées  sont  quelconques.  Cette  partie  est  bas  ie 
sur  les  formules  générales  de  MM.  Collignon  et  Bresse. 

La  deuxième  partie  donne  les  expressions  des  moments  fléchissants  maximum 
sur  les  appuis  et  les  équations  de  la  courbe  enveloppe  définitive  de  ces  moments 
dans  les  principaux  txonçons  de  ebaque  travée.  Toutes  ces  quantités  sont  ex- 
primées en  fonction  des  charges,  de  l'ouverture  de  la  première  travée  /  et  du 
rapport  des  ouvertures  S.  Elle  contient,  en  outre,  les  expressions  en  fonction  de 
ces  mêmes  quantités,  des  abscisses  qui  limitent  les  tronçons  de  chaque  travée,  et 
enfin  les  équations  de  la  courbe  enveloppe  des  efforts  tranchants. 

Le  nombre  des  travées  considéré  s'étend  de  trois  à  huit,  appartenant  à  une 
poutre  symétrique,  c'est-à-dire  ayant  ses  travées  intermédiaires  égales  entre 
elles,  et  les  travées  de  rive  présentent  également  la  môme  longueur,  mais  dif- 
férente de  celle  des  travées  intermédiaires. 

Lévy  [M.).  —  Mémoire  sur  le  transport  électrique  de  l'énergie. 
(223-242). 

Le  problème  du  transport  d'une  quantité  donnée  d'énergie,  à  une  distance 
quelconque,  avec  un  rendement  donné,  ne  trouve  aucune  solution  dans  les  lois 
qu'on  pourrait  appeler  les  lois  de  similitude  énoncées  jusqu'ici.  Ces  lois,  scien- 
tifiquement exactes,  sont  illusoires  dans  la  pratique,  parce  que  leur  application 
exigerait  ou  un  accroissement  sans  limite  de  la  force  électromotrice,  ce  qui 
rendrait  tout  isolement  impossible,  ou  le  décaissement  indéfini  de  la  quantité 
d'énergie  transportée,  ce  qui  rendrait  l'opération  inutile. 

Le  problème  peut  être  résolu  par  l'emploi  de  machines  de  dimensions  cou- 
rantes établies  de  façon  à  pouvoir  fournir,  sans  vitesse  exagérée  de  leurs 
anneaux,  la  tension  maximum  que  peut  subir,  en  toute  saison,  une  ligne  aérienne 
ou  souterraine. 

Du  Bois  (P.).  —  De  Peffet   des  endiguements  sur  le  profil  en 
long-  d'une  rivière  à  fond  mobile.  (32/|-337  ). 

Quand  on  endigue  une  rivière  à  fond  mobile,  on  modifie  les  conditions  de 
l'écoulement.  Il  peut  donc  arriver  qu'on  détruise  l'équilibre  préexistant  entre  la 
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force  du  courant  el  la  résistance  du  fond.  De  là,  des  changements  dans  le  profil 
en  long,  dont  on  néglige  ordinairement  de  tenir  compte  dans  les  prévisions,  et 
dont  les  effets  peuvent  surprendre  d'une  façon  funeste. 

Les  formules  ordinaires  de  l'hydraulique  sont  impuissantes  pour  les  calculer, 
car  elles  supposent  que  le  fond  reste  fixe,  ou  bien,  si  l'on  prévoit  une  modifi- 
cation du  fond,  on  la  détermine  arbitrairement. 

L'auteur  a  pensé  que  ses  formules  établies  dans  son  .Mémoire  sur  le  Rhône 
et  les  rivières  à  lit  affouillable  (Annales,  1K79,  et  Bulletin,  IV.,,  p.  2i3)  pour- 
raient trouver  un  utile  emploi  dans  ce  genre  de  recherche. 

Jacquier.  —  Détermination  graphique   de  la  poussée  des  terres. 
(463-4-2,  5  fig.). 

Le  but  de  la  présente  Note  est  de  faire  connaître,  pour  l'application  de  la 
théorie  exposée  par  M.  Considère,  un  autre  procédé  graphique,  qui  parait  beau- 
coup plus  simple  et  qui  a  l'avantage  d'éviter  toute  ambiguïté  pour  le  tracé  des 
réactions,  lorsque  celles-ci  ne  sont  pas  normales  aux  plans  auxquels  elles  s'ap- 
pliquent. Ce  procédé  est  en  outre  plus  général,  car  on  peut  opérer  sur  un  plan 
quelconque,  au  lieu  d'être  obligé  de  s'en  tenir  au  plan  à  frottement  nul  ou  maxi- 
mum mené  par  la  base  de  la  paroi. 

M.  Considère  fait  observer  que  sa  théorie  est,  sinon  identique,  au  moins  par- 
faitement conforme  à  celle  que  M.  Maurice  Lévy  a  présentée  à  l'Institut  en 
juin  1869;  mais  il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  faire  remarquer  que  cette 
même  théorie  est  au  fond  identique  à  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Rankine, 
dès  i856,  dans  les  Philosophical  Transactions.  L'autorité  du  célèbre  ingénieur 
anglais  contribuera  sans  doute  à  rassurer  les  ingénieurs  qui  voudront  faire 
usage  de  cette  théorie. 

Curie  (J.).  —  Note  sur  la  brochure  de  M.  B.  Baker,  relative  à  la 
poussée  latérale  réelle  des  remblais.  (558-592,  9  fig.  ). 

L'auteur  s'élève  contre  une  assertion  formulée  par  M.  Baker,  qui  affirme  le 
manque  de  données  expérimentales  précises  et  l'indifférence  des  constructeurs 
sur  ce  sujet.  Il  estime  que  M.  Raker  aurait  pu  vérifier,  d'une  façon  plus  atten- 
tive, l'accord  de  l'expérience  avec  la  théorie  qu'il  a  exposée  dans  un  Ouvrage 
publié  en  1870,  puis  dans  des  Communications  à  l'Académie  des  Sciences  en  187.3, 
et  enfin  dans  le  Mémorial  de  l'Officier  du  Génie  en  1875  (Voir  Bulletin,  II, 
p.  212;  VI,  p.  87;  XI,  p.  2.54). 

La  théorie  de  la  poussée  des  terres,  en  tenant  compte  du  frottement  des 
terres  sur  la  paroi  postérieure  du  mur,  a  été  donnée  en  dernier  lieu  par 
M.  Roussinesq,  dans  un  Essai  théorique  sur  V équilibre  des  massifs  pulvéri- 
sants, publié  en  1870'  par  l'Académie  royale  de  Belgique.  A  la  suite  de  la  discus- 
sion du  Mémoire  de  M.  Baker,  M.  Boussinesq,  sur  la  demande  de  M.  J.  Forresl, 
secrétaire  de  la  Société  des  ingénieurs  civils,  a  adressé  à  cette  Société  une  Note 
dans  laquelle  il  établit,  d'une  manière  élémentaire  et  simple,  les  résultats  prin- 
cipaux de  cet  Essai,  pour  le  cas  assez  ordinaire  d'un  massif  horizontal  soutenu 
par  un  mur  vertical,  et  où  il  donne  des  formules  susceptibles  d'une  application 
pratique  immédiate.  Dans  cette  Note,  M.  Boussinesq  montre  que  le  rapport  de 
l'épaisseur  du  mur  à  la  hauteur  est  un  minimum  lorsqu'on  s'en  tient  aux  résul- 
tats  du    calcul,  mais  que   l'on  peut  lui    assigner  aussi  une  limite  supérieure,  de 
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manière  qu'en  réalité  les  expériences  décrites  par  M.  Baker  conduiraient  ;i  un 
accord  constant  do  relie  théorie  el  des  faits  observés.  M.  Baker  ne  l'est  peul 
être  pas  assez  préoccupé  des  causes  de  la  divergence  qu'il  avait  constatée  entre 
les  résultats  de  la  théorie  et  eeux  de  ses  observations  pratiques.  Il  eût  pu  ainsi 
se  montrer  moins  sévère  à  l'égard  de  la  plupart  des  auteurs  qui  ont  écrit  sur 
la  poussée  des  terres. 

Flamant  {A.).  —  Note  sur  la  poussée  des  terres.  (6 1 6-0^4 )• 

Réflexions  et  remarques  au  sujet  du  Mémoire  précité  de  M.  Baker.  Objections 
qui  infirment  quelques  conclusions  de  la   théorie  de  Kankine. 

Boussinesq  («/.)• — Note  sur  la  poussée  des  terres  (620-0' ^ 3,  i  fig.). 

Cette  Note,  indiquée  à  propos  des  deux  articles  précédents,  a  pour  objet  la 
détermination  de  l'épaisseur  minimum  que  doit  avoir  un  mur  vertical,  d'une 
hauteur  et  d'une  densité  données,  pour  contenir  un  massif  terreux,  sans  cohé- 
sion, dont  la  surface  supérieure  est  horizontale. 

Lavollée.  —  Notice  sur  les  portes  de  l'écluse  d'Ablon.  (644-^8, 

2  fïg\,     2  pi.). 

Les  notes  annexées  à  ce  travail  renferment  le  calcul  de  la  force  qui  fait 
équilibre  à  la  pression  de  l'eau  en  un  point  du  vantail  et  les  calculs  de  résis- 
tance d'un  vantail. 

H.  B. 
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Tome  XXII;  avril-septembre  i883. 
Duguet.    —   Résistance  des   corps   solides.   (i32-i53;    1 85-22 1; 

4u-44i,  25  %.  ). 

Mémoire  circonstancié  dans  lequel  l'auteur  n'a  fait  intervenir  que  les  notions 


(')  Voir  Bulletin,  XI,  ~/\\  II,,  127;  IV,,  206;  V,,  a3i  et  VIL,  86. 

Errata.  —  T.  VII I2,  2e  Partie,  p.  5,  au  lieu  de  26  novembre,  lisez  26  mars. 
T.  VII,,  2°  Partie,  p.  14,  ligne  11  en  remontant,  au  lieu  de  n°  3,  lisez  n°  13;  p.  79, 
lignes  12,  t3,  i4  et  i5  en  remontant,  les  titres  énoncés  doivent  être  en  grands 
caractères;  p.  84,  ligne  n  en  remontant,  au  lieu  de  septembre,  lisez  semestre. 
T.  VIII,,  1"  Partie,  p.  21,  au  lieu  de  \i--b2,  lisez  u.ï—  b2\  p.  29,  ligne  1,  ajouter 
Juillet,  1877;  ligne  2,  au  lieu  de  coordonnées,  par,  lisez  coordonnées  polaires,  par: 
p.  5i,  ligne  10  en  remontant,  au  lieu  de  génératrice,  lisez  génération  :  p.  55  et  56, 
les  énoncés  de  la  p.  52  ont  été  reproduits  par  erreur;  p.  i85,  ligne  6,  on  a  omis 
l'indication  qui  correspond  à  (*).  T.  VI2,  2e  Partie,  p.  no,  lii^ne  7  en  remontant, 
au  lieu  de  on  peut  regarder,  dans,  lisez  on  peut  dans,  etc.;  p.  1Ô7,  au  lieu  de 
huit  racines,  lisez  huit  veines;  p.  211-212,  les  titres  des  travaux  cités  de  Cayley, 
Spottiswoode,  Harley  et  Hussel  doivent  être  indiqués  en  petits  caractères:  p.  a3.'>, 
ligne  i3  en  remontant,  au  lieu  de  par,  lisez  pour. 
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analytiques  les  plus  indispensables,  de  manière   à    laisser  aux  faits  d'observa- 
tions toute  leur  importance   et  à   donner,  autant  que  possible,  des  interpréta- 
tions fondées  sur  des  considérations  géométriques. 
Voici  les  subdivisions  des  articles  publiés  dans  ce  Volume  : 

Chapitre  I.  Théorie  mathématique  de  V élasticité.  —  Forces  élastiques. 
Ellipsoïde  d'élasticité.  Composantes  normales  et  tangentielles  des  forces  élas- 
tiques. Coefficient  d'élasticité.  Considérations  sur  les  hypothèses  ou  principes 
des  théories  mathématiques  de  l'élasticité. 

Chapitre  II.  Résistance  à  la  rupture.  Cassure.  Cohésion.  —  Position  de  la 
question.  Torsion  simple.  Compression  simple.  Hypothèse  fondamentale  et  ses 
conséquences  immédiates.  Résistance  au  glissement,  à  la  traction  et  à  la  com- 
pression simples.  Relations  générales  entre  les  forces  principales  de  rupture. 
Traces  des  cassures  sur  la  surface  libre.  Cassures  en  général.  Cohésion.  Cris- 
taux. Fibres.  Grains.  Talus. 

Chapitré  III.  Limite  d'élasticité.  Écrouissage.  —  Limite  d'élasticité.  Efforts 
simultanés.  Forces  principales  limites.  Limite  d'élasticité  d'un  corps  primiti- 
vement déformé.  Efforts  successifs.  Ecrouissage. 

Chapitre  IV.  Énervement.  —  Efforts  agissant  successivement  en  sens  contraires. 
Énervement. 

Chapitre  V.  Déformations.  Densité.  Stabilité.  —  Déformations  et  déplace- 
ments des  éléments.  Forces  et  couples  intérieurs.  Déformations  élémentaires. 
Glissement  et  densité.  Équation  d'équilibre  et  coefficient  d'élasticité,  dans 
l'hypothèse  de  l'indépendance  des  petits  effets  des  forces  élastiques.  Stabilité 
des  déformations.  Considérations  sur  les  recherches  expérimentales  relatives  au 
développement  des  forces  élastiques. 

Canet  (G.).  —  Etude  d'un  frein  hydraulique  pour  affût  de  i55m,n, 
modèle  1877.  (289-298,  1  pi.). 

L'auteur  décrit  un  système  de  frein  hydraulique  dont  l'adoption  présenterait, 
d'après  lui,  les  avantages  suivants  : 

i°  Protection  mieux  assurée  des  servants  et  du  matériel,  par  suite  de  la  mo- 
dération du  recul; 

20  Rapidité  du  tir,  par  suite  de  la  remise  automatique  de  la  pièce  en  bat- 
terie; 

3°  Facilité  de  manœuvre; 

4°  Diminution  du  nombre  des  servants. 

Or,  il  a  établi,  dans  un  travail  précédent  (Bévue,  1879; Bulletin,  1V2,  p.  208), 
que  le  seul  frein  qu'on  puisse  disposer  pour  obtenir  ces  résultats  est  le  frein  hy- 
draulique à  orifices  d'écoulement  variable. 

Dans  ces  conditions,  le  problème  parait  pouvoir  être  résolu  d'une  manière 
satisfaisante  par  l'emploi  d'un  frein  hydraulique  limitant  le  recul  à  oœ,75  et 
calculé  pour  une  pression  totale  de  i3  tonnes. 

L'aire  variable  y  des  orifices  d'écoulement,  lorsque  l'affût  a  reculé  d'une 
longueur  x,  est  représentée,  pour  la  pièce  en  question,  par  l'expression 


y  =■.  om,  0068  4  /  1  —  y> 
/  étant  le  recul  total. 


v>ï  t^r 
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SiaccL        Sur  les  ;i\<'->  des  groupements,  i  5ai-54  i  )> 

Discussion  de   plusieurs   passages  d'un    précédenl    Mémoire  de   M.   I'.  Brégei 
au  sujet  des  ellipses  d'égale  probabilité  (Bévue,  1877;  Bulletin  II,,  p.  i3o). 

La  fonction  qui  représente  la  probabilité  simple  d'une  erreur  donnée  esl 
étroitement  liée  à  la  règle  d'après  laquelle  on  détermine  le  centre  d'un  grou 
pement,  de  sorte  que,  si  ce  point  est  le  centre  de  gravité  ou  le  poinl  par  rap- 
port auquel  la  somme  des  carrés  des  écarts  esl  un  minimum,  cette  adoption 
renferme  nécessairement  la  formule  de  l;i  probabilité  simple,  c'est-à-dire  celle 
de  Laplace,  ainsi  que  Gauss  l'a  démontré.  Gauss,  en  effet,  .1  établi  que,  -i  l'on 
admet  comme  valeur  la  plus  probable  d'une  quantité  la  moyenne  arithmétique 
de  toutes  les  quantités  observées,  la  fonction  qui  exprime  la  probabilité  d'une 
erreur  donnée  est  celle  de  Laplace.  Et  la  démonstration  esl  rigoureuse,  an 
moins  si  l'on  admet  que  la  fonction  cherchée  a  une  dérivée. 

D'accord  avec  le  principe  à  l'aide  duquel  on  détermine  le  centre  du  groupe- 
ment, l'auteur  adopte  la  formule  connue  de  Laplace  et,  sur  cette  base,  il  se 
propose  d'établir  le  théorème  suivant  : 

Quels  que  soient  le  nombre  et  la  direction  des  causes  déviatriceê,  elles 
peuvent  toujours  être  réduites  à  deux  causes  indépendantes  et  perpendicu- 
laires entre  elles;  et  les  directions  de  ces  dernières  coïncident  avec  les  deux 
axes  principaux  d'inertie  passant  par  le  centre  du  groupement. 

Ce  théorème  étant  démontré,  il  n'}r  a  plus  à  douter  que  les  groupements  ad- 
mettent des  axes.  Ces  axes    existent,    quels  que  soient  les  projectiles;  il  y  en  a 
deux,  et  leurs  directions  sont  celles  indiquées  ci-dessus;  le  théorème  lui-même 
permet  de  les  trouver,  puisqu'il  donne  le  moyen  de  les  déterminer  par  l'expé 
rience. 

Pour  les  projectiles  sphériques,  où  tout  est  symétrique  par  rapport  au  plan 
vertical  passant  par  l'axe  de  la  bouche  à  feu,  l'expérience  n'est  pas  nécessaire: 
l'un  des  deux  axes  est  certainement  vertical,  l'autre  est,  par  conséquent,  hori- 
zontal; par  suite,  cette  proposition,  qui  auparavant  était  une  simple  hypo- 
thèse, s'élève  désormais  au  rang  de  théorème. 

Pour  les  canons  rayés,  des  expériences  laites  avec  soin  pourront,  en  s'ap- 
puyant  sur  ce  théorème,  déterminer  les  directions  des  deux  axes.  Il  est  vraisem- 
blable que  l'un  d'eux  se  trouve  dans  le  plan  oscillateur  de  la  trajectoire,  el  si 
cela  se  vérifie,  comme  ce  plan  est  vertical,  on  aura  une  justification  de  la  mé- 
thode actuellement  en  usage  pour  déterminer  la  probabilité  d'atteindre  une 
surface  donnée.  Sinon,  non. 

Telle  est  la  base  du  présent  article,  dont  voici  maintenant  les  subdivision-,  : 
composition  de  plusieurs  causes  agissant  suivant  une  même  direction.  Trans- 
formation de  deux  causes  agissant  dans  deux  directions  quelconques  en  deux 
autres  agissant  dans  des  directions  perpendiculaires.  Composition  de  trois 
causes  agissant  dans  un  plan  suivant  des  directions  quelconques.  Composition 
de  n  causes  agissant  dans  un  plan.  Axes  d'inertie.  Groupements  dans  l'espace. 
Sur  la  composition  des  écarts.  Sur  le  mode  d'agir  des  causes  déviatrices. 

IL   B. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  i°  série,  t.  VIII.  (Juin  1884.)  H. G 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 

des  Sciences,  t.  XGVII  (suite);  i883  {i). 

V  li;    ier  octobre. 

Coggia.  —  Observations  de  la  planète  (m)  et  de  la  comète 
Brooks,  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille,  («-38). 

Stieltjes.  —  Sur  l'évaluation  approchée  des  intégrales.  (y4°)- 

Évaluation  approchée  d'une  intégrale  S?,f(x),  G (x)dx, où /( x)  est  une  fonc- 
tion positive  et  G(x)   une  fonction  continue  à   nombre  fini  de  maxima  et  mi- 

n 

nima,    sous    la    forme  approchée    /    AfcG(a?A),   où   les  A  sont  des  constantes 

i 

positives  et  les  x,.  des  racines  d'une  équation  algébrique. 

Dutordoir .  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental 
de  la  théorie  des  équations  algébriques,  {'j^i). 

Picard  {E .).  —  Sur  les  formes  binaires  indéfinies  à  indétermi- 
nées conjuguées.  (^45)- 

N°  15;  8  octobre. 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  Pons-Brooks  et  des 
planètes  (S),  (S}>  (§)  et  (Sa?  ,  faites  à  l'Observatoire  de 
Paris.  Remarquable  changement  d'éclat  de  la  comète  Pons- 
Brooks.  (^94). 

Cruls.  —  Sur  une  particularité  remarquable  présentée  par  la 
queue  de  la  grande  comète  australe  de  1882.  ( 797 )- 

Stieltjes.  —  Sur  l'évaluation  approchée  des  intégrales.  (798). 

N°  16;   i5  octobre. 

Tisserand.  —  Note  sur  une  formule  de  Hansen.  Première  Partie. 
(816). 

(')  Voir  Bulletin,  VIa,  ">i  et  19. 
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Partant  des  formules 


_  =  — — — — \  pc 

-»  \  /■  '       /■  -  —  ■>  //•   COSl  •^—  ' 


(*), 


où  l'C'1  est  le  polynôme  de  Legcndre,  si  l'on  remplace  ~~      cos^   par 
cos  //  cos  n'      r-  î  1 1  //  sin  //'  cosJ, 

et  que  l'on  ordonne  les  résultats  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  u  el  de  u  . 
on  obtient  une  formule  due  à   Hansen,    que  M.  Tisserand  obtient  forl  simple- 
ment, comme  il  suit, 
l'osant 

P"  (  z  )  =  4S  ;j.'V  \ [p\  cos  lx  cosy> . 

où   n' — u       x,  u'-\-u=y,  cos'--  =  u,,  sin2-  —  v,   il  déduit   de  ('('-«[nation  dif- 
férentielle auxquelles  satisfont  les  P  la  relation 

^2-  +  sin7t(^+2l'+I)COSJ-f-^  +  2^-rfrz 

-h  (  «  —  i  —  y  )  (*  +  i-hj  +  i)  A  /'j  =  o  ; 

en  remplaçant  ensuite  la  variable  J  par  la   variable  v,   on   retombe  sur  l'équa- 
tion hypergéométrique  ;  on  en  déduit 

kfj  ==  k{$F(i  +  j-n,  i+j  +  ii-4-i,  2/  +i,  p), 

F  se  réduisant  ici   à   un   polynôme;  quant  à  £/*],  c'est  une  constante,  pour  la- 
quelle l'auteur  trouve  la  valeur 

kin)  _.  i  n("  H-  ?  -f-y)n(//  — /— y) 

'  22"H  (  V)  -n  (n  -  j  —  y  \  -.-j  //i.  —  i+y\  rr/n  +  i  -y 


lÀouville  (/?.).  —  Sur  une  transformation  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre,  à  deux  variables  indépen- 
dantes, et  sur  quelques  intégrations   qui  s'en  déduisent.  (838). 

L'auteur  signale,  comme  l'un  des  résultats  de  son  travail,  la  définition  de  la 
classe  des  équations  du  type 

F(r,  s,  t)=o 
qui,  transformées  par  ces  méthodes,  admettent  des  intégrales  intermédiaires. 

Boussinesq.  —  Résistance  d'un  anneau  à  la  flexion,  quand  sa 
surface  extérieure  supporte  une  pression  normale,  constante 
par  unité  de  la  longueur  de  sa  fibre  moyenne.  (843). 

Solution  pratique  d'une   question  posée  par  M.  M.  l.évv       »  Étant  donné  un 
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manchon  cylindrique  ou  plutôt  un  anneau  mince  de  rayon  mo>en  H,  à  section 
rectangulaire,  soumis  extérieurement  à  une  pression  normale  et  constante/?, 
par  unité  de  longueur,  on  demande  de  désigner  les  valeurs  de  la  pression  p 
qui  seront  capables  de  le  faire  fléchir  ou,  autrement  dit,  de  lui  faire  perdre  la 
forme  circulaire.  » 

Picard  (E.).  —  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  indéfinies 
à  indéterminées  conjuguées  et  sur  les  groupes  discontinus  cor- 
respondants. (84^). 

Darboux.  —  Sur  les  surfaces  dont  la  courbure  totale  est  con- 
stante. (848). 

N°  17;  il  octobre. 

Tisserand.  —  Note  sur  une  formule  de  Hansen.  Deuxième  Partie. 

(880). 

On  conserve  ci-dessous  les  notations  qui  ont  été  expliquées  en  rendant 
compte  de  la  première  Partie  de  la  Communication  de  M.  Tisserand. 

On  déduit  aisément  d'un  résultat  établi  par  l'auteur,  dans  le  t.  XV  des  An- 
nales de  V Observatoire  et  de  la  Communication  précédemment  analysée,  que 
le  coefficient  de  coss  ix  cos2 j'y  dans  la  fonction 

sin  (2/2  -H  1)  Y 
sin  Y 

est  à  un  facteur  près  le  carré  du  coefficient  de  cos  i x  cos j'y,  dans  la  fonction 
P\")  quand  on  y  remplace  z  par  \x  cosa?  ■+-  v  cosy. 
La  raison  de  cette  analogie  se  trouve  dans  ce  fait  que,  en  posant 

zw=  sin(M  +  i)V^ 
sin  Y 

où  cosV=  z,  on  a,  pour  0  <  1, 

— jj — -  -  y  8«z(«), 

1—26^+0-'  ^     ' 

l- =  y  0-P("). 


/,  _.2o^-}-(J2 


On  est  ensuite  conduit  à  la  question  suivante 
Posant 


(l—2bz  +  W)£ — - 

v  2 


=  y  (yv('-)(p,z), 


où  />  =  2,  trouver  une  formule  générale  qui  donne  le  développement  du  poly- 
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nômc  \"(p,z),  (jiiiin  I  on  \  remplace  z  par  u-cosâ?      i><>-\-.  Ces  polynômes  l' 
sont  les  fonctions  sphériques  d'ordre  supérieurde  II.  Heine. 

Ce  qui  précède  résout  la  question  pour  p       >,'.'>.  M.  Tisserand  indique  com- 
ment on  peut,  pour  p      •>,/-;-.">,  pétant  un  entier  positif,  trouver  l«-   coeffi 
cient  I^"7''/J  de  \  cosix cosiy  dans  le  développement  de  P**{  \q       I,  z)-,  on  a 
alors 

B(î«,y)„ ÎL(//     g  !  "(/*  -j- y     Odtyy     , 

'•'  H{n)U(q)Il(q  +  i)U(i)U{n  —  i)     " 

où 

Fi=  K(a>  Pi  Yî  ':-  B>  sin2J) 

esl  un  polynôme  hypergéométrique  «lu  second  ordre,  défini  par  lc>  éléments 

■x      i  —  // .  8  =  2  i  -f- 1 , 

p  =  <  +  ^ ,  t-  i-\-<i  +  i . 

Sticltjes.  —  Sur  quelques  théorèmes  arithmétiques.  (889  ). 

Si/(/0  désigne  le  nombre  des  solutions  entières  de  l'équation 

on  a,  pour  n  —  \t  -t-  iy 

/(2.l)+/(2.5)+...+/(2./l) 

;x  étant  l'entier  impair  immédiatement  au-dessus  de  yn  ou  égal  à  y  // . 

L'auteur  donne  des  théorèmes  analogues  pour  diverses  formes  de  L'entier  //. 
ou  relatives  à  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  n,  ou  encore  à  la  fonction  nu- 
mérique qui  désigne  le  nombre  de  solutions  de  l'équation  n  =  x1  -f-  :>.}'-. 

Ddi'boux.  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  constante.  (8()2). 

Après  avoir  rappelé,  dans  une  Communication  antérieure,  divers  travaux 
(Bonnet,  Lie,  Bâckiund)  relatifs  à  ces  surfaces,  M.  Darboux  établit,  comme  il 
suit,  une  importante  proposition  due  à  M.  Bianchi. 

Soit  (G)  un  système  de  courbes  parallèles  sur  une  surface  (-);  soit  (g)  le 
système  des  lignes  géodésiques  trajectoires  orthogonales  (\c>  courbes  (G).  Les 
tangentes  aux  lignes  (g)  sont  normales  à  une  certaine  surface  (S)  et  touchenl 
une  seconde  surface  (£');  (£)  et  (£')  sont  les  deux  nappes  de  la  surface  des 
centres  de  courbure  de  (S).  En  outre,  (X')  est  le  lieu  des  centres  de  courbure 
géodésique  des  courbes  parallèles  (C)  tracées  sur  (-).  La  relation  est  d'ailleurs 
réciproque. 

Cherchons  s'il  existe  une  surface  (S)  sur  laquelle  on  puisse  tracer  des 
courbes  parallèles  (C)  ayant  en  chacun  de  leurs  points  un  rayon  de  courbure 
géodésique  égal  à  1.  En  rapportant  (E)  aux  courbes  (C)  cl  aux  lignes  (g), 
l'élément  linéaire  prendra  la  forme 

eh2     iiu    :   c.'</V\ 
où  C      c   "  :  la  courbure  totale  de  la    surface   sera  donc  constamment    égale  à 
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—  i.  Si  maintenant  on  considère  la  surface  (2')  associée  à  (il),  connue  il  a  été 
expliqué,  a  cause  de  la  réciprocité,  les  lignes  géodésiques  (g')  de  (£')  tan- 
gentes aux  normales  de  (S)  auront  pour  trajectoires  orthogonales  des  courbes 
parallèles  (C)  dont  les  centres  de  courbure  géodésique  seront  sur  £  et  dont  les 
rayons  de  courbure  géodésique  sont  égaux  à  i;  par  conséquent,  (£')  sera 
comme  (S)  une  surface  à  courbure  constante  — i,  et  les  éléments  linéaires, 
sur  les  surfaces  (£)  et  (S'),  sont  donnés  par  les  formules 

(  i  )  ds2  =  du2  -+-  e2u  dv1 , 

(  2  )  ds'2  =  du1  +  e-'lud\v2. 

Tel  est  le  théorème  de  M.  Bianchi;  il  en  déduit  la  méthode  suivante  :  considé- 
rons une  surface  (E)  à  courbure  — i;  on  obtiendra,  comme  il  suit,  un  système 
simplement  infini  de  systèmes  coordonnés  donnant  à  l'élément  linéaire  la 
forme  (i);  il  suffit  d'associer,  en  effet,  aux  lignes  géodésiques  passant  par  un 
point  à  l'infini  de  la  surface  leurs  trajectoires  orthogonales.  Ainsi  on  déduira 
de  (S)  une  surface  (£')  contenant  dans  son  équation  une  constante  arbi- 
traire; de  même  de  (£')  on  déduira  une  équation  contenant  deux  constantes 
arbitraires,  etc.;  l'application  de  ce  procédé  n'exigera,  comme  M.  Lie  en  a  fait 
la  remarque,  que  des  quadratures. 

D'un  autre  côté,  M.  Darboux  établit  une  élégante  proposition  due  à  M.  Ri- 
baucour.  et  qui  comprend  la  proposition  de  M.  Bianchi  :  elle  consiste  en  ce 
que,  étant  donnée  une  surface  (S)  à  courbure  —  i,  si  l'on  trace  dans  chaque 
plan  tangent  un  cercle  de  rayon  i  ayant  son  centre  au  point  de  contact,  tous 
les  cercles  ainsi  obtenus  sont  orthogonaux  à  une  famille  de  surfaces  toutes  à 
courbure  constante  de  — i,  et,  en  outre,  ces  surfaces  font  partie  d'un  système 
orthogonal  triple,  dont  les  deux  autres  familles  sont  composées  de  surfaces 
enveloppes  de  sphères. 

Si,  en  effet,  on  rapporte  la  surface  (Z)  à  ses  lignes  de  courbure,  l'élément 
linéaire  prendra  la  forme 

(3)  ds2  —  cos'm du-  -+-  sin2.o> dv2, 


où  w  vérifie 

l'équation 

(4) 

du'1 

r  sin  to  cosio 

Si,  dans  le  plan  tangent  en  M,  on  mène  une  ligne  MM'  de  longueur  i  faisant 
avec  la  courbe  u  =  const.  l'angle  8  et  si  l'on  écrit  que  M'  décrit  une  surface 
dont  le  plan  langent  passe  en  M  et  est  normal  au  plan  tangent  à  £,  on  obtient 
les  équations 

ÔQ        dtù  .    , 

-—    -i r—  M  11  0  COSU), 

OU  O  V 

(  5  ) 

}  46     â*  fi  . 

I   —   -i-  -—  =  —  cosU  sin  u), 
I    dv        ou 

compatibles  sous  la  condition  (u),  connue  on  le  voit,   en  éliminant  0:  inver» 
ment   elles  donnent  une  valeur  de  0  contenant,  outre  //,  v,  une  constante  arbi 
traire  a,  lorsqu'on  se  donne  la  fonction  to  vérifiant  l'équation  (u  j. 
On  en  déduit,  si  o,  v,  y.  sont   le>  coordonnées  curvilignes  du    point  M     l'ex 
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pression  du  déplacement dS  de  ce  point,  savoir, 

,/S:        COSa8  <hr         Hi,'w/r  (  "      I    rf«», 


(Pi 


qui  met  en  évidence  le  système  triple  orthogonal.  Dans  une  Communication 
postérieure,  M.  Darboux  discute  le  système  |  5).  La  valeur  de  8  trouvée  comme 

il  acte  explique  plus  haut  est  aussi  une  solution  de  l'équation  (a);  donc,  <l<- 
loute  solution  de  l'équation  (u)  on  peut  déduire  une  solution  nouvelle  conte- 
nant une  constante  arbitraire  :  c'est  la  valeur  de  8  la  j »  1 1 1 ~  générale  satisfaisant 
aux  équations  (5). 

D'une  solution  particulière  quelconque  8  «les  équations  (5),  on  peut  déduire 
cette  solution  6'  la  plus  générale;  pour  cela,  on  effectue  les  quadratures  déûnies 
par  les  formules 

(    dot         =  cosO  cosw  du      sinui  sinOcfc, 

(G)  -   e   ad$  =  oosw  siuO  du    -sinwcosO  dv, 

(   e"-dy     —  cos8  sin  b>du  -,-  sinu  cosO  dv\ 

la  solution  0'  est  alors  don  née  par  la  formule 

0'  -    8 

(7)  cot —  3e   ». 

2 

En  remplaçant  dans  (G)  G  par  0',  on  obtient  immédiatement  les  nouvelles 
valeurs  a'  et  3'  de  a,  S  ;  y'  s'obtient  par  une  quadrature.  On  arrive  à  des  ré- 
sultats analogues  en  regardant  0  comme  donné  et  cherchant  la  solution  la  plus 
générale  de  w  qui  vérifie  les  équations  (5). 

En  appliquantsuccessivement  ces  deux  opérations,  on  déduit  de  tout  système 
de  solutions  des  équations  (5)  un  nombre  illimité  de  systèmes  nouveaux  contenant 
autant  de  constantes  qu'on  le  voudra  et  la  détermination  de  chaque  système 
nouveau  n'exige  qu'une  nouvelle  quadrature.  Enfin  l'auteur  établit  la  curieuse 
proposition  que  voici,  qui  forme  la  conclusion  de  ses  recherches  :  «  Il  suffira 
d'effectuer  au  début,  en  dehors  de  a,  S,  y,  un  certain  nombre  de  quadratures  (infé- 
rieur d'une  unité  au  nombre  de  solutions  nouvelles  que  l'on  veut  obtenir}, 
portant  sur  des  fonctions  parfaitement  déterminées  u  et  de  v,  et,  ces  quadratures 
une  fois  effectuées,  l'application  de  la  méthode  n'exigera  plus  que  des  calculs 
algébriques  les  plus  élémentaires. 

Léauté.  —  Sur  la  loi  de  répartition  des  tensions  dans  une  lame 
élastique  de  forme  primitive  arbitraire,  enroulée  sur  un  c\- 
lindre  de  section  droite  quelconque,  lorsque  le  glissement  est 
uniforme.  (8g4)- 

Cette  loi  est  donnée  par  la  formule 

/■  r i,s  -  r  <ls 


1. 


ri\   ,/\l       .d'M\    -ri-    . 


L  et  M  étant  les  efforts  élastiques,  résultanl  de  l'allongement  et  de  la  flexion, 
p  étant  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  l'élément  ds  el  /'  le  coefficient  de 
frottemenl . 
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L'auteur  en  déduit  la  proposition  suivante  :  «  Dans  un  frein  à  lame  métal- 
lique, lorsque  la  lame  est  circulaire  ou  rectiligne  avant  l'enroulement,  la  loi  de 
répartition  des  tensions  pendant  le  glissement  uniforme  est  la  même,  que  l'on 
tienne  compte  de  l'élasticité  ou  que  l'on  n'en  tienne  pas  compte.  » 

Boussinesq.  —  Sur  le  mouvement  d'une  charge  roulante,  le  long 
d'une  barre  élastique  horizontale  appuyée  à  ses  deux  bouts  et 
dont  la  masse  est  beaucoup  plus  petite  que  la  sienne.  (897). 

Cette  question  a  été  traitée  par  MM.  Willis  et  Stokcs;  M.  Boussinesq  montre 
comment  la  solution  donnée  par  ce  dernier  peut  être  considérablement  sim- 
plifiée. 

N°  18;  29  octobre. 

Tresca.  —  Etude  sur  les  déformations  géométriques  déterminées 
par  l'écrasement  d'un  parallélépipède  rectangle,  avec  allonge- 
ment dans  une  seule  direction.  (928). 

Darboux.  —  Sur  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces 
à  courbure  constante.  (94^)- 

Voir  plus  haut. 

Poincaré.  —  Sur  la  reproduction  des  formes.  ( 9ly )• 

Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  formes  qui  sont  reproductibles  par  deux  ou 
plusieurs  substitutions  linéaires  infinitésimales  non  permutables  :  ce  problème 
a  été  résolu  par  l'auteur  pour  quatre  variables  et  deux  substitutions  (Le  Ca- 
hier du  Journal  de  V École  Polytechnique);  depuis,  M.  Lie  a  étendu  la  solution 
au  cas  de  trois  substitutions  et  de  quatre  variables:  M.  Poincaré  l'étcnd  aux 
cas  de  deux  substitutions  et  de  11  variables. 

N°  19;  5  novembre. 

Gonnessiat.  —  Sur  Tune  des  méthodes  données  par  M.  Lœwv. 
pour  déterminer  les  ascensions  droites  des  étoiles  circumpo- 
laires. (977). 

Lêvy  {M.).  —  Sur  une  Communication  de  M.  Boussinesq,  rela- 
tive à  l'équilibre  d'un  anneau  circulaire.  (979). 

Stieltjcs.  —    Sur  la  décomposition  d'un   nombre  en  cinq  carrés. 

(981). 

Snii  \      /(mod8);  le  nombre  de  décompositions  de  \  en  cinq  carrés  impairs 
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positifs  esl  égal  à 

»(-r-)+»(—       -H  ■- 

OU  a 

/(N)  -f-  a/(N  -  8  X  i3)  +  2/(N  -  8  x  2»)  +  2/(  N  —  8 

ï(m)  désignant,  en  général,  la  somme  des  diviseurs   «lu    nombre  ///   tt /(m) 

étant  égal  à 

<r--i 

-iS(-T)       2       d, 

<7  représentant  successivement  tous  les  diviseurs  de   ///.  M.  Hermite  indique  en 
note  une  proposition  aussi  relative  à  la  décomposition  en  cinq  carrés  impairs 
et  positifs  et  fournie  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Soit  n      i(mod  | 
(pic  Ton  pose  de  toutes  les  manières  possibles  //  =  dd'  sous  la  condition  d'  '.    3  d  : 

la  fonction 

/(/,)  =2X(3d  +  d') 

peut  être  définie  par  le  développement 

y(sq)  +...+  /(',/>*  -(-O^h-... 

q  (  3  m  _  2  )  gm{3m-2)  g  gin  im  -2) 


i  —  q  X  —  qitHr~K  (1  —  <y-  (i  —  7-'"'-1) 

Si  maintenant  on  a  N  =:/(mod8),  le  nombre  de  décomposition  scia 

ix(N)  +  X(N  -  22)  +  x(N  -  rr)  +  /.(*  ~  (jJ)  +•  •  •  • 

André   (/?.)•    —  Probabilité  pour   qu'une    permutation    donnée 
de  /£  lettres  soit  une  permutation  alternée.  (cj83). 

Une  permutation  des  11  lettres  av  a2,  ...,  an  est  alternée,  lorsque  les  //  —  1 
différences  qu'on  obtient,  en  y  retranchant  chaque  indice  du  suivant,  sont  alter- 
nativement positives  et  négatives  :  cette  probabilité  est  le  double  du  coefficient 
de  xn  dans  le  développement  de  sécr  ou  de  tangjc  :   une  expression   asympto- 

/  2\H+l 

tique  de  cette  probabilité  est  !\  l  —  \ 

Poincaré.  —  Sur  l'intégration  algébrique  des  équations  linéaires. 

(9»4). 

M.  Jordan  a  montré  {Journal  de  Crelle,  t.  LXXXIV)  comment  on  peut  for- 
mer les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  linéaire.  M.  Poincaré  a 
démontré  qu'à  tout  groupe  fini  V  on  peut  faire  correspondre  d'une  infinité  de 
manières  un  groupe  G  auquel  V  est  mériédriquement  isomorphe,  qu'à  ces  deux 
groupes  correspond  toujours  une  équation  linéaire  à  intégrales  algébriques  et 
que,  si  l'on  pose  x  ~-  f{z),  f{z)  étant  une  fonction  fuchsienne  engendrée  par 
le  groupe  ('■,  les  intégrales  de  cette  équation  sont  des  fonctions  fuchsiennes 
engendrées  par  un  sous-groupe  g  de  <1.  \insi  à  un  groupe  d'ordre  fini  corres 
pond  mie  infinité  d'équations  à  intégrales  algébriques  dont  on  peut  choisir  ar- 
bitrairement les  point-  singuliers.  Les  fonction-   fuchsiennes  engendrées  par  g 
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sont  des  fondions  rationnelles  de  x  et  de  y,  x  et  y  étant  liés  par  la  relation 
algébrique 

(i)  {H-z,y)  =  o, 

de  degré  m,  de  genre  p„;  le  groupe  y  de  cette  équation  algébrique  est  une  seule 
fois  transitif;  tous  les  sous-groupes  g  de  genre  p  rentrent  dans  un  nombre  fini 
de  types. 

Relativement  aux:  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  engendrées  par  la 
relation  (i),  on  a  cette  proposition  :  «  On  peut  choisir  un  système  fondamental 
cle  p  intégrales  telles  que  leurs  périodes  normales  soient  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  entiers  des  périodes  normales  de  l'une  d'entre  elles.  » 
Enfin,  voici  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  fonction 
F(x,y),  rationnelle  en  x  et  en  y  et  satisfaisant  à  une  équation  linéaire 
d'ordre  À  :  il  faut  qu'on  puisse  trouver  m  quantités 

a„  av  ...,  am, 

telles  que,  si  l'on  permute  ces  m  lettres  d'après  les  m  substitutions  du  groupe  y 
et  qu'on  forme  avec  ces  m  permutations  un  déterminant  A,  tous  les  mineurs 
d'ordre  m  —  k  —  i  soient  nuls  à  la  fois. 

Lévy  (L.).  —  Sur  une  famille  de  surfaces  développables  passant 
par  une  courbe  gauche  donnée.  (986). 

Ces  surfaces  sont  telles  que  leurs  génératrices  coupent  une  courbe  gauche 
donnée  suivant  un  angle  qui  ne  dépend  que  des  coordonnées  du  point  d'inter- 
section. La  détermination  de  ces  surfaces  dépend  d'une  équation  de  Riccati. 

Humbert.  —  Sur  les  courbes  de  genre  1.  (989). 

Les  coordonnées  homogènes  xv  xv  xi  d'une  courbe  de  genre  1  et  de  degré  n 
s'expriment  de  la  façon  suivante: 

a^À^.CO+B^CO-H  ..-^-L,P„(0. 

U-=-f-oc  w,  lr,  (ù. 

U.  =— 00 

Les  A,  R,  ...  sont  des  constantes;   M.    Humbert  montre   comment,   inverse 
ment,  une  courbe  étant  donnée   par   une   telle  représentation,  on  peut  détermi- 
ner son  degré,  son  genre  et  former  son  équation. 

Quel.  —  Sur  le  potentiel  de  la  force  d'induction  due  à  un  solé- 
noïde  fermé,  dont  le  courant  varie  d'intensité.  Analogie  avec  un 
théorème  d'électromagnétisme.  (99'* )• 

N°  20;  12  novembre. 
Dr  Saint-Venant  el    Flamant.   —    Des    vitesses   que  prémuni 
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dans  l'intérieur  d'un  vase  les  divers  éléments  d'un  1  î  «  ]  ■  ■  î  «  J  «  -  pen 
dant  son  écoulement  par  un   orifice  inférieur,  el  des   moyens 
simples  qui  peuvent  être  employés  pour  déterminer  très  ap- 
proximativement les  restes  numériques  de  séries  doubles  peu 

convergentes.  (102-). 

Perrotin.  —    Observations   de  la   comète   Pons-Brooks,    faites   à 
l'observatoire  de  Nice.  (io35). 

Appcli.  —  Sur  certaines  formules  de  rlansen  el  de  M.  Tisserand. 

(io36). 

Soient 

z  =  [x  cos.2?  -f-  v  cosy, 

ce 

?(z)=  ! gzj  y  eapaii (/»,«); 

(i-aO^-|-fj2)T"     0 


si  l'on  lu  il 


r  (  -  )  =  \  V  \j  cos  ix  cosj'y, 


on  aura 

;j.'V ( k,  i  +  y  )  W+*    ^        (/y,2m  +  2/t)  0-""  ^-'" 


A. 


2 


"       (.,/)(i,y)(.+Û3)^(/  +  .,m)(y  +  .,,0   (l4-0>)-2'"^"  (i,m)(i,n) 

0 

.1                 •               1     •                    t                    .    ,        P  —  '  , 

ou  la  sommation  est  relativeaux  nombres  m,n,  ou  k  =   >  q  —  k  -.-  1  ■+•/,  el 

où  enfin   le   symbole   (a,  m)   est   mis   à   la   place   de   a(a  4-1).. .  (ot-f-  m  —  1), 
(a,  o)  étant  égal  à  1 . 
Si  l'on  fait 

PN(*,  p  )  =  4  V  B?*  cos sa;  cosy>, 

on  a 

B'tf    "(     °      (i,N')(i,s)(i,y)    M*-*" w'      N,sH-i,y  +  i,ii,v  ). 

î\  —  «  —  / 
Y  est  égal  à  ■ -;  h\  est  un  polynôme  hypergéométrique  <lr  deux   varia- 
bles, formé  avec  la  fonction  que  M.  Appell  désigne  par  FH  et  dont,  ici.   le  déve- 
loppement est  limité,  puisque  le  second  élément  — V  e^t  un  entier  négatif. 

Darboux.    —   Sur  les   lignes  asymptotiques    de    la    surface   des 
ondes.  (1039). 

Soient  a?,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  (Vun  point  quelconque  M  dune 
surface,  />,  q,  r  des  quantités  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male el  telles  que  l'on  ail 

/'./'        71     .    r  :■   —  1  . 
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soient  enfin 

p'—qz  —  ry,    q'—rx  —  pz%    /•'=  py  —  qx. 

les  équations  des  lignes  asy m pto tiques  et  des  lignes  de  courbure  sont  respecti- 
vement 

dp  dx  +  dq  dy  -I-  dr  dz  =  o, 

û?/>  f///  +  dq  dq'  +  c//'  <://■'  =  o. 

Supposons  qu'on   ait  affaire  à   une   surface  des   ondes.  Le  rayon  qui  joint  le 
point  M  au  centre  O  de  la  surface  coupe  celle-ci  en  un  second  point  M'. 


Soient  OM"=  JJ,  OM'  =  a';  soient  a  et  £'  les  carrés  des  dislances  du  centre 
aux  plans  tangents  aux  points  M  et  M'.  Ces  quatre  variables  seront  liées  par  les 
tleux  relations  contenues  dans  l'identité 

x(x  —  rp)(x—  3')  —  (x  —  a)  (x  —  b){x  —  c)  =  —y  (x  —  a)  (x  —  a'), 

aa 

qui  doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  x. 
Des  lors  les  formules 

*  =  C(^ï)"'(^)™-(a_p)Ma_m 

,=c'(^)"'(^yV-?.>M»-m 
,=c»(^)-(c-^f(C-P)Mc-n»., 

pour  des  valeurs  convenables  des  constantes  C,  mv  mv  »,,  n7,  représentent  la 
surface  des  ondes.  Pour  toutes  les  surfaces  représentées  par  de  telles  équations, 
l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  sera 

dW  rf3'2 


(P-«)  (?-*')(  P-c)        (?'-a)(^-6)(p'-c) 

On  en  déduit  le  théorème  suivant  :  «  Considérons  chacun  des  complexes  de 
Chasles,  qui  sont  formés  des  droites  coupant  les  trois  plans  coordonnés  et  le 
plan  de  l'infini  en  quatre  points  de  rapport  anharmonique  constant.  Le  lieu  des 
points  de  la  surface  où  le  cône  du  complexe  est  tangent  à  cette  surface  est  une 
ligne  asymptotique.  Quand  on  fera  varier  la  valeur  du  rapport  anharmonique 
constant,  on  aura  une  infinité  de  complexes  qui  donneront  toutes  les  lignes 
asymptotiques.  »  Les  surfaces  jouissant  de  la  propriété  exprimée  par  ce  théo- 
rème sont,  d'une  part,  les  surfaces  x  de  Lamé 


£  Y    , 
a 


«Ma' 


de  l'autre  les  surfaces  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 
xy z  (rt  —  s'1  )  -\- pq  (  z  —  p x  —  q )■  )  —  " . 

Quant  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes,  M.  Darboux,  «que- 
avoir  signalé  un  important  résultai  relatif  à  la  forme  des  lignes  de  COUl'burcsi 
-m'  une  surface  quelconque,  dan-  le  voisinage  d'un  ombilic,   résultat  d'où  l'on 
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peul  tirer  des  conditions  nécessaires  pour  que  les  lignes  de  courbure  d'une  sui 
face  soienl  algébriques,  montre  que  ces  conditions  sonl  vérifiées  pour  !;■  surface 
des  ondes  et  que,  au  voisinage  d'un  ombilic,  les  lignes  de  courbure  d'une  telle 
surface  sont  semblables  à  des  courbes  algébriques  du  dixième  ordre;  la  suite  de 
ses  recherches  prouve  toutefois  que  ces  lignes  de  courbure  n<-  peuvent  être  des 
courbes  algébriques  <l  n n  degré  déterminé.  L'équation  différentielle  de  ces 
lignes,  déjà  donnée  par  M.  Combescure,  est 


/(a)dpî+/({a)tfaa-rfadj3  j  a/(a)  +  fj  -  a)  [/'(  a)  -  -£ii  | 

en  posant 

/(«)=  (*  —  «)(«  —  6)  (a  —  c); 


l'auteur  montre  que  cette  équation  s'intégrerait  si/(a)  n'était  que  du  second 
degré  eu  a.  Il  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  ondes 
peuvent  être  regardées  comme  connues  dans  certains  cas  I i 1 1 1 i L < ■-.  en  particulier 

dans  le  cas  où  cette  surface  est  très  voisine  d'une  sphère. 

flumbert.  —  Sur  les  courbes  de  genre  i.  (1042). 

Voir  plus  haut . 

Picard  (E.).  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes restant  invariables  par  les  substitutions  d'un  groupe  dis  - 
continu.  (io4o). 

Dans  une  Communication  antérieure,  M.  Picard  a  considéré  une  classe  de 
groupes  discontinus  de  substitutions  linéaires  entre  les  deux  variables  indépen- 
dantes \,  t,.  Soit 


;,  ■n,  ttv 


■M  +  .\'t,+  V     HgH-B'r, +  ir 
C\  ■+-  C'tj  4-  G"'  C'i-h  C'tj  +  C" 


une  substitution  d'un  de  ces  groupes  G.  On  peut  obtenir  des  fonctions  uni- 
formes et  continues  des  variables  complexes  Ç,  i\,  (-)('c,  t,)  définies  dans  le  do- 
maine S  que  détermine  l'inégalité  !•!■„  H-  t\t\0  ■<  1,  où  <•„,  ri0  sont  les  conjuguées 
de  \,  'i\,  et  telles  que  la  substitution  précédente  du  groupe  change  tf  (c,  'O  en 
(CÇ  -4-  C'fi  4-  C*)2m6(Ç,  t,).  m  étant  un  entier  plus  grand  que  1.  Au  groupe  G 
correspond  dans  S  un  domaine  6,  tel  qu'à  tout  point  de  S  corresponde  dans  S 
un  point  et  un  seul  par  une  substitution  du  groupe.  Le  domaine  8  a  un  ou  plu- 
sieurs points  communs  avec  la  limite  de  S. 

M..  Picard  étudie  la  forme  de  la  fonction  (-)  dans  le  voisinage  d'un   tel  point. 

Dans  la  seconde  Partie  de  sa  Communication,  il  donne,  pour  tous  les  groupes 
discontinus  de  deux  variables  indépendantes,  analogues  à  G,  l'extension  de  la 
notion  de  genre,  donnée  par  M.  Poincaré  pour  les  groupes  fuchsiens;  pour  les 
groupes  de  M.  Picard,  cette  notion  comprend  trois  nombres. 

Goursat.  —  Sur  le  genre  d'une  relation  algébrique  entre    deux 
fonctions  uniformes  d'un  point  analytique  (xyy),  (iO|8). 

Cette  Communication  est  relative  à  un  Mémoire  de  M.  Picard,  inséré  dans  le 
Bulletin  (i883).  M.   Coursai  remarque   d'abord  que  le  théorème  de   M.   Picard 
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peut  être  généralisé  dans  les  termes  suivants  :  Etant  données  deux  fonctions 
//  P(*)j  V—  Q(z)  uniformes  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  essentiel 
z  =  a,  telles  qu'elles  n'aient  pas  une  infinité  d'autres  points  singuliers  essentiels 
dans  le  voisinage  de  ce  point,  si  ces  fonctions  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique, le  genre  de  cette  relation  doit  être  o  ou  i.  Il  s'occupe  ensuite  de  ce 
problème  :  Étant  données  une  relation  algébrique/^,^)  =  o  de  degré  m  et  de 
genre/?,  deux  fonctions  uniformes  u,  v  du  point  analytique  (x,  y)  liées  par 
une  relation  algébrique  F(  u,  v)  de  genre  q,  dans  quel  cas  le  nombre  q  peut-il 
être  supérieur  à  pi  Sous  certaines  restrictions,  M.  Goursat  montre  que  le  genre 
ne  peut  s'élever  que  si  p  —  o  ;  il  indique  ensuite  comment  on  pourra  obtenir  les 
expressions  générales  de  deux  fonctions  uniformes  du  point  analytique  (x,y), 
ayant  n  points  singuliers  essentiels,  et  liées  par  la  relation  algébrique 


de  genre  o  ou  de  genre  1 . 


F  (a,  v)  —  o, 


Stéphanos  (C).   —  Sur  un  problème  de  la  théorie  de  l'élimina- 
tion. (io5i). 

Étant  données  trois  formes  binaires  a,  £,  y  dont  les  ordres  /.  m,  n  ont  pour 
somme  un  nombre  impair  2/7  +  1  et  sont,  de  plus,  tels  qu'aucune  des  diffé- 
rences 

V  —  p  —  /,     m'  =3  p  —  m ,     n  '  —  p  —  n 

ne   soit   négative,   déterminer   trois   autres   formes   binaires    L,   M,   N,  dont  les 
ordres  soient  respectivement  égaux  à  V ,  m',  n',  de  telle  manière  qu'on  ait 

La  +  Mp  +  Ny  =  o. 


N°  21;  19  novembre. 

De  Saint-Venant  et  Flamant.   —   Des  vitesses  que  prennent, 
dans   l'intérieur  d'un   vase,    les   divers    éléments  d'un    liquide 

pendant  son  écoulement  par  un  orifice  inférieur.  (1  io5  ). 

Cette  Communication  se  rapporte  à  des  séries  doubles  rencontrées  par  les 
auteurs  dans  leurs  recherches  et  qui  convergeraient,  mais  très  lentement: 
M.  Boussinesq  leur  a  communiqué  des  expressions  pour  le  reste  de  ces  séries, 
obtenues  au  moyen  de  raisonnements  très  «  hardis  »,  mais  qui  se  sont  trouvées 
justifiées  par  les  vérifications  numériques  des  savants  auteurs. 

Liouville  (/?•)•   —  Sur    certaines    transformations  que    peuvent 
subir  les  équations   aux.  différences  partielles  du  second  ordre. 

(1 122). 

Blgourdan.  —  Observations  de  la  comète  Pons-Brooks,    faites  à 
l'observatoire  de  Paris.  (1126), 

Coggia.  —  Observation  de  la  comète  Pons-Brooks  et  de  la  pla- 
nète (234),  Barbara,  faites  à  l'observatoire  de  Marseille,  (lia 
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Obrecht.  —Observation  photométrique  d'une  éclipse  du  premier 
satellite  de  Jupiter.  (1  i  20  I. 

Radau.  —  Remarque  surune  formule  d<-   M.  Tisserand.  (n3o 

Boussinesq.  —  Sur  la  résistance  d'un  anneau  à  la  flexion.  1  1  i3i). 

Darboux.  —  Sur  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  des  onde-. 
(n33). 

\  oir  plus  haut. 
Humbert.  —  Sur  les  courbes  de  genre  1.  (1  1 36). 

Brassinne.  — Application  d'une  proposition  de  Mécanique  à  un 
problème  relatif  à  la  surface  de  la  Terre.  (1  i3c;). 

N°  22;  26  novembre. 

De  Jonquières.  —  Considérations  théoriques  sur  les  flotteurs  re- 
morqués en  divergence.  (1  17 5). 

Bigourdan.  —   Observations  des  planètes  (ST)  et  (234\  faites   à 
l'observatoire  de  Paris.  (1  1 85). 

Callandreau.  —  Sur  une  formule  de  M.  Tisserand.  (11 8-). 

Si  l'on  fait 

P"(/>  z)  =  ^  2;j.VA-y  cosix  eosy'jr 

(voir  le  compte  rendu  de  la  Communication  de  M.  Appell  sur  le  même  sujet), 
le  coefficient  A,  •  considéré  comme  fonction  de  v  seulement  vérifie  une  équation 
différentielle  linéaire  de  troisième  ordre. 

Poincaré.  —  Sur  l'intégration  algébrique  des  équations  linéaires. 
(»89). 

Lorsqu'il  y  a,  entre  la  variable  et  l'intégrale  générale  d'une  ('([nation  linéaire 
à  coefficients  rationnels,  une  relation  algébrique  et  que  l'on  forme,  à  l'aide  de 
cette  relation,  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce,  les  périodes  de  ces 
intégrales  satisfont  à  certaines  équations  algébriques.  M.  Poincaré  étudie  ces 
relations  dans  un  cas  particulier,  relatif  à  la  résolvante  de  Gallois  de  l'équation 
modulaire  que  l'on  rencontre  dans  la  transformation  du  septième  ordre  ûc> 
fonctions  elliptiques;  il  rencontre,  chemin  faisant,  un  système  d'intégrales 
abéliennes  où  il  existe  une  infinité  d'intégrales  réductibles  aux  intégrales  abé- 
liennes. M.  Picard  avait  déjà  donné  deux  exemples  de  pareils  systèmes. 
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N°  23;  3  décembre. 

Faye.  —  Sur  l'heure  universelle  proposée  par  la  Conférence  de 
Rome.  (ia34)« 

Resal.  —  Remarques  relatives  au  problème  dit  des  deux  chaînes, 
proposé  par  M.  Piarron  de  Mondésir.  (12.39). 

Ce  problème  ne  peut  être  résolu  sans  faire  d'hypothèse  sur  le  mouvement  du 
système  qu'on  étudie.  M.  Resal  retrouve  la  conclusion  de  M.  de  Mondésir,  en 
partant  d'une  hypothèse  différente. 

Raclait  (/?.).  —  Addition  à  une  Note  précédente  sur  une  formule 
de  M.  Tisserand.  (i2^5). 

Les  fonctions  P"'1  sont  définies  par  l'équation 

(1—26,3  —  8a)~*  =  2  0"P">\ 

où  k  est  un  nombre  quelconque.  Si  l'on  pose,  avec  M.  Tisserand, 

Z  =   \X  COS.27  -+-  V  COSJK,       JX  -J-  V  =1, 

on  introduit  de  nouvelles  fonctions  A"'   ,  définies  par  l'équation 

pn,k  —  v  A"'-  [x'V  cosix  cosj'y. 

M.  Radau,  dans  une  Note  précédente  (p.  n3o),  avait  exprimé  les  coefficients 
A"'-  au  moyen  des  séries  hypergéométriques  à  deux  variables  de  M.  Appell  : 
les  deux  arguments  étaient  p.  et  v.  Ayant  reconnu  depuis  qu'il  est  possible  de 
les  exprimer  par  des  fonctions  hypergéométriques  de  la  seule  variable  v,  il 
donne  sans  démonstration  ses  nouveaux  résultats. 

Lindstedt  {A.).  —   Sur  la  forme  des  expressions   des  distances 
mutuelles  dans  le  problème  des  trois  corps.  (12-6  et  i353). 

Dans  son  célèbre  Essai  sur  le  problème  des  trois  corps,  La  grange  a  f;iit 
dépendre  les  distances  /-,  /•',  A  de  trois  masses  M,  />/,  m'  de  l'intégration  de 
quatre  équations  linéaires.  Partant  des  formules  de  Lagrange,  M.  Lindstedt  in- 
troduit, outre  la  quatrième  inconnue  qu'elles  contiennent,  trois  nouvelles  in- 
connues auxiliaires, 

_  dr-  ,_  r/rj  _    <YA- 

dt  dt  dt 

Il  est  ainsi  ramené  à  effectuer  trois  quadratures  et  à  intégrer  quatre  équations 
linéaires  formant  un  système  de  huitième  ordre.  Les  huit  constantes  provenant 
de  cette  dernière  intégration  se  partagent  en  deux  groupes  de  quatre,  r,,  t,',  l.  * 
et  -,  -',  10,  w'.  L'auteur  se  propose  de  développer  ses  sept  inconnues  suivant  les 
puissances  des  constantes t„  t,',  Ç,  x,  en  se  restreignant  au  e;is  (seul  important  ) 
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où  les  excentricités  des  orbites  de  m  el  m'  autour  de   M  sont  petites,  el  où  le 
rapport—,    reste  constamment  supérieur  ou  constamment  inférieur  à  I  unité. 

\  cet  effet,  il  opère  par  approximations  successives  :  chaque  opération  con 
siste  alors  à  intégrer  un  système  d'équations  li  léaires  ■>  coeffici  :nts  constants. 
Mais,  en  appliquant  sans  les  modifier  l<->  méthodes  connues,  on  obtiendrai!  dans 
les  intégrales  des  termes  contenant  eu  facteur  des  puis  ances  du  temps.  Cel  in- 
convénient n'étant  plus  inhérent  à  la  nature  du  problème,  on  doit  pouvoir  l'évi- 
ter; et  c'est  ce  que  M.  Lindstedl  réussit  à  faire,  grâce  â  un  artifice  dont  il  a 
déjà  usé  antérieurement.  On  introduit  dans  les  deux  membres  des  équations  ■< 
intégrer  des  constantes  indéterminées,  en  nombre  convenable,  el  l'on  peut  en- 
suite choisir  leurs  valeurs  «le  manière  à  faire  disparaître  des  seconds  membres 
les  termes  qui  donneraient  naissance  aux  termes  affectés  du  temps. 

L'auteur  arrive  à  ce  résultat  remarquable  que  le  nombre  des  arguments  dans 
les  intégrales  demandées  est  de  quatre.  Il  fait  connaître,  en  outre,  l'ordre  de 
chaque  terme  de  ses  développements. 

Supposant  ensuite  m  et  m!  petits  par  rapporta    M,  il  a  pu  s'assurer  que  des 
deux  groupes  de   termes  qui,  dans   le  développement  de   r,  par  exemple,  ont 
leurs  arguments  proportionnels   au  temps,  les  uns   sont  au   moins  du   premier 
ordre,  et  les  autres  au  moins  du  second  ordre  par  rapport  aux  excentricités 
l'inclinaison  mutuelle. 

En  terminant,  il  indique  les  deux  relations  qui  lient  les  onze  constantes  d'in- 
tégration introduites  dans  son  analyse  et  ajoute  que  ses  résultats  s'étendent  au 
cas  d'une  loi  quelconque  d'attraction  fonction  de  la  distance.  M.  Lindstedt  a 
démontré  aussi  que  le  nombre  des  arguments  dans  les  expressions  analytiques 
des  distances  mutuelles  de  n  corps  est  égal  à  (n —  r)2. 

De  Jonquières.  —  Sur  le  ricochet  des  projectiles  sphériques  à  la 
surface  de  Teau.  (1278). 

Coursât  (E.).  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  ahéliennes.  (1281). 

L'auteur  se  propose  d'obtenir  l'expression  analytique  des  intégrales  abéliennes 
de  seconde  espèce  dont  un  point  de  discontinuité  est  en  même  temps  point  de  ra- 
mification. Les  fonctions  qu'il  est  conduit  à  prendre  comme  éléments  essentiels 
de  ces  intégrales  jouissent  de  propriétés  qu'on  déduit  de  leur  expression  au 
moyen  des  fonctions  0.  Elles  jouent  absolument  le  même  rôle  que  les  intégrales 
normales  où  le  pôle  est  un  point  ordinaire,  soit  dans  le  théorème  de  Ricmann- 
Kocli,  soit  dans  la  théorie  générale  des  fonctions  uniformes  d'un  point  analy-, 
tique;  en  particulier,  elles  interviennent  dans  l'expression  des  fonctions  ration- 
nelles qui  sont  les  dérivées  des  intégrales  de  première  espèce. 

Poincaré  et  Picard.  —  Sur  un  théorème  de  Hiemauu  relatif  aux. 
fonctions  de  11  variables  indépendantes  admettant  in  systèmes 

de  périodes.  (128/j). 

Ce  théorème,  que  M.  Ilermite  a  énoncé,  d'après   Riemann,  dans  une  Note  fai- 
sant suite  à  la  sixième  édition  du  Traité  de  Lacroix,  est  le  suivant  :   «  Les  an 
systèmes    de    périodes    de    toute    fonction    uniforme    de    n    variables,    .>//    fois 
périodique,   vérifient,    tout  au    moins   après    une   transformation    convenable, 
Bull,  des  Sciences  mathém.,   >"  série,  t.  VIII.  (Juillet  i88{.)  l{.~ 
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les  relations  bien  connues  qui  existent  entre  les  périodes  des  fonctions 

•_> 

analogues  formées  au  moyen  des  fonctions  6  de  n  variables  indépendantes.  »  Il 

n'a    été   jusqu'ici    publié   aucune   démonstration  de  ce   théorème.    La  Note    de 

MM.    Poincaré  et  Picard  comble  cette  lacune.  On   y  trouve,  en  outre,  signalée 

cette  conséquence   importante   de    la  proposition  de  Biemann  :  toute  fonction 

in  fois  périodique  de  n  variables  indépendantes  peut  être  exprimée  au  moyen 

des  fonctions  0. 

Ilumbert.   —  Sur  la  courbe    du  quatrième   degré  à  deux  points 
doubles.  (î  '2<$~). 

Les  coordonnées  des    points  d'une  courbe  S    du   quatrième  degré,  de  genre  i, 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

x^Aj^O+B^o  +  c^P.Uj  +  rWO        (»  =  i,  2,3), 

en  posant 

/                                          v              i-f           .-      M'  .711'  .71 

„    /  .  w  ,  \  ^"1     tn-ilZ 1-2  nu  —    mi  — 


Les  arguments  t,  t  +  m,  t  -+-  4W'  donnent  le  même  point  de  la  courbe. 

Appelons  points  conjugues  dans  un  système   s   deux  points  de  la  courbe  S, 

dont  les  arguments  ont  pour  somme  a,  systèmes  principaux  les  quatre  systèmes 

to           ,          ,       w  ,  ...  ,        ,  ,  , 

o,  —  )  2  0)  ,  2(i>  H ;  systèmes  semi-principaux  les  douze  systèmes  obtenus  en 

,       ,,  i  •     ,       W  r  »  U    il  i  •     ■  W  f 

ajoutant    a    lune    des    quantités  —,   w,    o^  -j-  —  lune    des    quantités  o,  ->    ><o, 

4  4  2 

,  0)  .  .  .  -'Il  ^ 

2to  h Les  droites  joignant  deux  points  conjugues  dans  le  système  7  enve- 
loppent une  conique  tangente  à  S  en  quatre  points  situés  sur  une  conique  pas- 
sant par  les  deux  points  doubles.  Les  droites  joignant  deux  points  conjugués 
dans  un  des  systèmes  principaux  passant  par  un  point  fixe  qui  sera  dit  un 
centre.  A  chaque  système  semi-principal  correspond  un  point  O,  tel  que  les 
quatre  conjugués  dans  ce  système  des  points  où  S  est  coupée  par  une  droite 
quelconque  A,  issue  de  O,  sont  sur  une  droite  B,  passant  par  0(0  sera  dit  un 
semi-centre).  Les  droites  A  et  B  sont  en  involution.  Le  segment  déterminé  par 
deux:  points  conjugués  dans  un  système  semi-  principal  est  partagé  harmonique- 
ment  par  deux  droites  fixes,  concourant  au  semi-centre  correspondant.  Les 
coordonnées  des  centres  et  semi-centres  ne  dépendent  nullement  de  la  quantité 
to' 

/  71  — ■ 

q  —  e  w  qui  figure  dans  les  formules  posées  au  début  :  par  suite,  toutes  les 
courbes  représentées  par  ces  équations  onl  mêmes  centres  et  semi-centres,  si 
A,,  ...,  !>•  ont  toujours  les  mêmes  valeurs,  u  étant  quelconque.  La  même  ('(in- 
clusion subsiste  pour  les  courbes  du  quatrième  degré  représentées  par  les  équa- 
tions 

\.      fonction  rai  ion  ne  Ile  [  /,  \  (i  —  t2)  (î  —  /.-'/-;  ]     (f  =  i,  a,  3  |, 

où  le  module  /.'  varie  d'une  courbe  à  l'autre.  La  proposition  inverse  esl  égale- 
ment \  i.i ie. 
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Stephanos  (('.).  —   Sur  l'intégration  <\  une  fonction  rationnelle 
homogène.  (1  200). 

L'auteur  commence  par  résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 
1"  Étanl  données  deux  formes  binaires  es      ce  '"■    '"    '  <  1  /      /":  •  '  (<>\i  m     m  . 
dont  lu  seconde  a  son  discriminant    h  différent   de  aséro,  trouver   l'expression 
générale  des  formes  binaires  *  =  s%*  et  t      t™*    J  satisfaisant  .1  la  relation 

D?  =  (/,*),  +/f. 

20  Étant  données  deux  formes  binaires  te  el  /,  dont  les  ordres  ml-h  m  —  1  el 

m-M  soient  tels  que 

(m, -h  m  —  1)  >  (m  +  i)(/h_i)  _  3, 

trouver    l'expression    générale   des    formes    S    el    T,    d'ordres    respect  ils  m.    <-t 
m , —  (tt  +  i),  satisfaisant  à  la  relation 

D«<p  =  (/,S)I-h/'T, 

où  D  désigne  le  discriminant  /,  supposé  différent  de  zéro. 

Ce  dernier  problème,  une  fois  traité,  permet  d'obtenir  la  solution  de  cette 
question  :  étant  données  deux  formes  binaires  ?  et/,  dont  les  ordres  À"  et  m  -f- 1 
sont  tels  que  k  -4-  a 1  =  (m  +  i)(»  +  i),  et  dont  la  seconde  /n'admet  que  des 
facteurs  linéaires  simples,  calculer  directement  la  partie  algébrique  et  la  partie 
transcendante  de  l'intégrale 


/ 


ftïl  (xxdx%— xtdxt), 


sans  recourir  à  la  décomposition  en  fractions  simples  de  — - — 
On  trouve 

lyiJyin  (^  dx2—x2dxt  )  =  (m_^1)/t,  y,.-+-  j y  to  dx2—xtdxx  ), 

S  et  T  étant  deux  covariants  simultanés  des  formes  o  et  /  que  l'auteur  enseigne 
à  calculer. 

N°  2i;  10  décembre. 

Sylvester   (J.).    —  Sur  les  quantités  formant  un  groupe  de  no- 
uions analogues  aux  quaternions  de  Hamilton.  (i336). 

Blgourdan  (G.).  —  Observations  de  lanouvelle  planète  (225)  faites 

à  l'Observatoire  de  Paris.  (i35l). 

Henry  (MM.).    —    Observations  de    la    comète    de   Pons-Brooks 
laites  à  l'équatorial  ouest  du  jardin.  (i35 

Rayet  (G.).  —  Observations  du  sj)ectre  de  la  comète  Pons  181  :>- 
Brooks,  faites  à  l'Observatoire  de  Bordeaux.  (i35a). 
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Linchtcdt  (A.).    —  Sur  la  forme  des   expressions  des  distances 
mutuelles  dans  le  problème  des  trois  corps,  (i 353). 

André  (D.).  —  Sur  le  nombre  des  permutations  de  n  éléments 
qui  présentent  s  séquences,  (i  356). 

En  désignant  ce  nombre  par  PH  S/  l'auteur  établit  la  relation 

P„„  =  *P»-M  +  2  P— ia-1  +  (n  —  s)  P„_1„_2, 

qui,  associée  aux  identités  évidentes, 

P        —  2        P        —  0  P  -4-  P 

permet  de  calculer  de  proche  en  proche,  d'une  manière  régulière  les  diverses  valeurs 
de  Pn,s.  On  est  conduit  à  disposer  les  valeurs  trouvées  en  un  triangle,  analogue 
à  celui  de  Pascal,  et  dans  lequel  le  nombre  P,,,,  est  à  l'intersection  de  la  co- 
lonne de  rang  s  et  de  la  ligne  de  rang  n —  i.On  peut  démontrer  que  le  nombre 
des  permutations  de  n  éléments  qui  présentent  s  séquences  est  toujours  pair,  et 
que,  parmi  les  permutations  de  n  éléments  (n  >  3),  il  y  a  autant  de  permuta- 
tions ayant  un  nombre  pair  de  séquences  que  de  permutations  en  ayant  un 
nombre  impair. 

Stieltjes.  —  Sur  un  théorème  de  Liouville.  (i 358  et  i4i5). 

Dans  sa  première  Note,  l'auteur  indique  trois  théorèmes  nouveaux,  analogues 
au  théorème  de  Liouville  sur  les  nombres  de  classes  de  formes  quadratiques. 
Dans  sa  seconde  Note,  il  montre  comment  ce  théorème  se  déduit  du  développe- 
ment des  intégrales  elliptiques  complètes  de  première  et  de  seconde  espèce,  et  il 
énonce  trois  autres  propositions  similaires. 

Bonnet  (G.-Ossian.).  —  Démonstration  nouvelle  de  deux  théo- 
rèmes de  M.  Bertrand.  (i36o). 

Si  d'un  point  A  d'une  surface  donnée  S  on  trace  sur  celle-ci  des  lignes  géodé- 
siques  dans  toutes  les  directions,  et  si  l'on  porte  sur  chacune  de  celles  à  partir 
de  A  un  arc  AM  de  longueur  constante  /',  le  lieu  de  M  sera  appelé  circonférence 
géodésique,  et  la  portion  de  surface  qu'il  enferme  sera  dite  géodésique.  En  con- 
sidérant /-  comme  un  infiniment  petit  principal,  on  a  pour  la  circonférence  et 
le  cercle  géodésiques  les  expressions  suivantes  : 

it  r3  ic  iA 

C  —  2  ir  /•  —  ,  ,     A  =  r.r2—  — -—r-  > 

3R0R0  I2R0R0 

où  R0  et  P»'0  désignent  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la   surface  C  au 
point  A. 

N°  23;   17  décembre. 

Fontaneau  (£ '.).  —  Sur  la  détermination  des  forces  élastiques. 
(1402). 
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Périgaud.  —  Observations  <le  la  comète  Pons-Brooks,  faites  â 

l'Observatoire  d<-  Paris  (1407). 

Henry  (MA f.). —  Observations  de  la  planète  235   Carolina  et  de  la 

comète  Pons-Brooks,  faites  à  l'Observatoire  <l<-  Paris  |  1  (08). 

Halphen.  —  Sur  les  multiplicateurs  des  équations  différentielles 
linéaires  (i/jo8et  i5/ji). 

Si,  entre  diverses  solutions  inconnues  d'une  môme  équation  différentielle  li- 
néaire, il  existe  une  relation  connue,  quel  parti  peut-on  en  tirer  pour  L'intégra- 
lion?  Telle  est  la  question  dont  s'occupe  l'auteur.  H  examine  le  <;i-  où  cette 
relation  est  algébrique  et  donne  pour  valeur  d'un  polynôme  entier  et  homogène 
par  rapport  aux  solutions  inconnues  une  fonction  connue  de  la  variable  indé- 
pendante. Dans  une  première  Note,  M.  Halphen  démontre  la  proposition  sui- 
vante :  Si,  en  fonction  de  la  variable  indépendante,  on  connaît  l'expression  <\'ym 
polynôme  à  coefficients  constants,  homogène  et  du  degré  //'  par  rapport  aux 
solutions  d'une  équation  différentielle  linéaire,  cette  équation  s'intègre  complè- 
tement, pourvu  que  :  i°  le  polynôme  ait  une  forme  réduite  déterminée  conte- 
nant des  variables  effectives  en  nombre  égal  à  l'ordre  de  l'équation;  et  que 
2°  entre  les  solutions,  il  n'existe  aucune  relation  homogène,  à  coefficients  con- 
stants, d'un  degré  égal  à  celui  du  polynôme. 

Les  applications  se  simplifient  beaucoup  quand  on  considère,  au  lieu  des  in- 
tégrales, les  multiplicateurs  qui  les  fournissent.  L'auteur  enseigne  à  calculer  ces 
multiplicateurs;  et,  dans  une  seconde  Note,  il  applique  les  principes  précédents 
à  l'intégration  effective  d'une  équation  du  troisième  ordre  pour  laquelle  on 
connaît,  en  fonction  de  la  variable  indépendante,  l'expression  d'un  polynôme 
homogène  du  troisième  degré,  composé  avec  les  solutions  inconnues.  La  mé- 
thode de  M.  Halphen  fournit  explicitement  les  solutions  cherchées  par  des  cal- 
culs algébriques. 

Lipscliitz.  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

(14. 1). 

De  la  formule  bien  connue  de  Jacobi  (Fundamenta) 

6  v    '  V  —  q         i  +  ql         1  —  q3         1+7'  / 

qui  conduit  à  la  représentation   d'un   nombre  quelconque  par  une  somme  de 
quatre  carrés,  l'auteur  déduit  les  trois  équations  différentielles 

»t(.) 4  *Î2trStC2)l, 

obtenues  par  Jacobi  dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Crelle,  t.  3G,  p,  97. 
A  la  suite  de  la  Note  de  AL  Lipschitz,  se  trouvent  quelques  lignes  clans  les- 
quelles M.  Hermite  montre  que  ces  trois  équations  différentielles  résultent  aussi 


102  SECONDE   PARTIE, 

de  la  formule  fondamentale 


/ 


"  3x        @'(x) 

A2  sm2.r  dx  =  — —- ^ — {■ , 

o  k         6(a?) 

due  également  à  Jacobi. 

Stieltjes.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Liouville.  (i4i5). 

Poincaré  (H.).  —  Sur  les  équations  algébriques.  (i4i8). 
Démonstration  de  ce  théorème  : 

Si  F  (x)  =  o  est  une  équation  algébrique  admettant  p  racines  positives,  on 
peut  toujours  trouver  un  polynôme  <&(x),  tel  que  le  produit  F(x),  <P(x) 
n'ait  que  p  variations. 

Appell.  —    Décomposition    en  éléments  simples   des    fonctions 
doublement  périodiques  de  troisième  espèce,  (i 4 ' 9)- 

Les  fonctions  que  M.  Hermite  a  appelées  fonctions  doublement  périodiques 
de  troisième  espèce  sont  définies  par  deux  relations  qu'on  peut  mettre  sous  la 
forme 

mi'K.r 

F(a?+  2k)  -  F(x),    F(a7  +  2iK')  =e        H~ F  (x), 

m  désignant  un  entier  positif  ou  négatif,  mais  différent  de  zéro. 

M.  Appell  suppose  que  la  fonction  F(x)  n'a  d'autres  points  singuliers  à  dis- 
tance finie  que  des  pôles  du  premier  ordre;  et  il  exprime  F(x)  par  une  somme 
d'éléments  simples  n'ayant  chacun  qu'un  seul  pôle  dans  un  parallélogramme 
des  périodes  2  k,  21K',  plus  une  partie  entière  s'il  y  a  lieu.  D'ailleurs,  ses  mé- 
thodes s'appliquent  encore  quand  la  fonction  F  (x)  admet  des  pôles  d'ordre 
quelconque  ou  des  points  essentiels  isolés. 

Soit  d'abord  m  >  o  :  l'élément  de  décomposition  choisi  est  la  fonction 

d,    (<r  Aï  -  cmi%^     H'(0)       H(;r-«,)II(.r-«2)...II(^-«m+l) 
V"A    '     ;  H(x  —  a)   H(a  —  «,  )  H(x  —  a,)...  H(a—  a„,+1)  ' 

où  les  lettres  «,,  a2,  . . .,  am  désignent  des  constantes  arbitraires,  et  #„,+,  est  dé- 
finie par  la  relation 

a„,+,  =  a  +  mK-  («1+  a.2  +  . .  .+  «,„). 
La  décomposition  cherchée  est  fournie  par  la  formule 

F(x)  =  nt^m(x,  a,)  +  n2^„(.r,  a2)  -K  .-.-*-  R0+/rt(a?,  ap)  -h  G(x), 

où  a,,  a2,  ...,  <xjt  sont  les/?  pôles  simples  de  F(x)  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  et  R,,  R2,  ...,  R  les  résidus  correspondants.  Enfin,  G(x)  est  une 
fonction  entière  vérifiant  les  équations  qui  définissent  F(x)  :  elle  est  composée 
linéairement  à  l'aide  de  m  fonctions  entières  connues. 

Pour   ///    négatif,  l'auteur  s'en   lient   1111   cas  où   m—  —  i.  Il    convient    alors  de 
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prendre  pour  élément  de  décomposition  l-i  fonction 

n=—<x>  g         K  —  rtrîn 

Soient  dans  un  parallélogramme  des  périodes  s,,  2 ,,  ....  1    les  pôles  supp 
simples  de  la  fonction  F(a;),  et  Rp  R_,,  . ..,  R    lc^  résidus  correspondants.  La 
formule  de  décomposition  est 

F(x)  =  R,  x  (#,  a, )  +  R2X (  #,  *2 )-!-...-+-  Rp /  (  x ,  ap). 

Bonnet  (G.-Ossian).  —  Démonstration  des  propriétés  fondamen- 
tales du  système  de  coordonnées  polaires  géodésiques.  ( i4*'-i )• 

Démonstration  de  ces  deux   théorèmes  de  Gauss  : 

i°  Les  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  se  coupent,  partout  à  angles  droit. 

20  Si  l'on  désigne  par  c  Taxe  de  la  circonférence'  géodésique  de  rayonr,  com- 
pris entre  la  ligne  géodésique  initiale  u)  =  oà  la  ligne  géodésique  quelconque  qui 
coupe  la  première  sous  l'angle  m,  on  a 

à3  c  1      de 


dr*d<*  RR'  <h> 

R  et  R'   étant  les  rayons   de  courbure  principaux   de   la  surface  au   point  pris 
pour  origine  des  coordonnées. 

D'Ocagne  (M.).   —    Sur  un  mode  de  génération  des  ovales  de 

Descartes,  proposé  par  Chasles.  (1424). 

> 
Une  transformation  indiquée  par  Chasles  pour  obtenir  les  ovales  de  Descartes 

donne  seulement  des  limaçons  de  Pascal.  La  remarque  est  juste,  mais  M.  Cayley 

l'avait  déjà  publiée  en  1800  dans  le  Journal  de  Liouville.  M.  Genocchi  estrevenu 

sur  ce  sujet  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (année  i855,  p.  206). 

N°  26;  24  décembre. 

Trépied   et   Rambaud.   —    Observations    de   la    comèle    Pons- 
Brooks,  faites  à  l'observatoire  d'Alger.  (1466). 

Périgaud.  —   Observations  de   la  comète  Pons-Brooks,   faites  à 
l'observatoire  de  Paris.  (1468). 

Gonnessiat.  —  Observations  de  la  comète  Pons-Brooks,  faites  à 
l'observatoire  de  Lyon.  (1469). 

Bac/dund(0.).  —  Sur  un  développement  particulier  de  la  fonction 
perturbatrice.  (1470)- 
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Poincaré  {II.)    —  Sur  les  séries  trigonométriques.  (i4;i)- 

Dans  cette  Note,  l'auteur  applique  une  proposition  qu'il  a  antérieurement  dé- 
montrée à  l'étude  des  développements  en  série  par  lesquels  M.  Lindstedt  a  ré- 
cemment exprimé  les  distances  mutuelles  dans  le  problème  des  trois  corps.  Il 
l'ait  voir  :  i°  que  si  les  séries  de  M.  Lindstedt  convergent  pendant  un  intervalle  de 
temps,  si  petit  qu'il  soit,  elles  convergeront  toujours;  2°  qu'il  n'est  pas  sûr  qu'on 
puisse  choisir  les  constantes  de  telle  façon  que  les  séries  convergent;  3°  que  les 
séries,  môme  lorsqu'elles  ne  convergent  pas,  peuvent  donner  une  solution  du 
problème  avec  une  approximation  indéfinie. 

J.-S.  et  M.-N.  Vanecek.  —  Sur  la  génération  des  surfaces,  (i 47^ 
et  i548). 

Gouy.  —  Sur  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière,  en  réponse 
à  une  Note  de  lord  Rayleigh.  (1476). 

N°  27;  3i  décembre. 

Perrotin.  —   Observations   de  la  comète  Pons-Brooks,    faites   à 
l'observatoire  de  Nice.  (1039). 

Trépied  (Ch.).   — ■   Etude  spectroscopique  de  la   comète  Pons- 
Brooks,  faite  à  l'observatoire  d'Alger.  (i54o). 

Halphen.  —  Sur  les  multiplicateurs  des  équations  différentielles 
linéaires.  (i54i)-  , 

Maximovitch  (  IV.).  —   Sur  un  moyen  de  déterminer  le  facteur 
d'intégrabilité.  (  1 5 4 4 ) • 

Le  premier  membre  d'une   équation  différentielle  étant  décomposé  en  deux 
parties  distinctes 

(M,  dx  -h  Nt  dy)  +  (M2dx  -hN^dy)  =  o,     M,N2—  M2N,|o, 

la  condition  nécessaire  et   suffisante  pour  qu'elles  admettent  un  facteur  d'inté- 
grabilité commun  est  que  P  dx  +  G  dy  soit  une  différentielle  exacte,  en  posant 

_  M,Ra-MaR,  _  N,R,-N,Rt 

M.Nj— M2N,'      v       M,N,— M2N,' 

r  -  ^h  __  ^1      p  _  dMt      <?Na 
1        <)y         dx  ■  ~  dy         dx 

Le  facteur  d'intégrabilité  est  alors  \x  =  <»/p ('/.*•+ Qrfy># 

Stieltjes.  —  Sur  le  nombre  de  décompositions  d'un   entier  en 
cinq  carrés.  (1  545), 
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Soi  en  i.  '^(  n)  la  somme  des  diviseurs  impairs  de  n\  F(n)  le  nombre  total  des 
décompositions  de  //  en  cinq  carrés.  Si  l'on  pose 

A  (  n  )  =     y  ( n)     -i-  2 f  (n — 4  )       8 ? ( "      i  ' '  I       '  ?  (  n  —  36  ■+"•  •  •  j 

B(n)  =  <p(ra  —  i)-f-  <p(n  —  9)  ■+■  ?(*  —  a5)        ~   n  —  49) H , 

on  u 

F(/i)  -  ^'1  .W//)        16  B(ra)         (/I  pair), 
F(/i)=8A(/i)-h48B(/i)        (n  impair). 

En  faisant  usage  de  la  relation  suivante  : 


q  H-  4<7*+  979+  i6V/IG-K  .  .=  (i+2y  +  2(/  +  2ry4+27D  +  ...) 

Lit  +  q 


I   ,— T2-  +   7 1—T7-,  +   7 ^-TT?  + 


)'      (14-  y1)2      (i-w/r 

qui  lui  a  été  communiquée  par  M.  Ilerrnilc,  l'auteur  montre  que  l'on  peut  tou- 
jours exprimer  les  deux  fonctions  A(/i)  et  13  (n)  l'une  par  l'autre.  Il  prouve 
aussi  qu'on  peut  dans  tous  les  cas  exprimer  ¥{\n)  au  moyen  de  V(n).  En  ter- 
minant, il  signale  deux  résultats  d'induction,  traduits  par  les  formules 

B(,.)  =  £=£±i,     B(/;')  =  /"/,'-l)(f  +  ,)  +  ', 

d'où  se  déduiraient  les  relations 

F{pt)  =  io(pt—p'+i),     F(^')=io[/?(/?2-i)(jp3+i)  +  i]. 

Raclait.  —  Remarque  au   sujet  d'une  Note  de  M.  Backlund,  sur 
un  développement  de  la  fonction  perturbatrice.  (  1 548). 

J.-S.  elM.-JV.  Vanecek. —  Sur  la  génération  des  surfaces.  (1 548). 


ZE1TSCIIRIFT    fur  Mathematik    und    Piiysik.    —    Historisch-Literarisehe 
Ablheilunir. 


'n  ' 


20e  année,  1875. 

Gùnther  (S.).    —   Contribution  à  l'histoire  des  Mathématiques 
allemandes  au  xve  siècle.  (  1  -1 4 )• 

Steinschneider.    —    Pseudo-Trithemius    et    Camillo   Leonardi. 

(20-27). 

Curtze.  —  Remarques  sur  le  précédent  travail  de  Giinther.  (07- 
60). 
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Curtze.  —  Copernic  a-t-il  supprimé,  oui  ou  non,  la  Préface  de 
son  Ouvrage  de  Revolutionibus? 

Gunther.  —  Supplément  à  son  travail  et  remarques  sur  la  précé- 
dente Note  de  Curtze.  (i  i3-i2o). 

Nother.  —  Article  nécrologique  sur  Otto  Hesse.  (77-88). 

Cantor.  —  Article  nécrologique  sur  Gottfried  Friedlein.  (109- 
ïi3). 

Année  1876. 

ZecJi.   —  Article  nécrologique  sur  C.-G.  Reuschle.  (i-4)« 

Gunther.  —  Mélanges  d'histoire  des  Mathématiques  :  i°  les  pro- 
gressions géométriques  chez  les  Arabes;  2°  les  carrés  magiques 
chez  Gauss.  (57-64). 

Ilipler.  —  La  chorographie  de  Joachim  Rheticus.  (i2o-i5o). 

Gunther.  — Adolphe  Zeising  comme  mathématicien.  (107-165). 

Année  1877. 

Cantor.  —  Etudes  gréco-indiennes.  (1-24). 

Weber  {H.).  —  Pour  l'histoire  du  problème  de  la  propagation  des 
ondes  planes  d'une  amplitude  finie.  (71). 

Korteweg.  —  Sur  les  recherches  d'Arwed  Walter  sur  la  méca- 
nique moléculaire.  (q3-io6). 

HultscJi  {F.).   —  Sur  la  sphère  céleste  d'Archimède.  (106-107). 

Supplément. 

Treutlein.  —  Le  calcul  au  xvie  siècle.  (1-100). 

Schiaparelli.  —  Les  sphères  homocentriques  d'Eudoxe,  de  Cal- 
lippe  et  d'Aristote.  (Trad.  W.  Horn).  (101). 

Année  1878. 
Cantor.  —  La  correspondance  de  La  grange  cl  d'Euler.  (1-21). 
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Zetzsche.  —  Sur  la  part  de  Petfina  au  perfectionnement  du   télé* 
graphe.  (37-45). 

Junghans  (F.).  —  article  nécrologique  sur  Hermann  Grassmaon. 

(69-75). 

Heiberg  (J.-L.).  —  Sur  un  passage  de  Pappus.  (117-120  . 
Lorscli  ( Ad.).  —  Sur  un  problème  de  maximum.  (120). 

Année  187;). 

Wohhvill  {JE,). —  L'original  textuel  du  jugement  pontifical  contre 

Galilée,  (i-  26). 

HultscJi  {F.).  —  Contribution  à  la  terminologie  des  mathémati- 
ciens grecs.  (4i~42)- 

Bretschneider  [Alfred).     —    Charles-Antoine    Brelschneider   : 
Souvenir  pour  ses  amis  et  élèves.  (73-91). 

Il  iedemann  [Eilhard).    —  Contribution   à  l'histoire  dAboul- 
Wefa.  (121-122). 

Bblliig  (0.).  —  Sur  l'expérience  du  pendule  de  Foucault.  (1 53- 
i5g). 

Heiberg.  —    Quelques   propositions  élémentaires  supposées  par 
Arcliimède.  (177-182). 

Cantof.  —  Trois  lettres  de  Lagrange.  (182-184). 

Supplément. 

Treutlein.  —  La  Coss  allemande.  (1-124). 

Treutlein.  —  Le  Traité  de  Jordanus  Nemorarius  :   De  numeris 
datis.  (1 25-i (36). 

Weissenborn.  —  Le  trapèze  dans  Euclide,  Héron,  Brahmegupta. 

(167-184). 

Weissenborn.  —  La  question  de  Boèce.  (  180-2  \  1  ). 
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Année  1880. 


Wernicke.  —  La  découverte  de  la  vitesse  finie  de  la  lumière,  par 
OlafRoemer.  (1-10). 

Heiberg.  —  Les  connaissances  d'Archimède  sur  les  sections  co- 
niques. (4 1-67) 

Krumbiegel  (B.)  et  Amthor  (A.).  —  Le  problème  des  bœufs 
d'Archimède.  (i2i-i36,  i53  — 1  ^  1). 

Wohlwill {E '.). —  Eclaircissement  et  défense  (de  son  précédent  tra- 
vail sur  Galilée).  (180-190). 

Supplément. 
Schapira  (ffertn.).  —  Manuscrit  hébreu  publié  et  traduit.  (i-54). 
Steinschneider.  — Abraham  ibn  Ezra.  (55-128). 
Henry  [Charles).  —   Prologus  N.   O'Creati    in  Helceph.  (129- 

.39). 

Weissenborn  {H.).  —  La  traduction  d'Euclide  d'après  l'arabe, 
par  Adelhard  de  Bath.  (141-166). 

Peiper  (B.).  —  Fortolfî  Rhytmimachia.  (167-227). 

Sachse  {Arnold).  —  Essai  d'une  histoire  de  la  représentation 
de  fonctions  arbitraires  d'une  variable  par  des  séries  trigono- 
métriques.  (227-226). 

Année  1881. 

Isenkrahe  (C).  —  Théorie  d'Euler  sur  la  cause  de  la  gravita- 
tion. (1-19). 

Gûnther  (S.).  —  La  correspondance  de  Gauss  et  de  Sophie  Ger- 
main. (19-25). 

Mathiessen  (L.).  —  La  méthode  Ta  jàn.  (33-38). 

Hultsch  (F.).  —  Mélanges.  (38-39). 

Lehinann.  —  Une  résolution  algébrique  du  cas  irréductible  de 
l'équation  du  troisième  degré.  (39-42). 
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Heilermann.  —  Remarques  sur  les  approximations  <l  Àrchimède 

pour  les  racines  carrées  Irrationnelles.  I  121-126). 

Jùfvaro  (A.).  — Justus  Bellavitis.  (i53-i6c)). 

Année  1882. 

Forti  (Angelo).  —  Essai  d'une  nouvelle  Table  <!<■  fonctions  hy- 
perboliques, (i-i  1). 

Ilultsck  (Frédéric).  —  Le  nombre  géométrique  dans  le  huitième 
Livre  de  la  République  de  Platon.  (41-60). 

M.  Hultsch  reprend  la  question  du  nombre  géométrique  de  Platon.  De- 
puis  longtemps   ce  nombre  mystérieux,  qui,   d'après  le   philosophe    grec,  devait 

présider  aux  mariages  et  dont  il  parle  en  un  langage  plein  de  réticences,  hante 
l'imagination  des  mathématiciens.  Les  derniers  travaux  sont  de  MM.  Tannery 
et  Dupuis,  et  c'est  sur  les  résultats  obtenus  par  les  deux  savants  français  que 
M.  Hultsch  cherche  à  édifier  son  hypothèse.  Il  s'accorde  parfaitement  avec 
M.  Dupuis  sur  l'interprétation  du  commencement  du  passage  en  question. 
Comme  lui,  il  pense  que  le  facteur  indiqué  serait  23.33  =  216.  .Mais  M.  Dupuis 
s'était  contenté  de  multiplier  ce  nombre  par  100;  M.  Hultsch  pense  que  le 
nombre  final  deviendrait  ainsi  trop  petit  et  qu'il  ne  satisferait  pas  aux  condi- 
tions mentionnées  dans  le  texte.  En  suivant  pas  à  pas  l'auteur  grec  et  en  cher- 
chant à  élucider  chacune  de  ses  expressions,  M.  Hultsch  arrive  au  nombre 
36z.ioo2  =  36oo2 =  12960000. 

(Cette  interprétation,  M.  Dupuis  ne  l'a  pas  admise  :  il  a  abandonné  toutefois 
sa  première  hypothèse;  dans  sa  seconde  interprétation,  il  donne  le  nombre 
760000). 

Suter  (Henry).  —  Un  écrit  inconnu  jusqu'ici  de  Nicolas  Oresme. 

(l  21-125). 

Le  manuscrit  est  assez  volumineux  (17.5  feuillets);  écrit  en  i'po,  par  une  main 
inconnue,  il  est  très  difficile  à  lire  à  cause  des  abréviations.  C'est  un  Commen- 
taire de  la  Météorologie  d'Aristote,  divisé  en  demandes  et  réponses,  ces  der- 
nières appuyées  par  des  arguments  d'un  caractère  presque  exclusivement 
scolastiquc.  Ce  nouveau  Traité  n'ajoutera  rien  à  la  gloire  de  l'auteur  de  VAl- 
gorismns  proportionnai.  Dans  la  forme  de  ses  preuves  et  de  ses  conclusions, 
Oresme  suit  entièrement  Duns-Scot.  Beaucoup  de  questions  lui  sont  même 
empruntées.  M.  Suter  en  donne  quelques-unes  ainsi  que  deux  arguments  propres 
à  caractériser  la  manière  des  auteurs.  Dans  le  troisième  Livre,  on  trouve  une 
question  de  haut  intérêt  :  il  s'agit  du  mouvement  de  la  Terre.  Oresme  con- 
naissait les  opinions  pythagoriciennes;  il  reste  cependant  parfaitement  soumis 
aux  idées  d'Aristote.  La  dix-huitième  question  du  premier  Livre  traite  des 
comètes;  Oresme  y  expose,  d'après  Aristote,  Pline,  Ptoléméeet  d'autres,  que  les 
comètes  prédisent  dc>  orages,  des  tremblements  de  terre,  des  inondations,  des 
maladies,    des    guerres,  etc.   Ceci   pourrait  étonner   de  la   part  d'un    adversaire 
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aussi  prononce  de  l'Astrologie  que  l'était  Oresme,  et  cette  contradiction  pourrait 
inspirer  des  doutes  à  l'égard  de  l'authenticité  du  Traité.  M.  Suter  fait  remar- 
quer que  l'Astrologie  du  moyen  âge  était  divisée  en  deux  parties  :  l'Astrologie 
positive,  qui  tirait  des  phénomènes  astronomiques  des  conclusions  sur  des  phé- 
nomènes naturels  (orages),  et  l'Astrologie  judiciaire  qui  essayait  de  lire  le 
sort  de  l'homme  dans  le  mouvement  des  astres.  C'est  cette  dernière  Astrologie 
qu'Oresme  a  combattue.  Aussi  essaye-t-il  de  prouver  que  les  maladies,  les 
guerres,  etc.,  proviennent  des  comètes  par  l'enchaînement  des  causes  natu- 
relles. 

Noetlier.  —  Remarques  sur  un  petit  écrit  de  F.  Klein  touchant 
la  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  Riemaun  (201-207). 

Mailler  [Edouard).  —  Sur  un  point  d'histoire  des  Mathémati- 
ques. (207-210). 

M.  Cantor  ayant  appelé  l'attention  ries  savants  sur  les  connaissances  mathé- 
matiques contenues  dans  le  Talmud,  M.  Edouard  Malher  cherche  à  com- 
bler cette  lacune  dans  une  certaine  limite.  Le  premier  résultat  de  ses  recher- 
ches a  été  la  confirmation  complète  de  l'opinion  de  M.  Cantor  quant  à  l'origine 
orientale  de  la  valeur  k  =  3.  Celte  valeur  semble  avoir  été  universellement 
acceptée  par  les  talmudistes.  Ils  paraissent  admettre,  en  outre,  que  les  rapports 
de  l'aire  du  carré  circonscrit  à  l'aire  du  cercle  et  l'aire  du  carré  inscrit  sont 
*  et  $■'  Ce  sont  les  Baleh  Tosfeth,  commentateurs  du  Talmud,  du  xne  au 
xive  siècle  après  J.-C,  qui  semblent  avoir  les  premiers  nettement  distingué 
les  aires  d'avec  la  mesure  des  lignes  déterminantes.  Les  Baleh  Tosfeth  essayent 
aussi  de  donner  une  preuve  du  rapport  précédemment  cité  entre  l'aire  du  cercle 
et  celle  du  carré  circonscrit.  Cette  démonstration  consiste  à  supposer  le  cercle 
d'une  palme  de  diamètre  décomposé  en  une  infinité  de  zones  concentriques  que 
l'on  rectifie  et  additionne.  On  a  ainsi  un  triangle  équilatéral,  dont  la  base  est 
égale  à  3  palmes  et  la  hauteur  à  une  demi-palme.  Ce  triangle  étant  coupe  à  la 
moitié  de  la  base,  les  deux  moitiés  composent  un  rectangle  d'une  base  égale  à 
1 -L  palme  et  d'une  hauteur  d'une  demi-palme.  Enfin  ce  rectangle  est  décom- 
posé en  trois  carrés  d'une  demi-palme.  M.  Mahler  voit  dans  cette  décomposi- 
tion du  cercle  un  commencement  de  Calcul  intégral;    c'est  beaucoup  dire.  On 

trouve  encore  dans  le  Talmud  la  valeur  de  j  pour  \fi\  le  passage  qui  la  con- 
tient provient  du  ne  siècle  après  J.-C.  Les  Baleh  Tosfeth  font  remarquer  que 
cette  valeur  n'est  pas  exacte. 

Supplément. 

Gànther  (S.).  —  Les  racines  carrées  irrationnelles  des  anciens  et 
leurs  méthodes  de  développement. 

Le  but  de  l'auteur  n'est  pas  d'augmenter  le  nombre  considérable  des  hypo- 
thèses auxquelles  ce  problème  a  donné  lieu;  il  se  propose  de  présenter  au  lec- 
teur toutes  les  méthodes  indiquées  jusqu'ici,  de  les  examiner,  d'en  faire  ressor- 
tir  le   principe  et  de  nous  mettre  ainsi  en  étal    de  choisir  l<"  procédé  le   plus 

nai iiicl  ci  le  plus  probable. 
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Le  travail  csl  <li\is''  en  trois  Chapitres.  Dana  le  premier,  M.  Gflnthcr  ex| 
toul  ce  que  L'antiquité  nous  a  laissé  sur  les  racines  carrées  irrationnelles  ou, 
plus  justement,  incommensurables.  Il  suppose,  comme  M.  Cantor,  que  la  pre- 
mière irrationnelle  découverte  fut  \  ■,  el  que  cette  découverte  esl  de  Pytha- 
gore.  Théodore  de  Cyrène  prouva  ensuite  l'irrationnalité  de  \  '•.  \  >.  \  6,  \  -■ 
\  s,  \  îo,  y/i  r,  \f\:>,  \  i  I,  \  i  |,  \  i  ">  ci.  \  17.  En  général,  les  Gn  >nl  appli- 

ques beaucoup  moins  à  rechercher  la  valeur  de  ces  nombres  qu'à  les  éviter;  l<  1 
méthodes  de  Pythagore  el  de  Platon  pour  la  solutionde  l'équaiion  -  z2 

en  nombres  entiers  en  font  foi.  Cependant  un  passage  de  Platon,  malheureuse- 
ment très  corrompu,  parait  prouver  qu'il  connaissail  pour  la  \  2  la  râleur  ap- 
proximative j.  Euclide,  dans  son  dixième  Livre,  un  <!*•-.  plus  admirables  des 
Éléments,  donne  une  théorie  de  l'irrationnel  qu'il  traite,  bien  entendu,  toul  .1 
fait  géométriquement.  Ses  recherches  ont  été,  à  ce  qu'il  parait,  continuées  par 
Apollonius  de  Perge;  mais  le  travail  de  ce  dernier  esl  perdu  el  l'essai  de  resti- 
tution fait  par  Woepcke  n'offre  pas  de  résultats  9Ûrs.  C'esl  Archimède  qui,  le 
premier,  fait  entrer  des  valeurs  approximatives  de  racines  carrées  dans  ses  cal- 
culs. Elles  lui  étaient  indispensables,  car  il  employait,  pour  mesurer  la  circonfé- 
rence, la  méthode  des  périmètres  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  .  Arehi- 
mèile  cite  huit  racines  irrationnelles.  Pour  l'une  d'elles,  il  donne  même  deux 
valeurs  : 
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La  y2  ne  se  trouve  pas  dans  Archimède.  Aristarque  de  Samos,  dans  la  sep^ 
tième  proposition  du  Livre  Sur  les  grandeurs  et  les  destances  du  Soleil  et  de 
la  Lune,  lui  assigne  la  valeur  -'-. 

Différant  ici  encore  de  tous  ses  compatriotes,  Héron  d'Alexandrie  emploie 
beaucoup  les  racines  irrationnelles;  on  en  trouve  plus  de  trente  chez  lui:  elles 
ne  l'embarrassent  nullement.  Il  est  très  probable  qu'il  était  en  possession  d'une 
méthode  qui  lui  permettait  de  les  extraire  très  rapidement  :  c'est  M.  Paul  Tan- 
nery  qui,  le  premier,  l'a  prouvé  en  faisant  remarquer  que,  voulant  transformer 
la  formule  pour  l'aire  F  d'un  segment  de  cercle  en  fonction  de  la  corde  s  et  de 
la  flèche  h, 

a  1  |    1( 

en  une  formule  pour  l'arc  b  du  segment  en  fonction  des  mêmes  variables,  Héron 
pose 

(2)  6=  j  +t  ïî+p7, 

on  bien 

(  3)  b  =  v  '.*a-i-  ',/*-'  +  -  (v  *2+4A*i-  s), 

et   non 

qui    présente  cependant  une    approximation    satisfaisante.    Les    formules  (a) 
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et  (3)  devaient  donc  être  pour  les  Grecs,  comme  elles  le  sont  pour  nous,  plus 
rapides  à  calculer  que  la  formule  (4).  L'auteur  divise,  d'après  M.  Tannery,  les 
racines  de  Héron  en  deux  groupes,  le  groupe  géométrique  et  le  groupe  trigo- 
nométrique,  chacun  d'eux  en  plusieurs  classes.  Quelques-unes  de  ces  expres- 
sions sont  d'une  exactitude  remarquable.  Cependant  on  en  trouve  aussi  d'erro- 
nées, ce  qui  s'accorde  d'ailleurs  avec  le  caractère  général  du  Livre  de  Héron. 

Les  écrits  de  Ptolémée  nous  fournissent  peu  de  chose.  On  y  trouve,  il  est 
vrai,  nombre  de  racines  irrationnelles.  Mais  ces  valeurs  ont  été  trouvées  par 
une  méthode  toute  différente  de  celle  d'Arehimède  et  de  Héron,  quelle  qu'elle 
soit.  C'est  un  astronome  du  ive  siècle  après  J.-C,  Théon  d'Alexandrie,  qui  nous 
a  renseigné  complètement  sur  la  méthode  des  astronomes.  Elle  était  fondée  sur 
l'emploi  des  fractions  sexagésimales  :  on  y  appliquait  la  formule  d'Euclide 

(  a  -+-  b  )2  =  à1  +  2  ab  ■+■  b2, 

et  l'on  calculait  à  peu  près  comme  nous  le  faisons. 

Les  écrits  byzantins  ne  fournissent  pas  d'indications  nouvelles.  La  plupart  se 
contentent  de  rapporter  simplement  la  méthode  de  Théon  d'Alexandrie.  Maxime 
Planude  donne  comme  nouvelle  une  méthode  qui  en  diffère  très  peu. 

Les  mathématiciens  romains  copient  presque  tous  Héron.  C'est  ainsi  que  nous 
retrouvons  dans  Columelle,  Frontin,  Hygin,  etc.,  les  valeurs  que  nous  connais- 
sons déjà. 

M.  Gùnther  recherche  aussi  les  indications  que  nous  fournissent  sur  les  ra- 
cines irrationnelles  les  œuvres  de  Gerbert,  des  rabbins  juifs,  des  Hindous  et  des 
Arabes,  et  il  consacre  quelques  mots  aux  expressions  numériques  que  présen- 
tent les  proportions  des  édifices  grecs;  c'est  aux  recherches  de  M.  Hultsch  que 
nous  devons  la  plupart  de  ces  dernières  données;  malheureusement,  ce  champ 
d'études  si  intéressant  n'offre  que  peu  de  résultats  certains. 

Avant  de  passer  à  l'examen  des  hypothèses,  l'auteur  mentionne  l'opinion 
émise  par  Nesselmann  et  Friedlein,  d'après  lesquels  les  racines  en  question 
auraient  été  trouvées  par  tâtonnements.  Il  va  sans  dire  qu'il  la  rejette  complè- 
tement. Nous  avons  d'ailleurs  rapporté  plus  haut  la  preuve  que  M.  Tannery  a 
donnée  de  l'existence  d'un  procédé  chez  Héron.  En  dehors  de  cette  hypothèse 
purement  négative,  M.  Gunther  compte  quatorze  procédés  différents.  Il  les  di- 
vise en  deux  groupes.  Le  premier  embrasse  tous  les  procédés  qui  ont  pour  fon- 
dement les  fractions  continues.  C'est  à  ce  groupe  qu'appartient  l'hypothèse  la 
plus  ancienne;  elle  a  été  proposée  en  1723  par  de  Lagny.  L'auteur  la  trouve  élé- 
gante et  expéditive.  Mais  elle  n'est  qu'une  application  de  la  formule  de  forma- 
tion des  réduites  d'une  fraction  continue.  La  méthode  de  Molhveide,  pour  trouver 

la  valeur  d'Arehimède 
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780  106 

n'emploie  que  des  transformations  connues  des  Grecs;  mais  ces  transformations 
ne  pouvaient  être  exécutées  que  par  quelqu'un  qui  connaissait  parfaitement 
d'avance  le  résultat  à  obtenir.  D'ailleurs  cette  méthode  repose  au  fond  sur  des 
fractions  continues,  malgré  son  extérieur  géométrique.  Un  autre  reproche  lui 
a  été  adressé  par  Gauss  :  le  procédé  de  Mollweide  donne  les  valeurs 

ï'    4  ^  i5        56  ^  209  ^   780 

^     m  ^   989  ^  2f)5  ^  71  ^  T9  ^  5  ^  » 
v  .)- 1         1.).)         1 1         11         a         1 
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En  supposant  qu'Archimède  ail  pria  cette  voie,  pourquoi  .1  1  il  <  ln>i>i    deux  va- 
leurs  qui  ne  se  suivenl  pas?  C'«sl  là  une    grosse  difficulté  qu'aucun  des  pre 
dés  proposés  jusqu'ici  p'a  pu  résoudre  définitivement. 

Les  deux  méthodes  citées   ne  s'attaquenl  qu'à   la  \  3.  Hauber,  au  contraire,  a 
lâché  d'atteindre,  avec  la  sienne,  toutes  les  irrationnelles  <l  irchiméde.  M.  Gfln 
ther  prouve  que  cette  méthode   est   absolument   identique  aux  fractions  conti- 
nues de  La  grange. 

Buzengeiger  ;i  proposé  deux  méthodes.  La  première  consiste  dans  le  dévelop- 
pement d'une  construction    géométrique  prise  dans   l<     Commentaire  d 'Archi 
mêde,  de  Commandin;  clic  esl  encore  le  déguisement  d'une  fraction  continue. 
La  deuxième,   qui  m*  déduit  de  la  première,  se  distingue  par  une  convergence 
très   rapide;  elle  est  la  seule  qui  mène  immédiatement  aux  nombres  d'Archi- 

1 3  5 1 
mède  donnant   comme  valeurs  approchées  —  et  — '■ —  Cependant  il  faut  alors 

j  »         780 

supposer  que  le  nombre    ...  a  etc   trouve  autrement.  D  ailleurs,  l'invention  de 

celle  méthode  n'appartient  pas  à  Buzengeiger.  Elle  avait  été  employée  parLuca 
Pacioli,  Ghaligai,  Francesco  di  Lazisio,  Cardan,  Tartaglia  et  I  nicorno.  Mlle  a 
clé  remise  en  lumière  par  M.  Joseph  Bertrand. 

INI.  Oppermann  et  M.  Alexéief  ont  proposé  successivement  des  méthodes  très 
approchées,  ('ondées  sur  ce  théorème,  que  la  moyenne  géométrique  de  deux 
quantités  a  et  b  \\fab)  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  moyenne  arithmé- 
tique (  - j  et  la  moyenne  harmonique  {  '  j  •  M.  Charles  Henrj  a  pro- 
posé ensuile  des  modifications  à  cetle  méthode  qu'il  a  appuyée  sur  des  consi- 
dérations géométriques  et  rapprochée  de  la  méthode  d'interpolation  des  parties 
proportionnelles  appliquée  par  Hipparque.  M.  Gûntherne  croit  pas  néanmoins 
qu'elle  soit  celle  d'Archimède;  elle  revient  d'ailleurs  encore  aux  tractions  con 
tinues. 

M.  Paul  Tannery  a,  d'après  l'auteur,  le  mieux  creusé  la  question.  Archimède, 
suivant  l'opinion  du  savant  français,  connaissait  un  mode  d'extraction  reposant 
sur  les  relations 

y  ci1  h-  b  00  a  -\ ,     y  a2 -h  b  <s>  a 
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dans  lesquelles  co  signifie  à  peu  près  égal.  Très  souvent  il  se  contentait  des 
valeurs  assez  peu  approchées  qu'il  obtenait;  dans  le  cas  de  la  \  3,  il  a  employé 
cette  méthode  seulement  pour  avoir  nue  première  solution  des  équations 

p1  —  3  r/7  —  1 ,    p%—  3$r'  =  —  2  ; 

puis,  à  l'aide  d'une  méthode  indépendante,  il  a  trouvé  un  nombre  indéfini 
d'antres  solutions.  Quelle  était  cette  méthode?  M.  Tannery  a  proposé  deux 
hypothèses.  La  première,  qui  affirmerait  une  ressemblance  avec  la  méthode 
des  Hindous,  exposée  parHankel,  est  rejetée  par  M.  Gtinther.  Dans  la  seconde, 
M.  Tannery  s'est  efforcé  de  reconstituer  par  analogie  le  chemin  qu'aurait  pro- 
bablement suivi  Diophante  en  voulant  résoudre  l'équation/?3 — aq*=n.  .Nous 
ne  développerons  pas  cette  méthode,  d'ailleurs  simple,  qui  séduit  M.  Gûnther. 

M.  Zeuthen  avait  proposé  quelque  chose  d'analogue  pour  la  \  3.  Nous  passons 
SOUS  silence  son  procédé,  ainsi  que  celui  de  M.  1  Icilerinann,  que  l'auteur  juge 
plein  d'esprit,  mais  en  somme  peu  conforme  aux   habitudes  grecques.  La   ma- 

llull.  des  Sciences  mathe'm.,  2'  série,  1.  \  II.  (Juillet  1884.)  R.8 
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nière  de  M.  Hultsch  a  été  imaginée  dans  un  tout  autre  but,  pour  développer  la 
i/5,  dont  il  avait  cru  trouver  les  valeurs  approximatives  en  des  proportions 
architecturales. 

Dans  son  troisième  Chapitre,  M.  Gunther  traite  de  la  résolution  des  racines 
carrées  par  le  développement  en  séries  des  fractions.  Une  méthode  imaginée  par 
M.  Éd.  Lucas,  d'ailleurs  très  i-apide,  ne  peut  pas  un  seul  instant  être  supposée 
conforme  à  celle  des  anciens.  Elle  repose,  en  effet,  sur  le  binôme  entièrement 
inconnu  aux  Grecs. 

La  méthode  de  M.  Radicke  est  entièrement  nouvelle,  en  ce  qu'elle  est  publiée 
ici  pour  la  première  fois.  Elle  est  assez  simple;  malheureusement  elle  ne  s'ac- 
corde qu'en  partie  avec  les  valeurs  rencontrées  chez  les  auteurs  grecs.  La  même 
observation  s'applique  à  un  procédé  de  même  genre,  proposé  par  M.  von 
Pessl. 

M.  Rodet  a  proposé,  pour  expliquer  les  valeurs  approchées  que  l'on  trouve 
dans  les  Livres  religieux  des  Hindous  et  dans  Àrchimède,  deux  méthodes  :  elles 

T  0  0  I 

sont  remarquables,   mais  trop   laborieuses.   Celle   par  laquelle  il  retrouve  ■       • 

d'Archimède  est  empruntée   à  un  géomètre   français  du  xvic  siècle;   elle  repose 

ci        c 
sur  ce  principe:  «  Si  j  et  —  désignent  deux  fractions  à  termes  positifs,  la  fraction 

CL     1     C 

est  comprise  entre  les  deux.  »  M.  Gunther  la  passe  sous  silence.  L'autre 


b  +  d 

repose  sur  ce  principe  :  «  Si  l'on  désigne  par  a  la  racine  à  une  unité  près,  par  r 
le  reste  de  l'opération,  par  s  le  complément  de  la  racine,  on  a 

/'=  (2a+e)s     OU     £=  > 


et  comme    toujours  e<i,  on  aura   une  approximation  par  défaut  de  sa  valeur 
en  le  remplaçant  par  i  au  dénominateur  de  la  fraction,  c'est-à-dire  en  posant 


2  a 


Conclusions.  —  i°  Pour  obtenir  les  racines  carrées  irrationnelles,  les  anciens 
partaient  toujours  de  la  relation  /a:±èc/)a±  - — >  et  ils  amélioraient  la  va- 
leur obtenue  d'une  manière  presque  empirique.  Héron  a  toujours  procédé  ainsi, 
et  Archimède,  au  moins  quand  il  avait  de  très  grands  nombres. 

20  En  possession  d'une  première  approximation  plus  ou  moins  satisfaisante, 
ils  en  obtenaient  de  meilleures  par  des  considérations  analogues  à  celles  que 
nous  employons  pour  la  résolution  de  l'équation  de  Pell  :  témoin  Archimède 
dans  sa  détermination  de  la  \/S  et  Théon  de  Smyrne. 

3°  Un  procédé  de  fractions  continues,  analogue  à  l'algorithme  moderne,  n'a 
pas  existé  dans  l'antiquité;  on  ignorait  aussi  toute  résolution  consciente  d'une 
racine  carrée  en  une  série  de  fractions,  excepté  toutefois  le  schéma 

^  \  =  00  a  h-  6.6o-'-t-c.6o-2. . . 

familier  aux  astronomes. 
4°  Au  commencement  du  moyen  âge,   au  contraire,  les  trois   ou   quatre  pre- 
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mières  réduites  de  la  fraction  continue 

v  a  ■■'      b      a  -    — 


■  a 


'" 

paraissent  avoir  été  connues  des  Hindous,  des    arabes,  des   Juifs  et,  par  leur 
intermédiaire, des  Occidentaux, bien  entendu  sans  quela  vraie  nature  de  |a  frac 
tion  continue  ait  été   reconnue.  Chez  les  Hindous  el    les   arabes,  on   rencontre 

aussi  des  traces  de  l'équation 

v/A  t^5  a  ■+■  b.  io-1  -+-  c.  i o"3 -f- 

Il  est  probable  qu'on  a  entrepris  aussi  au  moyen  âge  do  interpolations  entre 
chaque  terme  de  cette  série. 

Winterberg.  —  Le  Traité  de  Franco,  de  Liège,  sur  la  quadra- 
ture du  cercle. 

Le  manuscrit  provient  du  Vatican;  son  auteur  a  été  peu  remarqué  jusqu'ici 
par  les  historiens.  Le  manuscrit  parait  être  du  xne  siècle;  aussi  est-il  tic- 
pauvre  en  bonnes  Mathématiques.  Franco  suppose  que  la  fraction  -2.2-  exprime 
exactement  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Il  n'a  aucune  difficulté 
de  convertir  le  cercle  de  diamètre  =  i4  en  un  rectangle,  dont  les  côtés  sont  n 
et  \\.  Mais  c'est  alors  que  l'on  aurait  supposé  tout  fini  que  commence  pour 
lui  la  vraie  difficulté.  II  n'a  aucun  moyen  géométrique  de  transformer  un  rec- 
tangle en  un  carré  et  il  est  forcé  de  se  contenter  d'une  construction  assez  peu 
approchée.  Le  Traité  est  divisé  en  six.  Livres;  le  septième  n'a,  parait-il.  qu'une 
connexion  très  faible  avec  ce  qui  précède.  Dans  le  premier  Livre,  on  trouve  des 
essais  de  représentation  de  nombres  irrationnels  sous  forme  de  progressions; 
mais  les  termes  de  ces  progressions  sont  en  nombre  fini. 

Geleicli  [Eugène).  —  Etude  sur  la  découverte  de  la  Géométrie 
analytique  et  examen  d'un  Ouvrage  de  Marino  Glietaldi,  patri- 
cieu  de  Raguse  (i63o). 

Marino  Ghetaldi  naquit  en  i56G,  à  Raguse,  en  Dalmatic.  En  i6o3,  il  publia 
Archimedes  promotus  seu  de  variis  corporum  generibus  gravitate  et  magni- 
tudine  comparatis,  puis  bientôt  après  Nonnullœ  propositiones  de  jxtrabola 
mine  primuni  inventœ  et  in  lucem  editœ ;  en  1607,  l'Apollonius  redivivus  et 
Variorum  problematum  collectio.  Glietaldi  visita  presque  toute  l'Europe  et  se 
lia  avec  des  savants  comme  Michel  Goignet,  Christophe  Clavius  et  François 
Yiète.  Les  plus  célèbres  Universités,  entre  autres  celle  de  Leyde,  lui  offrirent 
des  chaires.  Il  préféra  cependant  retourner  dans  sa  patrie,  où  il  mourut  en  1627. 
11  avait  rédigé  encore  quelques  Traités  sur  l'Optique,  qui  semblent  perdus; 
mais  son  principal  Ouvrage  ne  parut  que  trois  ans  après  sa  mort;  il  porte  le 
titre  Marini  Glietaldi Patritii  liagusini  mathematici  preestantissimi  de  reso- 
lutione  et  compositione  mathematica  libri  q langue,  Opus postliunium.  Romse, 
i63o.  C'est  là  que  Iliccati,  Wolf  et  plusieurs  autres  ont  cru  trouver  les  prin- 
cipes delà  Géométrie  analytique  :  même  à  ce  propos,    Yincenzo  Monti,   proies- 
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seur  à  Pavie,  n'a  pas  craint  d'accuser  Descartes  de  plagiat.  Sans  doute  que  tes 

jalousies  nationales  n'ont  pas  été  étrangères  à  ce  débat. 

M.  Geleieh  commence  pardonner  une  analyse  très  complète  de  l'Ouvrage; 
puis  vient  une  eourtc  histoire  des  méthodes  analytiques  antérieures.  Le  résul- 
tai de  cette  étude  n'est  pas  très  favorable  au  savant  italien.  En  supposant  que 
Ghetaldi  ait  eu  connaissance  des  travaux  de  Tartaglia,  Cardan,  Viète  et  Cataldi 
(Algebra  discorsiva  e  lineare.  Bologna,  1618),  on  est  forcé  de  reconnaître 
qu'il  a  eu  peu  à  faire  pour  composer  son  Ouvrage  :  il  s'en  faut  de  beaucoup 
qu'il  ait  le  premier  appliqué  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  Son  mérite  est  plutôt 
d'avoir  recueilli  les  connaissances  qu'on  avait  de  son  temps  dans  cette  matière 
et  d'en  avoir  fait  pour  la  première  fois  un  Ouvrage  spécial.  La  solution  de 
l'équation  du  quatrième  degré,  qu'on  lui  a  attribuée  quelquefois,  lui  était  in- 
eonnue;  il  la  compte  même  parmi  les  choses  qui  ne  sont  pas  du  domaine  de 
l'Algèbre.  Le  premier  Livre  de  la  Géométrie  de  Descartes  ne  contient,  il  est 
vrai,  rien  qui  n'ait  été  trouvé  avant  lui  et  qui  ne  soit  dans  Ghetaldi;  mais  on 
ne  peut  contester  au  grand  géomètre  français  le  reste  de  son  œuvre.  Ghetaldi  a 
parfaitement  ignoré  l'usage  des  coordonnées.  Il  est  vrai  encore  que.  d'après 
M.  Cantor,  elles  étaient  connues  déjà  des  Babyloniens;  les  Arabes  s'en  sont 
servis  et  Nicolas  Oresme  les  a  exposées  dans  son  Tractatus  de  latitudini- 
bus  formarum.  Mais  il  est  improbable  que  Descartes  ait  connu  ces  travaux  et 
il  restera  toujours  l'inventeur  et  le  fondateur  de  la  Géométrie  analytique. 

Les  conclusions  de  M.  Geleieh  ont  d'autant  plus  de  poids  qu'elles  émanent 
d'un  homme  dont  l'impartialité  ne  peut  être  mise  en  doute.  La  grandeur  de  la 
ville  de  Kaguse  excite  son  enthousiasme,  et  il  est  si  peu  disposé  à  être  le  pané- 
gyriste de  Descartes  qu'il  répète  les  accusations  qu'on  a  soulevées  contre  ses 
découvertes  optiques.  Heureusement,  ces  accusations  sont  mises  à  néant  dans 
le  travail  suivant. 

Kr amer  (P)>  —  Descartes  et  la  loi  de  réfraction  de  la  lumière. 

Cette  loi  est  formulée  dans  la  Dioptrique  parue  en  1637;  elle  ne  donna  lieu  à 
aucune  contestation  du  vivant  de  Descartes.  C'est  en  i663,  douze  ans  après  sa 
mort,  que  Isaac  Voss  l'accusa  d'avoir  puisé  sa  découverte  dans  les  écrits  de 
Sncll.  Willibrod  Snell  avait  été  professeur  à  Lcyde  ;  il  était  mort  en  1626,  lais- 
sant un  Ouvrage  inachevé  et  aujourd'hui  perdu.  .Mais  tous  ceux  qui  l'ont  vu, 
entre  autres  Huygcns,  déclarent  qu'il  contenait  la  loi  de  réfraction,  sous  une 
forme  différente  de  celle  de  Dcseartes.  Ce  dernier  avait  considéré  les  sinus, 
comme  nous  le  faisons  aujourd'hui,  Snell  se  servait  des  cosécantes.  Mais  cette 
différence  n'arrête  pas  les  adversaires  de  Descartes.  La  découverte  de  Sncll, 
nous  disent-ils,  a  été  répandue  par  ses  élèves  et  Descartes  en  aurait  eu  con- 
naissance. C'était  aussi  l'opinion  de  Leiboitz.  Appuyée  par  de  telles  autorités, 
cette  hypothèse  devient  bientôt  un  fait  certain  dans  la  bouche  de  Priestley, 
Wilde,  Fischer,  Poggendorff.  Delambre,  après  quelques  hésitations,  se  déclare 
contre  Descaries:  pour  Mon  tu  cl  a  la  chose  reste  indécise. 

Voici  les  cinq  points  sur  lesquels  repose  l'accusation  : 

i°  Descartes  a  vécu  plus  de  vingt  ans  en  Hollande  et  a  compté  beaucoup 
d'amis  parmi  les  savants  de  ce  pays  (Voss,  Poggendorff); 

20  La  découverte  de  Snell  a  été  enseignée  dans  des  cours  privés  et  publics 
par  Hortensius  (  Voss)  ; 

3"  Descari.es  ne  cite  presque  jamais  ses  source-  (  Leibnitz,  Poggendorff)  : 
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/,°  il  ne  cite  aucune  expérience  qui  aurait  pu  lui  faire  découvrii  sa  loi  (P 
gendorfi")  ; 

5°  1 1  sCsi  embrouillé,  en  voulant  donner  la  preuve  de  la  I'"  de  la  réfraction 
(  Leibnitz  ). 

La  question  du  séjour  de  Descartes  en  Hollande  est  de  la  plus  haute  impor 
tance.  Il  y  a  été  trois  fois  :  de  1617  à  161g  à  Bréda,  avec  l'armée  <ln  prince  Mau" 
pice  d'Orange;  en  1621-1622  à  La  Haye,  et  enfin  en  1629.  Ce  dernier  séjour  ;i 
duré  vingt  ans,  jusqu'à  son  passage  en  Suède  (1649).  C'esl  probablement  de  ce 
séjour  que  parlent  Voss,  Leibnitz  el  PoggendorfT.  Mais  ceci  n'a  rien  à  faire  dans 
le  litige.  L'auteur  prouve,  sans  réplique,  que  Descartes  éla il  déjà  en  possession 
de  sa  découverte  en  1629. 

La  loi  de  la  réfraction  avait  en  effet  pour  lui  une  valeur  non  seulement  t ln'-«»- 
rique,  mais  aussi  pratique.  Elle  lui  était  indispensable  pour  construire  les 
courbes  anaclastiques  (celles  des  lentilles  qui  rassemblent  tous  les  rayons  en  un 
point).  Ces  courbes  vainement  cherchées  par  Kepler,  il  \t--~  trouva  dans  l'hyper- 
bole et  l'ellipse,  en  s'aidant  de  cette  supposition  que  les  vitesses  de  la  lumière» 
dans  l'un  et  dans  l'autre  milieu,  devaient  avoir  entre  elles  un  certain  rapport. 
Il  fallait  connaître  ce  rapport  pour  déterminer  relui  du  grand  axe  à  l'excentrï" 
cité  de  la  courbe;  donc,  pour  construire  ses  lentilles,  Descartes  devait  savoir 
mesurer  l'indice  de  réfraction  du  verre.  Or  il  n'y  a  aucun  doute  qu'il  ait  con- 
struit une  lentille  de  ce  genre  en  1628,  avec  l'aide  du  mécanicien  terrier.  Ce 
dernier,  fort  habile  homme,  mais  évidemment  faible  en  théorie,  fort  embarrassé 
quand  Descartes,  en  1629,  se  rendit  en  Hollande,  eut  à  lui  demander  des  éclair- 
cissements. Descartes  les  lui  fournit,  en  lui  expliquant  entre  autres  choses  une 
méthode  pour  déterminer  l'indice  de  réfraction.  La  tournure  de  sa  lettre  suffi- 
rait à  prouver  qu'il  ne  s'agit  là  nullement  d'une  chose  qu'il  a  apprise  en  Hollande, 
mais  bien  d'une  application  de  principes  possédés  depuis  longtemps.  L'auteur 
croit  que  l'année  1627  peut  être  regardée  comme  la  date  la  plus  rapprochée  de 
nous  de  la  découverte  de  Descartes;  à  en  juger  par  une  lettre  à  Beckmann, 
cette  date  pourrait  être  reculée  jusqu'en  1617-1610.  Pour  Snell,  il  existe  bien 
une  assertion  du  P.  Reis,  qui  assigne  à  sa  découverte  la  date  de  1620.  Mais 
c'est  chose  impossible  à  prouver.  Il  est  extrêmement  probable  qu'il  n'a  guère 
trouvé  sa  loi  qu'en  1627  ou  1G28. 

Ces  observations  répondent  en  même  temps  au  second  chef  d'accusation. 
Lors  du  second  séjour  de  Descartes  en  Hollande,  Hortensius  (qui  d'ailleurs  n'a 
jamais  été  élève  de  Snell)  n'avait  que  seize  ou  dix-sept  ans.  Il  ne  devint  pro- 
fesseur, à  Amsterdam,  ({n'en  i63/|.  Or,  à  celle  date,  Pcseailes  était  déjà  depuis 
longtemps  en  possession  de  sa  loi. 

La  troisième  assertion  des  adversaires  de  Descartes  vise  son  caractère.  L'au- 
teur reprend  une  à  une  les  allégations  les  plus  graves  qu'on  a  lancées  contre 
lui.  Il  n'en  trouve  aucune  qui  soit  vraiment  fondée.  Descartes  aimait  profon- 
dément la  vérité  et  était  entièrement  incapable  d'une  bassesse.  Sa  conduite  dans 
l'affaire  de  Beckmann  est  un  témoignage  des  principes  qui  le  guidaient  en  pa- 
reille occasion. 

L'absence  d'une  expérience  ne  prouve  rien  non  plus.  Snell  était  parvenu  à  sa 
loi  par  l'induction;  mais  Descartes  axait  procédé  tout  à  lait  différemment.  H 
avait  commencé  par  étudier  les  propriétés  des  sections  coniques;  il  avait  vu 
que  l'ellipse  et  l'hyperbole  rassemblent  dans  leur  foyer  tous  les  rayons  paral- 
lèles à  leur  axe.  11  avait  remarqué  que  ce  fait  devait  encore  avoir  lieu  si  les 
vitesses  de  la  lumière  dans  les  deux  milieux,  tout  en  étant  différentes,  avaient 
entre  elles  un  certain  rapport.   De  cette  idée  à  la  vérification  il  n'\   avait  qu'un 
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pas.  Et  quelle  pouvait  être  cette  vérification?  Évidemment  la  construction  d'une 
lentille  elliptique  ou  hyperbolique.  L'essai  réussit  ;  la  lentille  rassemblait  en 
effet  tous  les  rayons.  Il  n'avait  pas  dû  faire,  comme  Snell,  d'innombrables  obser- 
vations. 

Enfin  est-il  possible  de  supposer,  comme  l'a  fait  Huygens,  que  Descartes 
avait  vu  le  manuscrit  de  Snell.  Il  donne  une  preuve  beaucoup  plus  compliquée 
que  celle  du  savant  hollandais.  D'ailleurs,  en  l'examinant  de  près,  l'auteur  ne 
trouve  pas  que  cette  preuve  soit  si  embrouillée  qu'on  l'a  prétendu.  Leibnitz  n'a 
pas  tenu  suffisamment  compte  des  nombreuses  découvertes  qu'on  avait  faites 
depuis  Descartes,  surtout  sur  la  décomposition  des  forces. 


Année  1 883. 

Curtze  (Maximilien).    —   Sur  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque 
de  Dresde.  (1-14). 

Ce  manuscrit,  qui,  dans  le  Catalogue  de  M.  Schnorr  von  Carolsfeld,  porte  la 
signature  D.  b.  86,  date  du  commencement  du  xiv°  siècle;  il  a  appartenu  à 
Valentin  Thaw,  dont  la  veuve  l'a  vendu.  Il  contient,  d'après  M.  Curtze,  38  Trai- 
tés au  lieu  de  24  signalés  par  l'index;  M.  Schnorr  en  indique  26.  Ces  Traités 
sont  tous  mathématiques;  plusieurs  sont  d'une  très  grande  importance.  En 
voici  l'inventaire  : 

Il  y  a  cinq  Traités  ou  fragments  d'Euclide.  Celui  que  M.  Curtze  désigne  par 
le  n°  2  est  la  Géométrie  traduite  par  Adelard  de  Bath.  Cette  version  est  iden- 
tique avec  celle  dont  M.  Weissenborn  a  parlé  dans  un  numéro  précédent  du  re- 
cueil; elle  s'éloigne  beaucoup  plus  de  l'original  que  celle  publiée  par  Campano. 
Le  n°  5  contient  une  version  latine  de  X Optique,  faite  directement  sur  la  version 
grecque  que  nous  connaissons  par  l'édition  de  Heiberg  et  que  le  savant  danois 
croit  être  le  texte  primitif.  Le  compilateur  du  manuscrit  de  Dresde  connaît  les 
traductions  faites  sur  l'arabe;  il  en  cite  des  extraits.  La  Catoptriquc  d'Euclide, 
que  nous  trouvons  dans  le  n°  G,  est  remarquable  en  ce  que  la  figure  du  VI0  théo- 
rème s'y  accorde  pleinement  avec  celle  qu'a  restituée  M.  Heiberg.  Le  n°  26 
contient  les  Données.  Les  nos  8  et  17  sont  identiques;  ils  présentent  le  fragment 
bien  connu  du  livre  de  Gravi  et  Levi  d'Euclide.  Un  autre  fragment  du  même 
Traité  inconnu  jusqu'ici  seraitprésenté,  d'après  M.  Curtze,  par  le  n°  37.  Cet  écrit 
est  intitulé  par  Thaw  de  Insidentibus  aquœ ;  les  trois  derniers  théorèmes  de 
ce  fragment  montrent  une  concordance  parfaite  avec  trois  théorèmes  du  pre- 
mier fragment.  Une  remarque  de  la  main  de  Thaw,  qui  se  trouve  sous  le  titre, 
prouve  qu'il  y  avait  à  Cologne  à  la  fin  du  xvie  siècle  un  exemplaire  du  Traité 
d'Archimède  sur  la  même  matière.  Il  n'est  donc  pas  impossible  que  cet  écrit 
précieux  soit  retrouvé  un  jour.  D'après  M.  Curtze  ce  ne  serait  pas  l'original, 
mais  une  vieille  traduction  latine,  la  même  dont  s'est  servi  Tartaglia,  d'après 
M.  Heiberg. 

Le  n°  12  est  la  mesure  du  cercle  d'Archimède,  traduction  faite  de  l'arabe,  ce 
qui  est  prouvé  par  la  forme  «  Archimcnides  ».  Dans  le  n°  22,  nous  trouvons  un 
commentaire  sur  quelques  théorèmes  du  livre  de  la  Sphère  et  du  Cylindre. 
Le  commentateur  se  nomme  ici  Joannes  de  Tin;  un  manuscrit  florentin  le 
nomme  Joannes  de  Thiss.  Ce  Traité  a  clé  publié  par  M.  Heiberg  dans  le  troi- 
sième Volume  de  son  édition  d'Archimède  comme  provenant  d'un  anonyme.  Le 
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n°  39,  portanl  le  titre  Liber  de  $peculis  comburentibiu,  avait  été  attribué  a 
\ i«  h iim-f |<-  par  M.  Schnorr.  D'après  M.  Curtze,  il  appartiendrait  .1  an  certain 
Tideu8  /ilins  Theodori. 

Une  paiiic  notable  du  manuscrit  <  -1  occupée  par  les  de  Jordan.  Il 

là  d'abord,  sons  le  n"  '.'>,  nu   Traité   de   Triangulis,   enl  A    inédit,    que 

AI.  Curtze  se  propose  de  publier  le  plus  toi  possible.  Il  est  divisé  en  quatre  Livres. 
Dans  le  quatrième  on  trouve  deux  problèmes  identiques  .1  ceux  du  Liber  trium 
fratrum.  Le  premier  de  ces  problèmes  traite  de  la  trisection  <\<-  l'angle;  il  est 
résolu  à  l'aide  de  la  conchoïde;  In  second  esl  celui  de  la  duplication  du  cube. 
Le  n°  4  contient  l'Arithmétique  de  Jordan.  Le  manuscrit  prouve  que  Jean  Le 
Fèvrc  d'Étaples  a  pris  de  grandes  libertés  en  éditant  cet  Ouvrage.  C'est  ainsi 
que  le  manuscrit  a  trois  petiliones,  tandis  que  Le  Fèvre  en  compte  6;  v  com- 
munes animi  conceptiones ;  il  y  en  a  20  chez  Le  Fèvre,  etc.  Le  Traité  de  Pon- 
deribus  de  Jordan,  édité  par  Apianus  en  i533,  se  trouve  deux  fois  dans  le  ma- 
nuscrit sous  les  n08  21  et  35;  c'est  le  n°  35  qui  est  le  plus  complet.  De  la  plus 
grande  importance  est  le  n"  34.  Nous  5  trouvons  un  exemplaire  du  Livre  de 
Numéris  dates  de  Jordan,  qui  vient  très  heureusement  corriger  l'édition  donnée 
par  M.  Treutlcin  d'après  nn  manuscrit  de  Hâle.  Tout  en  rétablissant  le  rrai 
sens  de  quelques  théorèmes,  entièrement  incompréhensibles  dans  l'édition  de 
M.  Treutlcin,  M.  Curtze  promet  de  revenir  plus  longuement  sur  ce  sujet.  Knlin 
le  n°  31  contient  un  fragment  intitulé  :  Liber  qui  dicitur  demonstracio  Jor- 
dani  de  forma  spere  in  piano. 

Parmi  les  autres  écrits  du  manuscrit,  en  grande  partie  anonymes,  nous  men- 
tionnerons encore  trois  Traités  de  Théodose  de  Speris,  de  Locis  habitabilibus 
et  de  plana  sphaera  lana  (  n03  7,  23,  29);  un  Trait»''  publié  par  M.  Hultsch 
dans  le  troisième  Volume  de  son  édition  de  Pappus  comme  provenant  d'un  ano- 
nyme et  qui  contient  sept  théorèmes  sur  des  figures  isopérimétriques  (  n°  10), 
et  enfin  deux  théorèmes  d'un  certain  Cratilius,  inconnu  d'ailleurs,  dont  le  se- 
cond surtout  est  intéressant;  il  donne  de  la  formule  de  l'aire  du  triangle  [ai- 
les trois  côtés  une  démonstration  dont  rien  jusqu'ici  n'avait  pu  faire  soupçonner 
l'existence  au  moyen  âge. 

Teige  (Joseph).  —  Biographie  de  maître  Jean  de  Praga.  (  (i~44)« 

Le  vrai  nom  de  ce  mathématicien  estSchindcl,  cependant  il  se  faisait  appeler 
indifféremment  Szindclius  ou  Syndelius;  il  est  plus  connu  sous  le  qodq  de 
Joannes  de  Praga,  qui  lui  est  commun  toutefois  avec  plusieurs  de  ses  contem- 
porains. Il  est  né  à  Konigsgratz,  en  Bohême,  en  iS^o  ou  ^'.\-^.  Il  lii  ses  études 
à  l'université  de  Prague,  où  il  semble  avoir  professé  en  i3o,().  Nous  le  retrou- 
vons, en  i/|oG,  directeur  de  l'école  cle  Saint-Nicolas.  V  partir  de  cette  année  et 
jusqu'en  1409,  il  enseigna  avec  beaucoup  de  su»  ces  l'Astronomie  et  les  Mathé- 
matiques à  l'Université  de  Vienne.  En  i'|io,  il  revint  à  Prague,  où  il  fut  élu 
recteur  de  l'Université;  comme  tel  il  s'opposa  à  la  destruction  des  œuvres  de 
Wiklef,  demandée  par  l'archevêque Zbynek.  Dès  lors,  Schindel  semble  être  reste 
à  Prague  en  qualité  de  lector  or  dinar  ius.  Toutes  les  données  que  nous  avons 
sur  les  années  suivantes  de  sa  vie  sont  malheureusement  obscurcies  par  la  con- 
fusion des  noms.  D'après  M.  Balbin,  Schindel  aurait  été  aussi  médecin  et  his- 
torien; il  aurait  légué  200  manuscrits  au  Grand  Collège.  Il  e>t  mort  vers  i45o. 

Weisscnborn   (//.).    —   Remarques   sur   les    valeurs    approchées 
d'Archimède  pour  les  racines  carrées  Irrationnelles.  (81-99). 
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Théon  de  Smyrne  (n6  siècle  après  J.-C.)  forme  une  série  de  nombres  qu'il 
appelle  «  nombres  latéraux  »  (rùvjpai)  et  «  nombres  diamétraux  »  (  oia(j.ÉTpoi). 
Si  nous  appelons  le  /iièœe  nombre  latéral  anJ  et  le  /i'ame  diamétral  dn,  nous  avons 
les  équations  suivantes  : 

«H+1  =  «„  +  f/„  »       rf«+l  =    2«/i  +  dn  ■ 

En  partant  de  i  et  i  comme  premiers  nombres,  nous  aurons  les  valeurs 

«,=  2,     d2=3,    rt3  =  5,     d3=7,    fl4  =  i2,     rf4  =  i7,    «5=2(,,     r/5  =  4 1 ,     ..., 

d'où  l'on  tire 

dn*=  2a//±|) 

formule  établie  par  Théon  sans  démonstration;  il  est  cependant  très  probable 
qu'il  l'a  connue.  M.  Weissenborn  développe  et  explique  la  méthode  proposée 
par  M.  Heilermann,  qui  se  fonde  précisément  sur  ce  théorème  de  Théon.  Les 
calculs  refaits  par  M.  Weissenborn  montrent  que  les  résultats  s'adaptent  bien 
aux    nombres  d'Archimède   et  de  Héron.    Quant  à  Herbert,  l'auteur  renonce  à 

trouver  une  explication  de  ses  étranges  valeurs  de  yS. 

Heiberg    {L.).    —  Sur   le  fragment  mathématique  de    Bobbio. 
(121-129). 

Le  manuscrit  L.  99  supp.  de  la  Bibliothèque  Ambrosienne  provenant  de  Bobbio 
présente,  à  la  suite  du  texte  des  Etymologies  d'Isidore,  quelques  fragments  d'un 
Ouvrage  mathématique  grec;  c'est  à  l'interprétation  d'une  des  pages  de  ce  ma- 
nuscrit publiée  par  M.  Belgèr,  qu'est  consacré  ce  travail.  Le  théorème  démontré 
serait  la  convergence  de  tous  les  rayons  parallèles  à  l'axe  dans  les  miroirs  pa- 
raboliques, propriété  fondamentale  dont  on  trouverait  ici  la  première  mention. 
Le  texte  grec  est  certainement  original  et  il  se  place  tout  naturellement  à  la 
suite  d'un  fragment  d'Anthemius  précédemment  édité  :  il  est  donc  très  proba- 
blement de  ce  géomètre. 

Gelcich  (Eugen).  —  Sur  l'essai  de  détermination  du  diamètre  de 
la  Terre,  par  Marino  Ghetaldi.  (i3o-i33). 

Cet  essai  ne  pouvait  être  susceptible  d'aucune  exactitude  :  il  repose  sur  la 
dépression  présentée  par  la  surface  de  la  mer  observée  d'un  point  très  élevé. 

Poske   (Fi\).    —    L'éclaircissement  de   l'arc-en-ciel    d'Aristote. 
(i34-i38). 

La  partie  géométrique  de  ce  passage  obscur  serait  une  démonstration  un  peu 
lourde  de  ce  théorème  :  tous  les  points  d'une  sphère  également  distants  d'un 
point  donné  de  la  sphère  sont  situés  sur  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  le  dia- 
mètre de  la  sphère  passant  par  le  point  donné.  Quant  à  l'application  de  ce 
théorème  an  phénomène  en  question,  elle  présente  des  difficultés  insurmon- 
tables :  mais  \ristoie  ne  se  serait-il  pas  contenté  de  vagues  analogies? 

Schoenborn   (W.).    —   Sur  la  méthode   par  laquelle   les  anciens 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  m 

Grecs  (notamment  \rchimède  et  Héron)ont  calculé  les  racines 
carrées.  (169-179  |. 

M.  Schoenborn  procède  en  comparant,  dans  des  triangles  de  plus  en  plus 
petits,  l'hypoténuse  à  l'un  des  côtés  de  l'angle  droit.  Les  formules  qui  en 
ressortent  sont  un  peu  compliquées.  Vussi  M.  Schoenborn  pense-t-il  que  les 
anciens  les  ont  appliquées  pour  ainsi  dire  inconsciemment,  en  s'aidanl  de  con- 
structions chaque  fois  répétées.  Les  valeurs  obtenues  par  ce  procédé  s'a< 
dent,  il  faut  bien  le  dire,  d'une  façon  assez  complète  arec  les  valeurs  d'Archi- 
mède  et  de  Héron.  Ce  n'est,  il  est  vrai,  que  par  quelque  efforl  «j n « t  l'on  obtient 
pour  la  célèbre  racine  de  349 45o  le  chiffre  5qi  -^  au  lieu  de  5o,i  i  :  mais  pour  la 

v3  nous    avons   comme  troisième  valeur  —  et  les  deux    valeurs  d'Archiméde 

1  > 

260        r35i  /r  .    1  1  •  .        ,  ,.  „  , 

-—  et — —   sont  en  cllet  des  valeurs   qui   se  suivent  immédiatement.    Pour  les 
u3         780 

racines  de  Héron,  la  théorie  se  vérifie  aussi  facilement.  Dans   an  post-scriptum 

l'auteur  s'occupe  de  Gerbert;  ce  serait  à  l'aide  de  la  méthode  qu'il  propose  que 

.   .  1 2 

le  mathématicien  du  moyen  âge  est  arrivé  à  concevoir  la  valeur  de  —  pour  la 

1-  ,  ..      .     26 

i/o  comme  plus  exacte  que  celle  de  —  • 

j.) 

Ce  qui  donne  de  la  probabilité  à  l'hypothèse  de  M.  Schoenborn,  c'est  que  les 

anciens,  d'après  M.  Cantor,  sont  arrivés  à  concevoir  l'irrationnel   à   propos  de 

l'hypoténuse  du  triangle  rectangle. 

Treutlein  (/*.)•    —    Contribution    à    l'histoire   de  la  Géométrie 
grecque.  (209-227). 

«  Nous  avons  tous  »,  dit  l'auteur,  «  éprouvé  une  sorte  d'étonnement,  pour  ne  pas 
dire  d'éblouissemcnt,  en  voyant  surgir  le  fameux  théorème  de  Pythagore  et  sa 
démonstration  telle  qu'elle  nous  est  apportée  par  Euclide.  Or  ce  sentiment 
semble  prouver  que  cette  démonstration,  si  belle  qu'elle  soit,  n'a  rien  de  vrai- 
ment historique,  et  que  c'est  par  une  autre  méthode  qu'on  a  dû  avoir  connais- 
sance de  ce  théorème».  Cette  méthode,  on  l'a  recherchée  :  MM.  Ftôth,  Gûnther, 
Cantor,  Bretschneider  ont  émis  différentes  hypothèses  à  cet  égard.  C'est  M.  Can- 
tor qui,  le  premier,  a  essayé  de  restituer  les  liens  de  ce  théorème  avec  la  Ma- 
thématique pythagoricienne,  fondée,  comme  on  sait,  surtout  sur  les  propriétés 
des  nombres.  D'après  lui,  les  pythagoriciens  auraient  trouvé  leurs  théorèmes 
en  faisant  des  essais  sur  les  chiffres.  C'est  ici  que  nous  voyons  surgir  la  nou- 
velle hypothèse  de  M.  Treutlein. 

Il  croit  qu'on  s'est  servi  de  petites  pièces  en  bois  ou  en  pierre,  rondes  ou 
carrées,  à  l'aide  desquelles  on  pouvait  composer  des  triangles  rectangles,  des 
triangles  équilatéraux,  des  rectangles  ou  des  carrés;  puis  on  aurait  découpé 
différentes  figures,  par  exemple  :  des  carrés  ayant  les  côtés  i,  a,  3,  .\,  ....  Or, 
en  composant  un  carré  de  iG  pièces  et  en  l'agrandissant  pour  en  faire  un  de  j5, 
on  devait  bien  s'apercevoir  que  la  différence  (le  gnomon)  était  elle-même  un 
carré,  le  carré  de  3.  En  rapprochant  les  carrés  de  3,  \  et  5,  découpés  en  bois. 
on  a  dû  voir  qu'il  se  forme  un  triangle  rectangle.  Telle  serait  l'origine  des  trois 
nombres  3,  \,  5  pour  le  triangle  de  Pythagore  et  c'est  en  élargissant  celte  ob- 
servation que  le  philosophe  serait  arrivé  à  généraliser  son  théorème. 
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Les  mêmes  carres  composés  de  petites  pièces  rondes  pouvaient  d'ailleurs, 
comme  le  montre  l'auteur,  servir  à  découvrir  d'autres  théorèmes;  on  les  aurait 
employés  par  exemple  pour  établir  la  formule  que  Proclus  attribue  à  Pythagore 
et  qui  servait  à  résoudre  en  nombres  entiers  les  triangles  rectangles.  Voici  la 
règle  de  Pythagore  :  «  Un  nombre  impair  étant  pris  comme  le  plus  petit  des 
côtés,  le  carré  de  ce  nombre  moins  i,  divisé  par  2,  donne  l'autre  côté;  celui-ci 
plus  1  donne  l'hypoténuse  ».  Quelle  est  l'origine  de  cette  règle?  M.  Arneth 
croit  qu'elle  est  venue  d'Orient;  d'après  M.  Roth,  elle  serait  bien  grecque.  De 
b2-h  c2  =  a2  on  aurait  tiré 

c-  =  a?  —  b2  =  (a  -h  b)  (a  —  b), 

c'est-à-dire  que  (a-hb)   et  (a  —  b)  doivent  être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs;    et  comme  leur  produit  doit  être  un  carré,  ils  auront  la  forme  —  et 

—  y  alors 

T 


a  — 


P2 


b  = 


<xB 

et     c  =  — -; 
Y 


2  y  2  y 

si  l'on  fait  alors  J3  =  y  =  1,  on  aura  la  règle  de  Pythagore 

a2  +  1        „        a2  —  1 


a,     a 


Cette  hypothèse  a  été  acceptée  par  M.  Cantor,  avec  une  petite  modification, 
qui  devait  la  rendre  un  peu  moins  moderne  et  dès  lors  plus  acceptable.  Elle 
n'a  cependant  pas  paru  satisfaisante  à  Bretschneider  qui  en  a  proposé  une 
autre.  «  Pythagore  pouvait,  nous  dit  Bretschneider,  trouver  cette  règle 
d'une  manière  bien  simple,  s'il  avait  connaissance  du  théorème,  d'après  lequel 
la  somme  des  nombres  impairs  consécutifs  donne  la  série  des  nombres  carrés. 
Il  n'avait  qu'à  écrire  sur  une  première  ligne  la  série  des  nombres  naturels,  sur 
une  deuxième  la  série  de  leurs  carrés,  sur  une  troisième  les  différences  entre 
deux  carrés  consécutifs  : 

1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  to,  11,  ..., 
1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  6^,  81,  100,  121,  ..., 
3,  5,7,     9,  11,  i3,  i5,  17,  19,     21,     23,     .... 

et  la  règle  était  évidente,  s'il  cherchait  dans  la  série  des  différences  les  nombres 
qui  sont  eux-mêmes  des  carrés.  » 

D'après  M.  Giinther,  la  chose  se  serait  passée  un  peu  autrement.  En  écrivant 
plusieurs  fois  la  série  des  nombres  carrés,  par  exemple  : 

1,  4,  9,  16,  20,  3G,  49,  64,  81,  100,  121,  i4rb  169,  196,  225,   .... 
1,     4,     9,  16,  25,  36,  49,     64,     81,  100,  121,  14',,  169,   . 

h      b      9. 


16,     25,    36, 


et  en  faisant  des  essais  d'addition,  on  aurait  remarqué  que  25  -h  i44  =  '691 
36  +  64  =  100,  ...,  et  l'on  aurait  augmenté  le  nombre  de  ces  relations  d'une 
manière  tout  empirique.  Les  hypothèses  de  MM.  Breslchneider  et  Gttnther  ont 
ceci  de  commun  qu'elles  supposent  des  essais  faits  sur  de  longues  rangées  de 
chiffres. 
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M.  Treutlein,  lui  aussi,  suppose  une  origine  expérimentale  A  ces  théorèmes; 
mais  les  essais  auraient  été  faits  avec  tes  éléments  en  bois  dont  nous  ayons 
déjà  parlé,  lyanl  reconnu  au  cas  de  3,  \  el  5  que  le  gnomon  est  parfois  lui- 
même  un  carré,  Pythagore  n'avail  qu'à  se  demander  si  ce  cas  pouvait  se  répé- 
ter. C'était  d'ailleurs  évident,  le  gnomon  prenant  successivement  la  râleur  de 
tous  les  chiffres  impairs.  Dans  ce  cas,  un  côté  du  triangle  était  la  racine  du 
gnomon,  c'est-à-dire  nn  nombre  impair  quelconque.  Mais  quels  étaient  alors 
l'hypoténuse  et  l'autre  côté?  On  n'avait  qu'à  regarder  la  Ggure  pour  le  voir.  Le 
côté  —  i  du  gnomon  (c'est-à-dire  le  carré  du  chiffre  donné  i  divisé  par  2) 
était  le  grand  côté  et  celui-ci  +1  donnait  l'hypoténuse. 

Nous  trouvons  dans  Proclus  encore  une  règle  conduisant  au  même  résultat, 
cette  fois  attribuée  à  Platon.  «  On  prend  un  nombre  pair  pour  l'un  des  c< 
sil'on  élève  sa  moitié  au  carré  et  si  l'on  augmente  le  c.in<-  de  1 .  on  aura  l'hypo- 
ténuse; si  Ton  soustrait  du  carré  1,  on  aura  l'autre  côté.  -  Cette  règle  aurait  la 
môme  origine,  d'après  M.  Treutlein.  On  n'a  en  effet  qu'à  prendre  nn  gnomon 
large  de  deux  éléments  au  lieu  de  celui  que  nous  avons  considéré  jusqu'ici  pour 
la  voir  sortir  par  le  même  raisonnement. 

Enfin  la  même  manière  de  composer  et  de  décomposer  des  figures  avec  des 
pièces  de  bois  aurait  été  l'origine  des  théorèmes  et  problèmes  contenus  dans  le 
II9  livre  des  Éléments  d'Euclide.  Cette  partie  du  célèbre  Ouvrage  serait  donc 
de  beaucoup  antérieure  à  Euclide  et  même  à  Ilippocrate;  elle  serait  presque 
«pythagoricienne»,  opinion  d'ailleurs  conforme  à  celle  qui  a  été  émise  autre- 
fois par  Bretschneider. 

Nous  ne  pouvons  reproduire  ici  les  déductions  de  M.  Treutlein  ;  d'ailleurs, 
faute  de  figures,  nous  parviendrions  difficilement  à  les  expliquer.  Toutefois  les 
hypothèses  de  l'auteur  nous  ont  paru  bien  s'adapter  aux  démonstrations  d'Eu- 
clide. Pour  les  IXe  et  Xe  théorèmes,  tout  en  reconnaissant  que  les  énoncés  appa- 
raissent naturellement,  M.  Treutlein  croit  que  les  démonstrations  d'Euclide  ne 
sont  pas  les  premières  trouvées  et  il  s'est  efforcé  de  reconstruire  ces  dernières 
d'une  manière  plus  conforme  aux  autres  et  en  partant  de  sa  théorie. 

Nous  avons  insisté  un  peu  sur  ce  travail,  parce  que  nous  n'y  voyons  pas  seu- 
lement un  intérêt  historique,  mais  aussi  un  intérêt  pédagogique;  il  y  aurait 
dans  ces  petits  morceaux  de  bois  un  moyen  facile  d'apprendre  aux  enfants  d'une 
manière  récréative  nombre  de  propositions  arithmétiques  importantes.  L'obser- 
vation joue  d'ailleurs  dans  les  découvertes  mathématiques  un  rôle  considérable. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN. 

Tome  XIX;  1882. 

Voss  (L.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  représentation   des 
surfaces  courbes.  (1-26). 

Par   une   transformation   quelconque,    le    cane    de    l'élément   de    longueur 

ds2  —  e  du2  +  2  f  du  dv  -+-  g  dv*   devient  c'  du'2-'-  />/'  du'  dv'-h  g'  dv'2,  et  l'on 
peut  supposer  que  la  transformation  soit   telle  que   les  tondions  e'  et  g'  soient 
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des  fonctions  choisies  une  fois  pour  toutes,  en  sorte  que  la  fonction  /'  caracté- 
rise les  surfaces  individuelles;  de  cette  façon,  la  mesure  des  longueurs  le  long 
des  courbes  u  et  v  est  la  même  pour  toutes  les  surfaces.  Qu'on  imagine  main- 
tenant, sur  une  surface  quelconque,  le  réseau  des  courbes  u  —  const.,  v=  const., 
dessiné  au  moyen  de  fils  flexibles  et  inextensibles,  ces  fils  étant  noués  aux 
points  de  croisement;  ce  réseau  pourra  être  appliqué,  au  moins  en  partie,  sur 
une  autre  surface  quelconque.  On  peut  ainsi  représenter  (abbilden)  cette  sur- 
face sur  une  surface  déterminée,  par  exemple  sur  un  plan,  et  la  déformation 
qui  permet  de  passer  d'une  surface  à  l'autre  jouit  de  cette  propriété  que  les 
longueurs  sont  conservées  dans  deux  directions  déterminées.  M.  Voss  s'occupe 
principalement  du  cas  où  l'on  a  e  =  g  =  i;  les  courbes  u  =  const.,  v  =  const. 
forment  alors  un  réseau  de  courbes  équidistantes;  il  traite  des  propriétés  géné- 
rales d'un  tel  réseau  sur  une  surface  quelconque,  et  plus  particulièrement  sur 
une  surface  à  courbure  constante;  sur  les  surfaces  à  courbure  négative  con- 
stante, les  lignes  asymptotiques  constituent  un  pareil  réseau;  on  en  obtient  en- 
core immédiatement  un  sur  les  surfaces  engendrées  par  la  translation  d'une 
ligne  courbe  qui  s'appuie  constamment  sur  une  autre  ligne  courbe.  Le  problème 
qui  consiste  à  trouver  sur  une  surface  donnée  tous  les  systèmes  de  courbes 
équidistantes  dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
pour  laquelle  l'Auteur  donne  des  intégrales  particulières. 

Markoff  (A.).   —   Sur  une  question  de  Jean  Bernoulli.  (27-35). 

«  Cette  question  est  la  suivante  :  Pour  les  quantités  réelles  a  et  b  données,  on 
demande  de  former  la  suite  de  nombres  entiers 

F(b),  ¥{a  +  b),  ¥{2ci  +  b),  F(3a  +  6),   ..., 

respectivement  les  plus  approchés  de 

b,  a-+-b,  la  +  b,  oa  +  6,  ...; 

Jean  Bernoulli  remarque  que,  dans  le  cas  où  a  est  un  nombre  rationnel,  la  suite 
des  différences 

F(a-hb)  —  F(b),  F(  ia  +  b)  —  V(a  4-  b),  F(3a  H-ô)  —  F(aa  +  6),  ... 

est  périodique  et  donne  des  règles  très  remarquables  pour  composer  la  période 
de  cette  suite.  Si  a  est  irrationnel,  cette  suite  ne  peut  être  périodique.  Cepen- 
dant, même  dans  ce  dernier  cas,  on  peut  parler  de  ses  périodes,  si  seulement  on 
s'arrête  à  un  nombre  limité  de  termes.  Nous  chercherons,  pour  les  quantités 
réelles  a  et  b  et  le  nombre  entier  N,  la  période  la  plus  courte  du  système  de  N 
termes 

V(a-hb)  —  V(a),  V(2a-hb)  -V(a-hb),  ...,  F(Na+6)-F[(N-i)a+è], 

Le  cas  de  b  =  o  a  été  discuté  par  moi  en  détail,  et,  pour  le  cas  général,  j'ai 
démontré  un  théorème  que  je  considère  comme  fondamental.  » 

Brunel  (G.).  —  Sur  les  propriétés  métriques  des  courbes  gauches 
dans  un  espace  linéaire  à  //  dimensions.  (3"-5: 


REVUE   DES   l'i  lil.li:  ETIONS. 


I  2  ) 


Hurwitz  (  t.).  —  Sur  l'application  des  fonctions  elliptiques  .1  un 
problème  de  Géométrie.  (56-66 

L'auteur  considère  les  équations  entre  X„  /..  de  la  forme 

\,)J  -haB,X2-i-Cl  =  AîXÎ  4-  aB,\-f  C2      ... 

où  V|,  B,-,  Cj  sont  des  fonctions  entières  et  «lu  second  degré  <!<•  /.,:  une  telle 
équation  peut  rire  regardée  comme  traduisant  une  relation  deux  fois  bivoque 
entre  deux  multiplicités  rationnelles  ;'i  une  dimension  et  se  présente  dans  des 
problèmes  <|tii  peuvent  être  traités  ;'i  l'aide  des  fonctions  elliptiques;  il  établit 
la  proposition  fondamentale  que  voici  :  Soient  deux  multiplicités  rationnelles  a 
une  dimension  liées  entre  elles  par  une  relation  algébrique  deux  fois  biroque; 
par  un  choix  convenable  de  paramètres,  on  peut  faire  en  sorte  que,  à  un  élé- 
ment X,  =  snw  d'une  multiplicité,  correspondent  les  éléments  Vs  =sn(u -4- C), 
X2  =  sn  (  11  —  C  )  de  l'autre  multiplicité.  C  désigne  une  constante  qui  dépend  de  la 
relation  ;  les  para  nié  1res  doivent  être  tels  que  les  éléments  doubles,  dans  chacune 
(\v>  multiplicités,   soient  déterminés  par   les  valeurs  suivantes  du  paramètre: 

+  1,  — 1,  -+-  -  ■>  —  y  •   La  fécondité  de  ce  principe  et  de  sa  réciproque  est  mise*  a 

évidence  par  des  exemples  intéressants  cl  nouveaux. 

Hurwitz  {A.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

(67-70- 

Preuve  de  ce  théorème  :  Si  l'on  considère  le  module  /.'  d'une  intégrale  ellip- 
tique de  première  espèce  comme  fonction  du  rapport  w  des  périodes,  il  ne  peut 
y  avoir  de  relation  algébrique  entre  deux  fonctions  moléculaires  â(oj),  A  (w,) 
<pie  s'il  y  a  entre  a>„  w2  une  relation  bi linéaire  à  coefficients  entiers,  avec  un  dé- 
terminant positif. 

Enneper.  —  Sur  la  théorie  des  courbes  à  double  courbure.  (72- 
83). 

M.  Bertrand  a  montré  que,  pour  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  quelconque, 
le  rapport  des  courbures  est  constant;  M.  Enneper  généralise  celte  proposition; 
il  établit  une  relation  entre  les  courbures  d'une  ligne  geodésique  tracée  sur  une 
surface  développable,  dont  l'arête  de  rebroussement  jouit  de  certaines  pro- 
priétés. Il  résout  aussi  cette  question  :  Quelle  courbe  peut  être  en  même  temps 
hélice  sur  un  cône  et  sur  un  cylindre? 

Appcll.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  analogues  aux  fonctions 
eulcriennes.  (84-102). 

«  En  généralisant  la  série  hypcrgéomélriquc  de  Gauss,  M.  Heine  a  découvert  des 
fonctions  nouvelles  qui  ont,  avec  les  fonctions  8,  les  mêmes  rapports  que  les  in- 
tégrales euléricnnes  avec  la  fonction  sinus.  Les  fonctions  de  Heine  sont  formées 
avec  lamoitié  des  facteurs  qui  constituent  les  fouet  ions  (-).(\c  même  que  la  fonction 
V(x)  est  formée  avec  la  moitié  des  facteurs  qui  constituent  la  fonction  sinisa?. 
On  a  ainsi  une  double   série   de  fonctions  :  d'un  côté,  le-  fonctions  simplement 
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périodiques  et  les  fonctions  doublement  périodiques,  et  de  l'autre  les  fonctions 
eulériennes  et  les  fonctions  O  et  <ï>  de  M.  Heine.  Mais,  tandis  qu'il  n'existe  pas 
de  fonctions  uniformes  de  plus  de  deux  périodes,  il  existe  des  fonctions  qui  sont 
semblables  à  la  fonction  culérienne  T  et  à  la  fonction  O  de  M.  Heine,  et  qui  sont 
formées  à  l'aide  de  plusieurs  quantités  imaginaires  u>,  w,,  ...,io/(,  comme  la 
fonction  O  est  formée  avec  deux  quantités  w,  w,. 

»  Dans  le  présent  Mémoire,  je  m'occupe  d'abord  de  l'étude  des  principales  pro- 
priétés de  ces  fonctions,  puis  j'applique  les  plus  simples  d'entre  elles  à  différents 
problèmes  du  calcul  fonctionnel  et  à  l'évaluation  de  la  limite  de  certaines  sé- 
ries et  de  certains  produits  infinis. 

»  Quelques-uns  des  résultats  exposés  dans  ce  Mémoire  ont  fait  l'objet  de  trois 
Notes  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  et  insérées  dans  les  Comptes  rendus, 
t.  LXXXVI,  p.  953;  t.  LXXXIX,  p.  84 1  et  io3i.  » 

Krause.  —  Les  équations  modulaires  des  fonctions  hypereliip- 
tiques  du  premier  ordre  pour  la  transformation  du  troisième 
degré.  (io3-ioo,). 

Simony.  —  Sur  une  suite  de  faits  nouveaux  dans  le  domaine  de 
la  Topologie.  (iio-i3o). 

Ces  recherches  concernent  les  figures  obtenues  au  moyen  de  surfaces  en  forme 
de  croix,  dont  on  réunit  les  extrémités  deux  par  deux  et  sur  lesquelles  on  pra- 
tique certaines  coupures  qui  reviennent  sur  elles-mêmes;  l'auteur  classe  les 
nœuds  et  les  entrelacements  auxquels  on  parvient  ainsi. 

lier  s.  —  Sur  le  gyroscope.  (iai-i54). 

En  suivant  la  voie  ouverte  par  Poinsot  pour  représenter  géométriquement  le 
mouvement  d'un  corps  solide  autour  de  son  centre  de  gravité,  l'auteur  traite 
du  mouvement  d'un  solide  de  révolution  pesant,  sur  lequel  n'agit  aucune  per- 
cussion oblique,  et  qui  tourne  autour  d'un  point  de  son  axe;  il  développe  les 
formules  analytiques  et  en  expose  clairement  la  signification  géométrique. 

Pasch.  —  Sur  l'inversion  des  intégrales  elliptiques,  (i 55  — 1 58). 

Klein  {F.).  —  Sur  la  représentation  conforme  des  surfaces.  (i5g- 
160). 

L'auteur  montre  comment  on  peut  classer  parmi  les  surfaces  dites  symétri- 
ques les  surfaces  limitées  par  un  contour  et  les  surfaces  doubles. 

Veronese  (G.).  —  Des  relations  projectives  entre  les  espaces  de 
diverses  dimensions  étudiées  au  moyen  des  principes  de  projec- 
tion et  d'intersection. (i6i-234). 

Ce  Mémoire  contient  les  fondements  de  la  Géométrie  projective  de  l'espace  à  n 
dimensions;  il  conduit  aussi  à  des  méthodes  pour  la  Géométrie  du  plan  de  l'es- 
pace ordinaire  considéré  comme  les  projections  d'espaces  à  un  plus  grand 
nombre  de  dimensions. 
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Harnack  {  /.).  —  Simplification  <!<•>  démonstrations  dans  la  théo- 
rie  <!<■>  séries  de  Fourier.  |  255-279). 

Harnack*  — Correction  an  Mémoire  précédent.  (-524-528). 

Voir  le  Bulletin,  t.  VI,  20  série. 

Cliristoffel  (E.-B.).  —  Remarque  sur  la  théorie  des  invariants. 

(280-290). 

Bêla  (Tolossy).  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre  à  conique 
cuspidale.  (291-322). 

Linclemann.  —  Développement  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe en  séries  procédant  suivant  les  fonctions  de  Lamé  ou 
suivant  les  fonctions  subordonnées   aux  fonctions  sphériques. 

(323-386). 

§  I.  Des  fonctions  de  Lamé  de  première  et  de  seconde  espèce. 

§  II.  Un  problème  de  représentation.  —  Au  moyen  des  fonctions  de  Lamé  du 
second  ordre,  le  faisceau  de  droites  passant  par  l'origine  et  le  faisceau  de  cercles 
concentriques  à  l'origine  se  changent  en  un  système  de  courbes  du  quatrième 
ordre  qui,  pour  les  développements  suivant  les  fonctions  de  Lamé,  jouent  le  rôle 
des  ellipses  homofocales  dans  les  développements  suivant  les  fonctions  sphé- 
riques. Ces  courbes  ont  la  plus  grande  analogie  avec  les  ovales  de  Cassini,  sans 
toutefois  être  identiques  avec  elles;  elles  se  divisent  en  deux  classes  :  les  courbes 
de  la  première  classe  sont  formées  d'un  seul  trait;  celles  de  la  seconde  classe 
sont  composées  de  deux  ovales. 

§  III.  Les  fonctions  de  seconde  espèce  et  de  première  classe,  en  tant  que 
fonctions  d'une  variable  complexe. 

§  IV.   Valeurs  asymptotiques  des  fonctions  pour  des  valeurs  infinies  de  n. 

§  V.  Développement  de  (~,  —  ~)_1  suivant  les  fonctions  de  Lamé. 

§  VI.  Développement  d'une  fonction  à  argument  complexe  suivant  les  fonc- 
tions de  Lamé.  —  On  voit  dans  ce  paragraphe  le  rôle  essentiel  joué  par  les 
courbes  de  quatrième  ordre  dont  on  a  parlé  plus  haut  :  il  y  a  lieu  de  distinguer 
plusieurs  cas,  suivant  que  le  domaine  de  convergence  se  compose  d'une  aire 
simplement  connexe,  d'une  aire  doublement  connexe  (anneau),  d'une  aire  tri- 
plement connexe  (limitée  par  une  courbe  et  deux  ovales  situés  à  l'intérieur  de 
cette  courbe). 

§  VIL  Développements  de  zéro.  —  Il  est  bien  remarquable  qu'on  puisse  dé- 
velopper zéro,  d'une  infinité  de  façons,  en  séries,  en  procédant  suivant  les  fonc- 
tions de  première  espèce  ou  de  seconde  espèce;  pour  ces  dernières  fonctions,  il 
n'y  a  qu'une  classe  de  développements;  il  y  en  a  trois  pour  les  fonctions  de  pre- 
mière espèce  :  le  développement  peut  être  valable  dans  tout  le  plan,  ou  à  Pin- 
rieur  d'une  courbe  du  quatrième  degré  en  forme  de  lemniscate,  ou  encore  à  l'inté- 
rieur d'un  ovale  du  système  précédemment  décrit. 
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§  VIT.  Ce  paragraphe  concerne  un  cas  limite,  clans  lequel  les  fonctions  de  Lamé 
deviennent  des  fonctions  sphériques. 

Bïtcklund  (A .).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  de  surfaces. 

(387-422.) 

Il  s'agit,  dans  ce  travail,  des  transformations  qui  dépendent  de  quatre  équa- 
tions entre  x,  y,  z,  p,  q  et  x',  y',  z',  p'}  q',  équations  dont  deux  ont  la  forme 
x  =  x',  y  =  y ';  l'auteur  applique  la  théorie  qu'il  a  développée  à  la  déduction 
de  surfaces  à  courbure  constante  d'une  surface  donnée  de  cette  nature. 

Krause.  —  Sur  les  équations  modulaires  des  fonctions  hyperel- 
liptiques  du  premier  ordre.  (423-428;  489-496). 

Schur.  —  Sur  une  position  particulière  de  deux  tétraèdres.  (429- 

432). 

JVagel  (K.).  —  Détermination  des  points   doubles  d'une  courbe 
rationnelle  du  quatrième  ordre.  (533-434-) 

JC$     y  Clz 
'      — — —  et  les  équations  différentielles 
a      x        Z 

linéaires.  (435-46o). 

Voici  le  théorème  général  qui  est  la  base  des  recherches  de  l'auteur  : 
«  Si,  dans  l'équation  différentielle 

K«)/+ft(«)^+-+».(«)£  =  «. 

où  les  fonctions  9  sont  des  fonctions  entières,  on  substitue  à  la  place  de  y  l'ex- 

y~  P     y  clz 
— — ^>    où  y  est  une  intégrale  de  l'équation  différentielle 
a       x  —  z 

/    x  /    n  dy  .    ,  d"r 

^(z)y  +  o(z)-~  +...+  9w(-)^_  =0> 


di 


dz' 


le  résultat  est  une  fonction  rationnelle  de  x».  M.  Jùrgcns  cherche  sous  quelles 


conditions  ce  résultat  se  réduit  à  zéro  ou  à  une  fraction  simple 


il  donne 


x  —  a 

ensuite  les  équations  différentielles  linéaires  (telles  que  celle  qui  est  vérifiée 
par  les  fonctions  sphériques)  pour  lesquelles  ce  procédé  permet  de  déduire 
une  seconde  intégrale  d'une  première;  enfin  il  indique,  pour  une  classe  étendue 
d'équations  différentielles  linéaires,  un  procédé  facile  d'intégration  quand  le  se- 
cond membre  est  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Sturm  (/?.).  —  Sur  la  transformation  réciproque  el  sur  certaines 
transformations  qui  lui  sont  intimemenl  liées.  (461-488). 
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Sturm  (/?•)•   —  Sur  l'espèce  des   courbes  cl   des  cônes.    1  (80- 

Krey.  —  Sur  un  système  d'équations  avec  certaines  particularités. 

(497-5 16). 

Lindemann.  —  Sur  la  façon  de  se  comporter  <l<-s  séries  de  Fou- 
rier  aux  points  de  discontinuité.  (5i7-523). 

Gordon  (P.).  —  Sur  les  faisceaux  de  coniques.  (5ag-552). 

Ce  Mémoire  se  relie  aux  précédents  travaux  de  ['auteur  sur  la  thi 
équations  du  septième  degré  avec  un  groupe  de  168  substitutions;  il  contient  d'a- 
bord la  théorie  de  deux  formes  quadral  riques  ternaires.  Dans  la  première  Secl  ion 
l'auteur  traite  du  système  complet  des  formes  correspondantes  el  développe  une 
suite  de  relations  entre  ces  dernières.  Dans  la  seconde  Section,  il  s'occupe  de  la 
représentation  canonique  connue  (irrationale  Typik)  qui  est  rendue  possible 
par  l'existence  du  triangle  conjugué  par  rapport  aux  deux  coniques.  Deux 
formes  quadratiques  ternaires  n'ont  pas  de  covariant  rationnel  linéaire;  mais, 
si  l'on  veut  leur  donner  une  représentation  rationnelle  typique,  il  faut  leur 
adjoindre  une  forme  linéaire;  cette  représentation  est  effectuée  en  particulier 
dans  le  cas  où  la  forme  linéaire  est  donnée  comme  un  covariant  simultané  des 
deux  coniques  et  d'une  troisième  conique  ou  d'une  courbe  du  quatrième  ordre; 
la  représentation  typique  de  ces  courbes  est  alors  ramenée  aux  Qgures  les  plus 
simples  possibles. 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  uniformes  qui  se  reproduisent  par 
des  substitutions  linéaires.  (552-564). 

Ce  travail  contient  le  résumé  des  résultats  auxquels  l'auteur  est  parvenu  dans 
la  théorie  de  ces  fonctions;  il  classe  les  substitutions  linéaires  et,  sur  cette  base, 
il  fait  reposer  la  classification  et  la  représentation  analytique  des  fonctions  elles- 
mêmes;  il  montre  aussi  l'application  qu'on  peut  faire  de  ces  fonction-  à  l'ex- 
pression des  coordonnées  d'une  courbe  algébrique  quelconque  et  des  intégrales 
d'une  équation  différentielle  linéaire  quelconque  à  coefficients  algébriques. 

Klein  (E.\  —   Sur  les  fonctions  uniformes  à  transformations  li- 
néaires. (565-568). 

De  point  essentiel  de  cette  Note  consiste  dans  la  discussion  de  ce  théorème: 
A  toute  surface  de  Riemann  d'espèce  quelconque  répond  une  fonction  t\  et  une 
seule  qui  se  reproduit  par  une  substitution  linéaire  et  qui  permet  de  représenter 
ladite  surface  sur  une  portion  de  surface  :> />  fois  connexe,  el  ne  présentant  en 
tout  point  qu'un  seul  feuillet.  L'auteur  donne  en  même  temps  une  méthode  qui 
permet  de  former  indépendamment  toutes  les  équations  qui  répondent  à  un 
nombre  p  donné. 

Picard.  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  surfaces  pour  lesquelles 

Bull,  des  Sciences  mathém.,    >"  série,  t.  VIII.  (  \.oùt  i88'|.)  R.g 
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Jes  coordonnées   d'un   point  quelconque    s'expriment  par    des 
fonctions  abéliennes  de  deux  paramètres.  (56g-5nn). 

L'objet  de  ee  Mémoire  est  de  montrer  que  le  genre  d'une  surface  n'ayant 
d'autre  singularité  que  des  courbes  doubles  avec  deux  plans  tangents  distincts 
pour  tous  les  points  est  au  plus  égal  à  l'unité. 

Leonhardt.  —  Propriétés  intégrales  des  fonctions  coniques  ad- 
jointes. (570-587). 

Cantor  (G.).  —  Sur  un  principe  de  condensation  des  singularités 
des  fonctions,  nouveau  et  général.  (588-5g4)- 

Le  principe  introduit  par  Hankel  et  par  lequel  on  peut  construire  une  fonc- 
tion qui  présente  en  une  infinité  de  points  une  singularité  déterminée  peut  être 
simplifié  et  amélioré,  comme  il  résulte  d'une  Communication  de  M.  Weierstrass, 
en  se  servant  de  la  notion  d'une  multiplicité énumérable  ( abzahlsam  Menge). 
Soient  w,,  w2,  ...,  wv  une  telle  multiplicité  (par  exemple  l'ensemble  des  nombres 
rationnels  convenablement  ordonnés),  et  soit  9  (x)  une  fonction  qui,  pour  x  =  0, 
présente  une  singularité  déterminée.  La  série 


/(*)  =^dC-/^x 


WV), 


en  choisissant  convenablement  les  coefficients,  représentera  une  fonction  qui 
admettra,  pour  chaque  valeur  x  =  w,  la  singularité  considérée.  M.  Cantor  déve- 
loppe deux  exemples  que  lui  a  communiqués  M.  Weierstrass;  en  posant 

cp  (x)  =  \J x , 

on  obtient  une  infinité  de  fonctions  finies  et  continues  qui,  pour  toutes  les  va- 
leurs x  =  wv  admettent  un  quotient  différentiel  infini;  en  posant 

y(x)  —  x  —  \x  sin(-|-log^2), 

on  obtient  une  fonction  qui,  pour  toutes  les  valeurs  x  =  wv,  admet  un  quotient 
différentiel  fini  et  indéterminé. 

A.  H. 


BULLETTINO    di    Bibliografia  e   di  Storia  delle  Scienze  matematiche  e 
fisiche,  pubblicato  da  B.  Boncompagm. 

Tome  XV;  1882. 


Favaro  (Antonio).    —   Sur  la  vie  et  les  œuvres  de  Bartholomeo 
Sovero.  (  1  -48). 

Professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Padoue,  Sovero  avaii  suci 
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à  Gloriosi,  lui-même  successeur  immédiat  de  Galilée.  Tenu  en  grande  estime  pai 
beaucoup  de  ses  contemporains,  il  sérail  tombé  depuis  dans  nn  oubli  complet, 
que  l'auteur  croit  immérité.  Quoi  qu'il  en  soit,  m.  Favaro  esl  parvenu  à  com 
pléter  en  plusieurs  points  la  biographie  de  son   béros  par  l'évéque  Tomasini  et 
à  élucider  à  peu  près  tous  les  détails  obscurs. 

Bartholomée  Soverus  ou  Sovero  naquit  vers  i  >  7  7 , .  ■  Cornières,  dans  le  canton 
de  Fribourg,  d'une  famille  dont  le  nom  original  paratl  1  -  ivey.  Il  fil  ses 
études  au  Collegio  Elvetico  que  le  cardinal  Charles  Borromée  venait  d'instituer 
à  Milan  ci  dans  un  Collège  de  Fribourg  tenu  par  les  pères  jésuites.  I.n  1616,  il 
se  lix.t  à  Turin,  où  il  eul  bientôt  une  place  à  l'I  uiversité;  H  paratl  qu'il  s  a 
enseigné  les  langues  orientales  (hébreu,  chaldéen,  syriaque  et  grec).  En 
l'Université  de  Turin  déclinant  de  plus  en  plu-,  à  cause  des  guerres  continuelles 
auxquelles  la  Savoie  était  mêlée,  Sovero  quitta  Turin  et  vint  ;i  Rome;  au  cours 
de  l'année  il  fut  nommé  professeur  de  Mathématiques  à  Padoue,  chaire  qu'il 
occupa  jusqu'à  sa  mort,  survenue  le  20  juillet  1629. 

Sovero  a  laissé  un  Ouvrage  achevé  qui  fut  publié  un  .m  après  sa  mort  -ou- 
ïe titre  :  Curvi  ac  recti  proportio.  M.  Favaro  nous  en  donne  un  aperçu.  Il  lui 
semble  que  Sovero  a  fait  un  pas  vers  le  Calcul  intégral.  Kâstner,  dans  sa 
Geschichte  der  Mathematik,  est  moins  favorable.  C'est  cependant  de  ce  livre 
que  Paul  Guldin  accusa  Cavalicri  d'avoir  tiré  les  principes  fondamentaux  de  sa 
Géométrie  des  indivisibles.  Cavalicri  riposta  et  la  discussion  se  prolongea  long- 
temps. Nous  avons  maintenant  des  données  suffisantes  pour  résoudre  la  ques- 
tion. Non  seulement  Cavalicri  avait  montré  son  travail  en  1629  à  plusieurs  ma- 
thématiciens bolonais,  mais  dès  162G  il  avait  indiqué,  clans  ses  lettres  à  Galilée, 
les  traits  principaux  de  son  calcul. 

Henry  (Charles).  —  Sur  les  deux  plus  anciens  Traités  français 
d'Algorisme  et  de  Géométrie  :  Traité  d'Algorisme;  Traité  de 
Géométrie.  (49-70). 

Notre  système  de  numération,  dont  l'existence  a  été  signalée  pour  la  première 
fois  dans  la  Géométrie  de  Boèce  par  Chasles,  se  retrouve  ensuite  au  xesiècle  ilan> 
de  nombreux  Ouvrages,  le  Traité  de  Arte  nurherandi  de  Sacrobosco,  la  poésie 
de  Algorismo  d'Alexandre  de  Villedieu,  les  écrits  de  Léonard  de  Pise,  le  Grand 
calcul  suivant  les  Indiens  de  Planude.  Il  reste  encore  plusieurs  Ouvrages  iné- 
dits dans  lesquels  on  a  remarqué  ce  système  et  quelques-uns  sont  réputés  per- 
dus. De  ce  nombre  était  un  Algorisme  écrit  en  français  par  un  anonyme  sous 
Philippe  le  Hardi,  vers  127.5,  que  Chasles  avait  inutilement  recherché  à  Sainte- 
Geneviève.  M.  Charles  Henry  l'a  retrouvé  et  le  publie  avec  notice  et  glossaire 
en  même  temps  qu'un  Traité  de  Géométrie;  ces  deux  Traités,  les  plus  anciens 
textes  mathématiques  français  que  l'on  connaisse,  proviennent  sans  doute  du 
même  auteur.  L'Algorismc  débute  par  l'indication  des  neuf  chiffres  écrits  de 
droite  à  gauche  à  la  manière  arabe;  la  valeur  de  position  est  exposée,  puis  la 
distinction  des  digili,  articuli,  compositi.  conformément  à  Boèce  :  suivent 
l'indication  des  opérations  de  l'Arithmétique, les  principales  règles  très  rapide- 
ment exposées,  enfin  l'extraction  de  la  racine  cubique.  La  Géométrie  comprend 
la  mesure  de  quelques  surfaces  et  de  quelques  volumes  et  s,-  termine  par  des 
problèmes  de  conversions  monétaires  et  des  calculs  numériques. 

Narducei  (E.).    —   Sur  deux  Traités  inédits  d'Abacus  contenus 
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dans  deux  manuscrits  vaticans  du  xne  siècle;  deux  Traités  d'A- 
bacus.  (i  1 1-162). 

Le  premier  de  ces  Traités,  intitulé  par  l'éditeur  :  «  Tikciiill,  Règles  sur  l'A- 
bacus  »,  commence  par  ces  mots  :  «  Socio  suo  Simoni  de  Rotai. . .  Turchillus 
compotista  salutem  ».  Ce  Simon  de  Rotol...  que  l'inventaire  des  manuscrits 
du  Vatican  appelle  Simon  de  Rotolis,  n'est  mentionné  par  aucun  historien. 
M.  Narducci  pense  qu'il  faut  lire  :  «  Simoni  de  Rotolandia  »,  c'est-à-dire  de 
Rutland,  en  Angleterre  :  il  nous  montre  que  le  nom  Turchill  est  d'origine  da- 
noise et  que  l'auteur  devait  vivre  dans  la  première  moitié  du  xue  siècle  :  on 
lit  en  effet  dans  un  passage  de  ce  Traité  :  «  ut  ait  Hugo  de  Bocholandia  », 
lequel  est  sans  doute  le  même  que  le  Hugo  de  Ruckland,  un  des  favoris  de 
Henri  Ier  d'Angleterre. 

Le  second  Traité  est  anonyme  :  il  est  mentionné  ainsi  dans  l'inventaire  : 
«  Tabula  Abaci  seu  Pythagovica  mensa  »  ;  mais  l'intéressante  publication 
de  M.  Narducci  servira  sans  doute  à  en  faire  découvrir  l'auteur. 

Perott  (Josep/t).  —  Sur  une  Arithmétique  espagnole  du  xvie  siècle. 
(i63-i69). 

11  s'agit  d'une  Arithmétique  de  Juan  de  Ortega,  de  l'ordre  des  frères  prêcheurs, 
dont  il  y  a  eu  sept  éditions  de  i5i2  à  i552.  Dans  l'édition  italienne  de  i5i5,  on 
trouve  quelques  extractions  de  racine  carrée  obtenues  par  la  formule 


a  =  E  (  \fa  ) 


a  —  (Ey/q)2 
•i  E  (  v  a  )  -4- 1 


méthode  identique  à  celle  d'Alkarkhi.  Quoi  qu'il  en  soit,  dans  l'édition  de  1542, 
on  trouve  une  partie  des  racines  seulement  traitées  de  cette  façon;  une  autre 
partie  (douze  racines  d'après  M.  Perott)  a  été  obtenue  par  la  résolution  en 
nombres  entiers  de  l'équation 

x-  —  Dr2  —  1 . 

La  concordance  parfaite  des  valeurs  de  Juan  d'Ortega  avec  les  solutions    de 

l'équation  ne  peut  laisser  aucun  doute  à  cet  égard.  Il  n'y  a  qu'une  treizième 
valeur  dont  le  procédé  de  calcul  ne  parait  pas  absolument  identique.  Ortega 
pose 

v/2poo  =  44  ^--; 

mais   ici    encore  AL  Perott  croit  que  nous   sommes  eu    présence  de  la   réduite 

Il     o0o'  aux  fautes  d  impression  près. 

Steinschneider  (Maurice).  —  Supplément  à  la  Notice  des  Tables 
astronomiques  attribuées  à  Pierre  HT  d'Aragon.  (170-174). 

Dans  uneNotice  sur  les  Tables  astronomiques  attribuées  à  Pierre  III  d'Ara- 
gon, INI.  Maurice  Steinschneider  avait  ('-mis  l'opinion  que  le  roi    Pierre,  nommé 

dans    la   préface  des  Tables,  étail   Lierre  IV  d'Aragon,  e'esl-à-dire  Pierre  III  de 
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Catalogne,  qui  régna  de  t336  à  i  I87,  el  que  Jacob  Carzi  était  identique  avec 
Jacob  Carsono,qui  vécut  en  ce  temps.  Cette  hypothèse  a  été  pleinement  confir- 
mée parmi  article  de  M.  \mli<\\  Balaguer  3  Merino,  membre  de  l'Académie  de 
Barcelone,  qui  prouva  par  trois  documents  que  Dalmacius  Planes  traduisit  par 
ordre  de  Pierre  I\  quelques  œuvres  d'Astrologie  el  qu'il  reçut  une  récompense. 
Ce  Dalmacius  Planesesl  an  personnage  mentionné  dans  les  Tables;  la  qui 
se  trouve  donc  tranchée.  L'article  de  M.  Balaguer  étant  inaccessible  pour  la 
plupart  des  lecteurs,  M.  Steinschneider  le  reproduit  ainsi  que  les  trois  docu- 
ments tirés  des  archives  de  la  couronne  d'Aragon  et  des  archh  s  d'un  notaire 
de  cette  ville,  Gui  Hem  de  San  Hilari.  Le  premier  de  ces  documents  contient 
l'ordre  du  roi  ;'i  son  conseiller  et  trésorier  Raymond  de  Villanova  de  payer  1 
Dalmacius  3oo  florins  d'or  d'Aragon  pour  une  traduction  :  il  est  daté  du  '»  jan- 
vier  [367.  Le  second  est  une  quittance  de  Dalmacius  pour  les  3oo  florins;  elle 
porte  la  date  du  24  janvier  1367.  Ces  deux  documents  -<>ni  en  latin.  Le  troi- 
sième, du  dernier  décembre  i3S-,  esl  en  espagnol. 

Giïnther  (Sigismond).  —  La  correspondance  entre  Gauss  el 
Sophie  Germain  :   traduction  d'Alphonse  S paragna  (174- 1 80). 

Récension  de  deux  publications  photolithographiques  du  prince  Boncompagni 
publiée  dans  la  Zeitschrift  fur  Mathematlk  undPhysikt  t.  XXVI,  p.  ig  ■'>. 

Bierens  de  Haan.  —  Bibliographie  néerlandaise  historico-scien- 
tifîque  des  Ouvrages  importants  dont  Jes  auteurs  sont  nés  aux 
xvie,  xvne  et  xviii0  siècles  sur  les  Sciences  mathématiques  el 
physiques  avec  leurs  applications  (suite).  (2^5-3 1  5),  (355-4  i<>  )• 

Riccardi  (Pietro).  —  Récension  de  l'Ouvrage  de  Giacomo  Man- 
zoni  intitulé  :  Studi  di  bibliografia  analitica;  studio  se- 
cundo... Bologna,  1882.  (44  * -44 7)» 

Boncompagni  (/?.).  —  Sur  les  actes  de  naissance  et  de  mort  de 
Pierre-Simon  Laplace  :  Actes  de  naissance  et  de  mort  de  Pierre- 
Simon  Laplace.  (447_4°5). 

Le  célèbre  géomètre  est  né  le  2.3  mars  \~\\)  à  Beaumont-en-Auge ;  il  est  décédé 
le  .3  mars  1827. 

Narducci  (E .). — Sur  un  commentaire  Inédit  de  Rémi, d'  Vuxerre, 
au  Satyricon  de  Martianus  Capella  et  autres  commentaires  au 
même  Satyricon.  (5o5-58o). 

Ce  travail  se  termine  par  un  extrait  de  V Arithmétique  de  M.  Capella  et  le 
commentaire  de  Rémi,  d'Auxerre,  sur  ce  Livre, publiés  d'après  deux  manuscrits 
du  Vatican  que  l'auteur  a  découverts.  Le  manuscrit  de  M.  Capella  esl  très  im- 
portant :  il  a  été  constitué  par  un  certain  Hadpardus,  évèque  de  Minden  au 
ixn  siècle  :   l'auteur  se  propose  d'\    revenir.    En  attendant,  il    nous   donne,  sur 
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divers   commentaires,  tous  inédits  et   la  plupart   inconnus,  des  renseignements 

précieux. 

Favaro  [Antonio).    —   Les  autographes  de  Galilée  dans  les  ar- 
chives Marsigli  à  Bologne.  (081-093). 

Ce  sont  des  leltres  adressées  par  le  grand  savant  florentin  au  marquis  César 
de  Marsigli  et  à  Cavalieri.  Quelques-unes  ont  été  publiées  par  Albéri,  d'après 
des  copies  envoyées  à  Viviani  par  un  membre  de  la  famille  Marsigli;  d'autres 
ont  été  publiées  par  Predieri.  Cette  dernière  publication  a  élé  faite  contre  le 
gré  de  la  famille  Marsigli,  qui  depuis  veille  sur  ses  archives  avec  une  méfiance 
extrême.  Aussi  M.  Favaro  n'en  a-t-il  obtenu  l'accès  qu'avec  les  plus  grandes 
difficultés  et  encore  ne  lui  a-t-on  pas  permis  de  copier  les  documents  ou  de  les 
lire,  mais  seulement  de  vérifier  les  dates.  M.  Favaro  constate  que,  sur  les  vingt- 
quatre  lettres,  six  seulement  sont  inédites;  mais,  comme  les  éditeurs  précédents 
ont  sans  doute  souvent  manqué  de  l'exactitude  nécessaire,  il  serait  utile  de 
publier  toute  la  correspondance. 

Genoccki  {A.).  —  Sur  quelques  écrits  touchant  les  déviations  du 
pendule  et  l'expérience  de  Foucault.  (63 1-637). 

En  1669,  le  marquis  Giovanni  Poleni,  en  parlant  d'un  Mémoire  de  Huygens, 
ajoute  que,  vu  le  mouvement  diurne  de  la  Terre,  le  pendule  ne  pourrait  pas 
rester  pendant  deux  oscillations  consécutives  dans  le  même  plan.  En  1782, 
Poinsinct  de  Sivry,  dans  sa  traduction  de  Pline,  fait  observer  que  l'on  pourrait 
employer  le  pendule  au  lieu  d'une  boussole;  «le  vaisseau,  en  tournant  sur  lui- 
même,  ne  dérangerait  pas  pour  cela  cette  déviation  une  fois  donnée  au  pen- 
dule ».  Après  quelques  aperçus  sur  les  idées  de  Galilée  et  Huygens,  l'auteur 
passe  aux  explications  données  à  l'expérience  de  Foucault.  Il  nous  lait  remar- 
quer qu'en  18.37  Poisson,  tout  en  admettant  l'influence  déviatoire  du  mouve- 
ment diurne  de  la  Terre  sur  un  projectile,  nie  la  possibilité  d'une  déviation 
quelconque  du  pendule;  pour  soutenir  son  opinion,  il  cherche  à  prouver  ma- 
thématiquement que  la  composante  perpendiculaire  au  plan  oscillatoire  serait 
trop  petite  pour  écarter  sensiblement  le  pendule  de  son  plan  et  avoir  aucune 
influence  appréciable  sur  son  mouvement.  Cette  opinion  de  Poisson  est  réfutée 
en  i85i  par  Binet  et  par  Plana.  Dans  la  même  année  encore,  Mossotti  et  Chclini 
s'occupent  des  formules  relatives  à  l'expérience  de  Foucault;  Schaar  combat 
l'opinion  que  le  phénomène  puisse  s'expliquer  à  l'aide  de  la  Géométrie  pure, 
sans  l'intervention  de  la  Dynamique.  Parmi  les  travaux  plus  récents,  mention- 
nons ceux  publiés  par  Poncelet  en  1860,  qui  établit  que  le  phénomène  est 
beaucoup  plus  compliqué  qu'on  ne  l'avait  cru  généralement,  et  enfin  ceux  de 
W.  Dumas  etdeSerret,  qui  s'efforcent  de  donner  une  théorie  complète  de  l'ex- 
périence. 

Henry  [Charles).  — Les  connaissances  mathématiques  de  Jacques 
Casanova  de  Seingalt.  (687-670). 

Il  s'agit  de  quelques  opuscules  scientifiques,  rarissimes  ou  inédits,  du  célèbre 
aventurier.  L'auteur  commence  par  résumer  la  biographie  *\c  ce  singulier  sa- 
vant,  la  rectifiant  ci  la  complétant  en  plusieurs  points.  Il   est  bien  certain,  par 
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exemple,  que  Casanova  est  né  le  i  juillet  1725.  M.  Henrj  a  retrouvé,  dans  les 
archives  paroissiales  de  l'église  Saint  Etienne,  à  Venise,  son  acte  de  bapl 
mais  la  date  de  sa  mort,  donnée  par  MM.  Brockhaus,  Bascbel  el  d'Ancona 
(4juiu  1798),  n'est  pas  exacte,  puisqu'il  existe  nue  lettre  autographe  de  ( 
nova  a  11  corn ic  de  Waldstein  datée  du  18  féi  rier  i8o3.  Ajoutons  que  cette  lettre 
fait  actuellement  partie  de  la  collection  Morrisson,  de  Londres.  M.  Henrj 
prouve  que  Casanova  n'a  très  probablement  pas  été,  comme  il  le  dit,  docteur 
en  droit  de  l'I  niversité  de  Padoue;  toutefois  plusieurs  documents  des  archives 
nationales  viennent  conûrmer  les  Mémoires  et  ajouter  de  nouvelles  preuves  de 
vérité  à  toutes  celles  qu'a  rassemblées  la  critique  contemporaine. 

Les  trois  écrits  mathématiques  de  Casanova  1  raitenl  du  problème  de  la  dupli- 
cation du  cube:  le  premier,  intitulé  Solution  du  problème  de'liaque,  parut 
à  Dresde  en  1790;  les  deux  autres  ne  sont  que  des  corollaires  publiés  dans  la 
même  année.  D'abord  Casanova  crut  avoir  donné  une  solution  exacte  «lu  fa- 
meux problème;  dans  la  suite,  il  reconnul  la  vérité;  il  ne  pouvait  en  donner 
qu'une  solution  approchée.  D'après  l'énoncé  du  problème,  le  rapport  «  1 1 1  cube 
cherché  au   cube  donné  doit  être  2;  donc   le  rapport  du  côté  du  cube  cherché 

au  côté  du  cube  donné  doit  être  \fi.  Pour  Casanova,  le  rapport  de  ces  deux 

côtés  est  égal  à  — 0  .f       =  1,2582417,  qui,  élevé  au  cube,  donne  1,991414)  valeur 

assez  éloignée  de  2.  La  Solution  du  problème  déliaque  renferme  des  idées  phi- 
losophiques remarquables.  Il  en  est  de  môme  de  Y  Essai  de  critique  sur  les 
mœurs,  sur  les  sciences  et  sur  les  arts,  des  Rêveries  sur  la  mesure  moyenne 
de  notre  année,  deux  manuscrits  inédits  communiqués  à  M.  Henry.  Ulsocame- 
ron,  un  roman  de  cinq  Volumes,  renferme,  entre  mille  idées  bizarres,  une  con- 
ception précise  du  télégraphe  électrique  (1787).  L'auteur  termine  son  étude  par 
la  promesse  de  revenir  plus  longuement  sur  toutes  ces  productions  rarissimes 
et  par  la  publication  de  quelques  lettres  inédites. 

Boncompagni  (/?•)•  —  Sur  la  vie  et  les  travaux  d'Antoine-Charles 
Marcelin  Poullet-Delisle  (670-679). 

II  s'agit  du  traducteur  des  Disquisitiones  arithmeticce  de  Gauss,  né  le 
17  janvier  1778  à  Janville  (Eure-et-Loir),  mort  le  2.3  août  r84g? 

Marre  (Aristide).   —    Sur  huit  lettres  inédites  du  P.  Claude Ja- 
quemet  :  Huit  lettres  inédites  du  P.  Claude  Jaquemet  (679-698). 

Communiquées  à  l'éditeur  par  le  P.  Ingold,  bibliothécaire  de  l'Oratoire.  La 
première  est  adressée  au  P.  de  Byzance,  la  sixième  au  marquis  de  l'Hospital,  les 
autres  au  P.  Rcvncau,  toutes  sur  l'Algèbre  el  l'Arithmétique. 

C.  H. 
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ACTA  MATHEMÀTIGA,  journal  rédigé  par  G.  Mittag-Leffler.    Stockholm. 

Tome  I;  188*2. 


Poincaré.  —  Théorie  des  groupes  fuchsiens.  (1-62). 

Le  Mémoire  de  M.  Poincaré  a  été  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bul- 
letin. 

Malmsten.  —  Sur  la  théorie  des  rentes  viagères.  ((53-76). 

Solution  de  ce  problème  :  Déterminer  la  valeur  d'une  pension  annuelle  de 
ifr  assurée  à  un  groupe  donné  de  11  personnes,  tant  que  v,  au  moins,  d'entre 
elles  restent  en  vie. 

Gyldén  (//•)•  —  Une  méthode  d'approximation  pour  le  problème 
des  trois  corps,  (y 7-92). 

Le  problème  des  trois  corps  a  fait,  au  fond,  peu  de  progrès  depuis  Lagrange 
et  Laplacc.  M.  Gyldén,  dans  ce  Mémoire,  dit  être  depuis  quelque  temps  en 
possession  d'une  méthode  pour  trouver  une  solution  de  ce  problème  qui,  au 
moins  dans  l'application  au  système  solaire,  satisfasse  aux  deux  conditions 
suivantes  :  que  la  suite  des  approximations  soit  convergente,  que  jamais  le 
temps  ni  des  arcs  croissant  indéfiniment  avec  le  temps  ne  se  rencontrent  hors 
des  signes  de  fonctions  périodiques.  11  ajoute,  cependant,  que  si  les  excentricités 
des  orbites  étaient  plus  grandes,  ou  les  actions  mutuelles  moins  inégales,  cette 
méthode  deviendrait  d'une  application  de  plus  en  plus  difficile.  Il  pense  qu'il 
faut  renoncer,  pour  le  moment,  à  obtenir  une  solution  absolue,,  c'est-à-dire  sa- 
tisfaisant dans  tous  les  cas,  et  pour  une  période  illimitée,  aux  deux  conditions 
ci-dessus  énoncées,  et  se  contenter  d'une  solution  applicable  à  un  intervalle 
de  temps  limité. 

M.  Gyldén  se  borne,  dans  le  présent  Mémoire,  à  faire  connaître  quelques-uns 
des  principes  sur  lesquels  sa  méthode  est  fondée. 

«  Il  s'agit  de  déterminer  certaines  quantités  par  des  équations  différentielles, 
sans  que  dans  les  résultats  la  variable  indépendante  soit  en  facteur,  quoiqu'elle 
s'y  introduise  ainsi,  quand,  dans  une  première  approximation,  on  annule  toutes 
les  quantités  qui  sont  multipliées  par  les  secondes  puissances  des  masses  per- 
turbatrices. Dans  les  équations  différentielles  dont  l'intégration  donnera  des 
valeurs  approchées  des  inconnues,  on  devra  avant  tout  conserver  certaines 
quantités  du  second  ordre.  La  plupart  des  équations  qui  se  succèdent  dans 
notre  recherclie  sont  linéaires,  du  second  ordre,  et  les  fonctions  connues  qui 
entrent  dans  ces  équations  peuvent  être,  dans  une  certaine  mesure,  choisies 
arbitrairement.  Soit 


(') 


,  './■' 


-i-   \1.V  =  X, 


une  de   ces  équations.  La  fonction    X,  èsl    connue  el    se  compose  de  deux  par 
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Mrs  :  l'une  indépendante  de  la  masse  perturbatrice,  l'autre  s'annulant  avec  cette 
masse.  La  (onction   X0  peut  aussi   être  regardée  comme  connue,   dans  une  pre 
miêre  approximation,  car  elle  est  <l<-  la  forme 

<l\,       'Ki         <l>    1         ...  : 

y  r>i  une   quantité   de  premier  ordre,  de  même  que  les  fonctions  ri>  .  «t 

de  sorte  que,  en  réduisant   \0  à  4»0,  nous  ne  négligerons  que  des  quantités  <ln 
troisième  ordre.  Et,  si  nous  ajoutons  à  cette  suite  un  terme  M»   1.  alors  ♦,,  qui 
n'est  multiplié   que   par  la   première   puissance  de    la  masse  perturbatrice, 
lellemcnL   petit,   pour  d'autres  motifs,   <|iie   le  produit   <l>,  y  doit  être    regardé 
comme  étant  lui-même  du  troisième  ordre. 

»  Comme  la  fonction  «ï»,  est ,  en  quelque  sorte,  détachée  de  X,,  on  peut,  dans 
une  certaine  mesure,  choisir  arbitrairement  X,.  Je  cherche  .1  déterminer  cette 
fonction  de  telle  manière  que  l'intégrale  de  l'équation 

(.)  %  +  *<r  =  ° 

soit  de  la  forme 

y  =2  C,P-4-C2(Q  -r-lxV). 

C,  et  C2  étant  des  constantes  d'intégration,    P  et  Q  des  fonctions  de  x  ne  ren- 
fermant que  des  termes  périodiques,   i  une  constante  qui  restera  à  ma  disposi 
tion.  » 

M.  Gyldén  remarque  que  Q  et  P  ne  peuvent  être  arbitraires,  exprime  Q  en 
fonction  de  P,  et  montre  que  l'on  peut  disposer  de  /,  de  telle  sorte  que,  P 
n'ayant  que  des  termes  périodiques,  Q  ait  la  même  propriété.  Il  donne  ensuite 
l'intégrale  de  l'équation  (1) 

y  =  Cx P  +  C2 (  Q  +  IxP  )  —  P/X0  0  dx  -i-Qf\0  P dx  -h  / P  J'dxj\n  P dx. 

L'examen  de  cette  formule  montre  pourquoi  on  choisit  les  diverses  formes  em- 
ployées. 

S'il  y  a  dans  \0Q  ou  dans  f\0Pdx  un  terme  constant,  le  résultat  renfermera 
un  terme  de  y  x  P.  On  fera  disparaître  ce  terme  en  choisissant  convenable- 
ment C2,  et  cela  sera  toujours  possible  clans  l'application  au  problème  des  trois 
corps. 

Le  produit  \0P  ne  renferme  pas  tic  ternie  constant,  ou,  s'il  en  renferme  un, 
ce  terme  est  d'ordre  élevé  et  n'intervient  pas  dans  la  première  approximation. 

Donc  y  =  G,P+  G2Q  -+-  des  ternies  périodiques. 

Si  l'on  calcule  ensuite  X0P  en  conservant  les  termes  du  troisième  ordre,  on 
peut  déterminer  C,  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme  constant;  cela  est 
toujours  possible  dans  l'application  au  mouvement  des  planètes. 

M.  Gyldén  donne  des  exemples  d'équations  de  la  forme  (a)  satisfaisant  aux 
conditions  imposées.  Il  donne  successivement  à  I'  les  valeurs 

d  sn x  (I  en./-  1    d  dn.r 

sn.r,  cn.r,  dnx,  — ; —  >   —  — ; —  >  —  —  — ; > 

dx  dx  A-      dx 

et  obtient  les  valeurs  correspondantes   de  Q(  et    de  X, ;  les  siv  équations  qu'il 
obtient  appartiennent  à  la  classe  des  équations  de  Lamé. 
.11  donne  un  autre   exemple   indépendant   des  fonctions  elliptiques  en  faisant 
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I»  =  eXsinj-j  oL  trouve 

d2y  „ 

— -^  +  (À  sinx  —  AJ  cos- J7) y  =  0. 

ax* 

Enfin,  il  traite  avec  détails  l'équation 

C—¥-  +  a-  cosXf.^  =  \,„ 

où  a  et  X  sont  des  constantes,  et  X0  de  la  forme 

En  posant  \v  =  2  — -  x,  il  met  cette  équation  sous  la  forme 
1  2  k 

Ç^  —  (2À-*sin2.z  —  A2)r  =  X, 
dxl        v  /m/ 

dont  le  premier  membre  est  identique  à  celui  de  l'équation  qui  correspond  à 
P  =  dn^r.  Il  montre  que  l'on  peut  disposer  des  constantes  de  façon  à  éviter  les 
termes  qui  renfermeraient  x  hors  des  signes  de  fonctions  périodiques. 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  remarque  faisant  rentrer  les  équations  étu- 
diées dans  des  équations  intégrées  par  M.  Hermite,  et  par  des  considérations 
générales  sur  la  portée  de  l'application  de  la  méthode. 

Reye.  —  Le  problème  des  configurations.  (93-96). 

Une  configuration  n ,•  dans  le  plan  est  une  figure  composée  de  n  points  et  de 
n  droites,  tels  que  chaque  droite  contienne  i  des  n  points  et  que,  par  chaque 
point,  passe  i  des  n  droites.  Une  configuration  (/?„  gk)  dans  l'espace  est  une 
figure  composée  de  n  points  et  de  n  plans,  tels  que  chacun  des  plans  contienne 
i  points,  et  que,  par  chaque  point,  passe  i  plans;  de  plus,  elle  contient  g 
droites  sur  lesquelles  sont  situés  k  points  et  par  lesquelles  passent  A"  plans;  ainsi 
les  plans  radicaux,  les  points  radicaux,  les  axes  radicaux  de  six  sphères  consti- 
tuent une  configuration  (i5e,  20a).  Étudier  toutes  les  configurations  qui  répon- 
dent à  des  nombres  donnés,  tel  est  le  problème  de  M.  Reye. 

Reye.    —    Les    configurations    de    l'hexaèdre    et    de  l'octaèdre 
(ia«,  163).  (97-Jo8)- 

AppelL  —   Sur  les  fonctions  uniformes    d'un    point   analytique 

Soit/(x)  une  fonction  uniforme  admettant  un  nombre  fini  de  points  singu- 
liers av  a2,  . . .,  «„. 

Si  l'on  a,  dans  le  domaine  de  <t<. 

/,.,■,  =    >T     \;'v.r    -ak)\     (A     ...  • n), 
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ci  dans  le  domaine  du  point   x 


,;., 


:  2   Vl> 


l>M    .UN  .1 


k  =  n 

■  vV 


2 

k   i 

Luc  fonction  ^{x)  uniforme   dans   ['espace  E,  extérieur  â   des  cercles  arbi- 
i  raires  décrits  des  points  av  . . .,  an  comme  centre,  el  n'ayant  pas  de  point  sin 
gulier  dans  cet.  espace,  est  développable,   dans  L'espace  E,  en   une  série  de  la 
forme 

k—n v  =  » 


?(*)=A+2  ^ 


(An 


(*  —  «*)v 


Une  fonction  9  (  jt  )  holornorphc  dans  l'espace  extérieur  à  des  cercles  avant 
pour  centres  les  points  av  a.v  ...,  an  et  intérieur  à  des  cercles  ayant  pour 
centres  les  points  b{,  b2,  ...,  bm,  est,  dans  cet  espace,  développable  en  une  série 
de  la  forme 

/{  =  m  v  =  00  h  —  n  •/  =  * 

/r=l    v  =  l  A  =  l     v  =  J 

Soit 

F(x,y)  =  o 

une  équation  algébrique  irréductible  définissant  une  courbe  d'ordre  m,  de 
genre/?,  pour  laquelle  le  point  x  =  00  n'est  pas  critique;  un  point  analytique 
(x,  y)  est  l'ensemble  de  valeurs  (x,  y)  vérifiant  l'équation  précédente;  une 
fonction  d'un  point  analytique  est,  au  fond,  une  fonction  de  x;  elle  est  uni- 
forme si  elle  reprend  la  même  valeur  quand  le  point  analytique  (x,  y)  décrit 
un  cycle  quelconque;  si  (a,  b)  est  un  point  analytique  non  critique,  le  do- 
maine 6  de  ce  point  est  l'ensemble  des  points  analytiques  que  peut  atteindre 
le  point  (x,  y)  en  partant  de  («,  b),  pour  lesquels  on  a 


\x 


Cl\  =  <i\ 


si  {a,  b)  est  un  point  critique,  les  valeurs  dey  qui  deviennent  égales  à  b  pour 
x  =  a  se  partagent  en  systèmes  circulaires;  le  domaine  8  du  point  (a,  b)  re- 
latif à  l'un  de  ces  systèmes  circulaires  est  l'ensemble  des  points  analytiques  que 
peut  atteindre  le  point  (x, y)  en  partant  de  (a,  b),  avec  une  des  valeurs  de  y 
appartenant  à  ce  système  circulaire,  pour  lesquels  on  a 


\x 


«  |<  0. 


Si  la    fonction  /(x,  y)  est  régulière  au  point  (a,  b),    on    a.  dans  un  certain 
domaine  S'-<  8  de  ce  point, 


/,,/•..«•)  -  V  \v ,.*■-,/,■• 


1JJO 
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Si  (a,  b)  est  un  pôle  de  /{x,  y),  on  a,    dans  un  certain    domaine,  o        6  de 
ce  point 


/(#,  }'  )  =    > ,  Av  ( #  —  a )v  ; 


—  n  est  le  degré  du  pôle,  A_,  en  est  le  résidu.  La  notion  de  point  singulier 
essentiel  s'étend  de  même  aux  fonctions  de  point  analytique.  Tout  ceci  suppose 
que  («,  b)  n'est  pas  un  point  critique.  Si  {a,  b)  est  un  point  critique,  une 
substitution  de  la  forme 

x  —  a  +  x'q 

conduit,  pour  les  q  valeurs  de  y  d'un  système  circulaire,  à  uu  développement 
de  la  forme 


y 


2vv; 


en  substituant  dans/(jr,  y),  on  est  amené  à  distinguer  les  brandies  de  la  fonc- 
tion en  branches  régulières,  en  branches  admettant  un  pôle,  en  branches  ad- 
mettant un  point  singulier  essentiel  en  (a,b);  par  exemple,  un  développement 
de  la  forme 

V   K.x'' 


correspond  à  un  pôle  de  degré  v  et  dont  le  résidu  est</A_,;  un  développement 
de  la  forme 


2 


Ava?'v, 


v  —  —  oo 


valable  dans  un    certain  domaine,    correspond  à    un    point  singulier   essentiel 
isolé,  dont  le  résidu  est  encore  qA._v 

Ces  définitions  conduisent  l'auteur  aux  propositions  suivantes  : 
Une   fonction  uniforme  du    point  analytique  (x,y)  et  qui  n'a  pas  d'autres 
points  singuliers  que  des  pôles  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y. 

Soit  /(x, y)  une  fonction  uniforme  du  point  analytique  (x,  y)  ayant  un 
nombre  fini  de  points  singuliers  essentiels  (a,,  bt),  (a2,  bt  ),...,  (an,  bn);  soient 
Bp  B2,  . . .,  Bn  les  résidus  relatifs  à  ces  points;  soit  de  plus,  dans  un  certain  do- 
maine du  point  analytique  (  x  =  ce  ,  lim  —  =  Ck\, 


f(x,y) 


2 


AV 


lk) 


x' 


(À=  J.  2, 


on  ii 

(i)  A^  4- Ai*' +... -h  Aï»' =  H,+  B, 

Si,  maintenant,  <>n  désigne  par 


a  r  {x,j 


ni). 


I!. 


)dz    (i      1,2 p) 
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lc^  /i  intégrales  abéliennes   normales  de    première  espèce  el  par0(i//  une  des 
fonctions  8  correspondantes,  pour  que  l'on  fasse 

\      -.   '.  ..   10g 


d\     a  8|       a'(Ç,T))       AJ 

on 

/;-=/)    i 

fy  =  C|—    ^    //'  (xk,y„),    a-  ■  i.  -•  •     ./m- 
/.  -i 

la  fonction  Z  [intégrale  abélienne  normale  de  la  seconde  espèce,  infinie  <lu  pre- 
mier ordre  au  seul  point  (Ç,t))],  qui  ne  dépend  pas  des  points  arbitraires  xi  .yk), 
esl  une  fonction  rationnelle  du  paramètre  C  ';,  r,  )  ayant  pour  pôles  les  points  i  ri 
tiques  et  les  points  (x, y)t  (xot  y0)}  ces  derniers  avec  les  résidus — i  el  -hi. 
Cette  fonction  Z(<-,  t,)  joue  dans  les  recherches  sur  les  fonctions  «lu  poinl  ana- 
lytique (x,  y)  le  même  rôle  que  la  fonction 


x0  —  ç 


dans  les  recherches  sur  les  fonctions  uniformes  de  x\  si  l'on  désigne  par 
t,,,^,,  ...,71^  les  m  valeurs  de  r\  qui  correspondent  à  une  valeur  attribuée  à  \. 
on  a 

Z(E,  ïit)  +  Z(Ç,  r,a)  +. . .+  Z(Ç,  Ti(J  =  —Î-.  -  — — ,  . 

Le  théorème  de  M.  Roch  (Journal  de  Crelle,  t.  LXXXIV,  p.  294 )  relatif  à 
la  décomposition  en  éléments  simples  d'une  fonction  rationnelle  \\(x,y)  est 
une  conséquence  immédiate  de  l'égalité  (1). 

Une  fonction  uniforme  f(x,y)  partout  régulière,  sauf  au  point  essentiel 
(a,  b),  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V  =  00 

/(*,r)  =/(*•!*)+  5!    ,    ,,      A;, rrZCv-*)(a,6), 

ia     l  •  ■i  •  ■  •  \  *  —  l  ) 

la  série  étant  convergente  tant  que  le  point  analytique  (x,y)  est  différent  du 
point  analytique  (a,  b).  De  même,  une  fonction  analytique  admettant  les 
n  points  singuliers  («,,  bx),  (a2,b2)  . . .,  (an,  bn)  situés  aune  distance  finie  et  ne 
coïncidant  pas  avec  quelque  point  critique  peut  se  mettre  sons  la  forme 

k  =  n    v  =  00  . 

f{x,y)  =f(à„y,)+  ^    V  _^'_    ZC?-«)(«wét). 

*=i     v  =  1 

Soit  (a,  b)  un  point  non  critique  et  ô  un  nombre  positif,  tel  que  dans  le  do- 
maine 3  du  point  (a,  b)  il  n'y  ait  pas  de  point  critique;  soil  de  plus  f(xty) 
une  fonction  du  point  analytique  (x,  y)  uniforme  et  régulière  en  tous  les 
points  analytiques  situés  en  dehors  du  domaine  S  du  point  (a,  b).  Cette  fonc- 
tion est  développable  en  une  série  de  la  foi  nie 

M~  00 

ffr,y)  =/(*o,ro)  +  V  \z<  ')(a,  b), 

y  =  l 

convergente  en  tous  les  points  analytiques  extérieurs  au  domaine  0. 
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Smt  une  suite  <le  points  analytiques  tous  différents 

(«„£,),  (a,,  62),  ...,  (av,6v) 

tels  que 

lim(«v.  6V)  =  (a,  6)  (v  —  oo ); 

soit,  d'autre  part, 

/,(-z-;.}'),/>(^r)'  •••}/v(^r)J  •■• 

une  suite  de  fonctions  rationnelles  décret  r,  ne  devenant  infinies  respectivement 
qu'aux  deux  points  (<7.,,  b.r)  et  (a.'b);  il  existe  une  fonction  uniforme  4>(x.j) 
du  point  analytique  (x,  y)  n'ayant  d'autre  point  singulier  essentiel  que  le  point 
(a,  b)  et  admettant  pour  pôles  les  points  («v  6V),  de  telle  façon  que  la  diffé- 
rence <P(x,y)  —  f{x,  y)  soit  régulière  au  point  («v,  b.t). 
Soit  une  suite  de  points  analytiques  tous  différents 


tels  que  l'on  ait 


(a,.  V-  («2»*i)i  •••>  («vA)>  •■•• 

lira  (av,  &v),  =  (ci-  b)     pour  v  ==  as , 

et  une  suite  de  nombres  entiers  positifs 

/;?,,  7)i :.   ....  mv,   .  . . , 

< m  peut  former  une  fonction  uniforme  du  point  analytique  {x.  y)  admettant 
pour  point  singulier  essentiel  le  point  (a,  b),  et  pour  zéros  les  points  («.,,&.,), 
aux  degrés  de  multiplicité  mv(v=i,  2,  .    .,  ce  ). 

Toute  cette  théorie,  qui  constitue  l'extension  aux  fonctions  uniformes  d'un 
point  analytique  de  propositions  bien  connues  de  la  théorie  des  fonctions  uni- 
formes ordinaires,  conduit,  dans  le  cas  où  le  genre  p  de  l'équation  qui  lie  x  et  y 
est  égal  à  un,  à  des  propositions  relatives  aux  fonctions  uniformes  doublement 
périodiques;  en  désignant  par  6,  (u)  la  fonction  6,  formée  avec  ces  deux  pé- 
riodes et  en  posant 


Z(M)    = 


d  log9,(M) 
du 


Z  ')  (  u  ) 


dl  logO,  (u) 
chi' 


on  pourra,  au  moyen  de  la  fonction  Z,  former  l'expression  générale  d'une  fonc- 
tion uniforme  doublement  périodique  /(x).  n'ayant,  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,   qu'un  point  singulier  a.  Cette  expression  sera 


f(x)  =  C- 


V 


Z      ya  —  x). 


On    peut  aussi,    pour   ces   fonctions,  généraliser  le  théorème  de   M.  Mit) 
Leffler  et  le  théorème  de  M.  Weierstrass  sur  la  décomposition  en  facteurs  pri- 
maires. 

4ppell.  —  Développements  en  série  dans  une  aire  limitée  par  des 
ares  de  cercle.  ( 1 4^_1  ->^). 

Exemples  simples   de   séries  dont    les  termes  sont    des  fonctions  rationnelle- 
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de  x  et  qui   "ni   des  valeurs  constantes  el    distinctes  dans  diverses  régions  du 

plan. 

Schering  (E '.).  —  Sur  la  théorie  des  restes  quadratiques,  (i 53- 

170). 

Le  Mémoire  de  AI.  Schering,  d'un  caractère  très  élémentaire,  ■>  ponr  but  de 
combler  une  lacune  des  Disquisitiones  arithmeticœ ;  l'auteur  \  établit  avec 
détail  la  théorie  des  résidus  quadratiques  pour  un  module  composé;  -<>it  ///  un 
tel  module  qui,  décomposé  en  facteur^  premiers,  soil  égal  à 

les/?  étant  des  nombres  premiers  impairs;  la  congruence  xl  a(mod.  ni)  ad- 
met zéro  ou.G(m)  solutions  suivant  que  a  est  résidu  quadratique  ou  aon-résidu 
quadratique  de  ni,  Û(m)  est  égal  à  2V-,  2H+1,  2V*3  suivant  que  ~0  es!  inférieur 
égal  ou  supérieur  à  deux;  soit  maintenant  ?(m)  le  nombre  de  nombres  pre- 
miers  à  m   et   au    plus   égaux  à  m;   le    produit  de    ces  nombres  r>i  congru  .1 

-  <P  (m) 
( — i)2  suivant  le  module  m;  suivant  que  le  nombre  a,  premier  à  ni,  est  ou 

non  résidu  quadratique  de  m,  on  a 

-  ç  (/») 
a2         =-+-1     (mod.  m), 

ou 

a2Y      =(_,)2  (mod.  m). 

Considérons  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  bilinéaire 

a  =  yz  (mod.  m), 

composées  d'entiers  positifs^,  z  inférieurs  au  module  m  (premier  à  a),  et  tels 
que  l'on  ait  y  <~;  si  ce  nombre  est  içp(w),  a  est  un  non-résidu  quadratique 
de  ni;  si  le  nombre  est  moindre  que  l'o(m),  a  est  résidu  quadratique,  et  le 
nombre  de  solutions  est  ~'^>( m ) — y0(m);  si,  a  étant  toujours  premier  à  m, 
on  désigne  par  r\(a,  m)  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

au  -+-  v  =  o  (  mod.  m  ) 

composées  de  nombre,  u,  v  positifs,  premiers  à  m  et  inférieurs  à  — 1  on 
aura 

«2?  '"•  =  +!  =(_!)*] {a, m)     (mod.  m), 
ou 

1    ,  1  fi , 

«2Y      =(_i)2        E  (— i)"i i«.'"i    (mod.  m), 

selon  que  a  sera  ou  non  résidu  quadratique  de  m.  Soit  M  mB,  S  étant  un 
entier  positif,  et  soit  «  un  entier  premier  à  M.  soil  H(a,  M)  le  nombre  des 
restes,  pris  par  rapport  au  diviseur  Al,  des  nombres 

-                /M— 1)\ 
a,  2a,  3a,  ...,  I  — ■ la    (Al  impair), 

a,  2  a,  3  a,   .  .  . ,    ( i  1  a     (AI  pair   . 
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M 
qui  sont  supérieurs  a  — >  on  aura 

H(a,M)=^(«.  f  )     ■Vï,(^./»]. 


la  première  sommation  étant  relative    aux  divers  diviseurs  S  du  nombre  M  in- 
férieurs à  —  5  la  seconde  à   tous  les  diviseurs  ni  du   même  nombre  supérieurs 
2 

à  2. 

En  supposant  M  pair  et  a  impair,  on  a  H  (a,  M)  =  o  (mod.  2)  si  M  =  2  (mod.  4  ), 
ou  si  l'on  a  simultanément  M  =  o,  a  =  i(mod.  !\)}  autrement  H(«,M)  est 
impair.  Si  M  est  impair,  H  (a,  .M)  est  pair  ou  impair,  en  même  temps  que  le 
nombre  des  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux  de  M  par  rapport  auxquels  a 
est  non  résidu.  C'est  sur  le  cas  particulier  de  ce  dernier  théorème  où  l'on  sup- 
pose M  premier  que  Gauss  a  fondé  sa  troisième  preuve  de  la  loi  de  réciprocité; 
le  cas  général  paraît  lui  avoir  échappé;  M.  Schering  a  communiqué  le  théorème 
général  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  en  1876;  M.  Kronecker  y  était  ar- 
rivé de  son  côté,  sans  l'avoir  publié. 

Zeuthen.  —  Sur  un  groupe  de  théorèmes  et  formules  de  la  Géo- 
métrie énumérative.  (171-188). 

(Ki and  on  veut  déterminer  le  nombre  de  solutions  d'une  question  algébrique, 
la  principale  difficulté  que  l'on  rencontre  se  trouve  dans  la  détermination  delà 
multiplicité  des  solutions  de  différente  nature. 

Toute  méthode  qui  permet  d'éviter  la  considération  des  développements  en 
séries  qui  représentent  les  branches  de  courbes  auxquelles  on  a  affaire  est  par- 
ticulièrement précieuse.  C'est  une  méthode  de  cette  nature  que  développe 
M.  Zeuthen;  elle  a  pour  point  de  départ  une  proposition  due  à  M.  Halphen  ; 
«  Soit  donné  un  point  singulier  d'une  courbe  algébrique  où  toutes  les  branches 
ont  la  même  tangente,  et  désignons  par  v  le  degré  de  multiplicité  ponctuelle 
de  la  courbe  en  ce  point,  c'est-à-dire  le  nombre  de  points  d'intersection  con- 
fondus de  la  courbe  avec  une  droite  quelconque  passant  par  lui,  et  par  v'  le 
degré  de  multiplicité  tangentielle,  c'est-à-dire  le  nombre  de  tangentes  confon- 
dues qui  passent  par  un  point  quelconque  de  la  tangente  donnée,  alors  v-  -  v* 
des  points  d'intersection  de  la  tangente  coïncident  avec  le  point  donné,  et  v  +  v' 
des  tangentes  qui  passent  par  le  point  coïncident  avec  la  tangente  donnée. 

M.  Zeuthen  transforme  cette  proposition  de  manière  à  lui  donner  une  forme 
purement  algébrique.  Soit  f(x,y)  =  o  une  équation  homogène  et  du  degré  ///. 
en  .r,,  x.t,  homogène  et  du  degré  m%  en  yvyr  Si  l'on  détermine  par  les  valeurs 

X  Y 

de  -1  et  de—1  qui    satisfont  à  cette  équation  les  droites  de   deux  faisceaux    de 

centres  P,  Q,  et  si  l'on  choisit  les  droites  xx  =  o,  x*—  o.  rx~  0,  y«  =  o.  de  telle 
façon  que  la  droite  PQ  ne  se  corresponde  pas  à  elle-même,  l'équation  proposée 
définit  une  courbe  d'ordre  n  =  m,  H-  m3  ayant  un  point  w"1'10  en  P.  un  point 
m"ple  en  Q;  les  ordres  des  deux  discriminants  tp(a?),  Ç(.v)  de  l'équation 
f(xi  y)  =  °>  Par  rapport  à  y  et  par  rapport  a  .r.  sonl    respectivement 

2m,(ma  —  1)    et    ■>/».,(/>?, —  1). 


Y\  9J 
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Si  maintenant  on  considère  un  point  M  de  la  courbe  et  si  l'on  *I«'-~îui»«-  par  v, 
et  vs  le  nombre  des  points  d'intersection,  confondus  avec  M,  de  la  courbe  et 
des  droites  PM, QM,  on  a,  par  l'application  du  théorème  de  M.  Halphen, 

i{m7      ///,)       E(pa      \\), 

la  sommation  du  second  membre  étant  ('tendue  à  tous  |r>  points  de  la  courbe. 
Pour  chaque  point  M,  la  différence  v7 —  v,  est  égale  à  la  différence  ;      ij  des 

degrés  de  multiplicité,  dans  les  discriminants  y  (x),  '^(v),  des  facteurs 

a.,xt —  a{x2,  &,#,  =  btx2 

qui  déterminent  respectivement  les  droites  PM,  QM.  L'auteur  déduit  de  ces  pro- 
positions que  les  deux  discriminants  de  s  (a?)  et  de  'y(j')  sont  égaux  au  fac- 
teur rfc  i  près.  Dans  le  cas  particulier  d'une  forme  binaire  du  second  ordre, 
à  deux  couples  de  variables,  les  deux  discriminants  ont  les  mêmes  invariants. 
M.  Zcuthcn  donne  diverses  applications  qui  montrent  le  parti  que  l'on  peut 
tirer  du  théorème  général  que  l'on  vient  d'exposer. 

Goursal.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Hermite.  (189-192). 

Démonstration,  au  moyen  de  l'intégrale  de  Cauchy,    du  théorème  de  M.  Her- 
mite concernant  les  intégrales  définies  affectées  de  coupures. 

Poincaré.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (193-294). 

Dans  un  Mémoire  antérieur,  l'auteur  a  fait  une  étude  approfondie  des  groupes 
discontinus  formés  par  des  substitutions  de  la  forme 


Yi-s+Oi 


dont  les  coefficients  sont  réels,  qui  laissent  inaltéré  un  cercle,  fondamental  dont 
on  peut  supposer  que  l'équation  est 

à  un  tel  groupe  correspond  une  décomposition  du  cercle  fondamental  en  poly- 
gones curvilignes  normaux  M  tous  congruents  entre  eux;  cette  décomposition 
est,  comme  on  sait,  l'analogue  de  la  décomposition  du  plan  en  parallélogrammes 
qui  est  le  fondement  de  la  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques:  le  but 
de  l'auteur  est  maintenant  de  former  des  fonctions  analogues  aux  fonctions  6, 
c'est-à-dire  des  transcendantes  qui  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur 
simple,  toutes  les  fois  qu'on  fait  subir  à  la  variable  z  une  transformation  du 
groupe. 
Les  séries  de  la  forme 

(1)  %{z)  =  SH^'V^Ws  +  S,)-» 

répondent  à  la  question,  en  supposant  que  II  (z)  représente  une  fonction  ra- 
tionnelle de  z  dont  aucun  infini  n'est  situé  sur  le  cercle  fondamental,  mais 
d'ailleurs  quelconque,  que  le  nombre  m  soit  un  entier  positif  plus  grand  que  1 
et  enfin  que  la  sommation  s'étende  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  G  :  si 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  20  série,  t.  VIII.  (Septembre  1 8 8 r( . )       R.io 


i4C  SECONDE   PARTIE. 

l'on  désigne  par  av  a2,  ...,  ap  les  infinis  de  H(-s),  il  est  clair  que  la  série  (i) 
n'est  pas  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  contenues  dans  la  formule 

pour  toute  autre  valeur  de  z,  la  série  est  absolument  convergente  :  elle  définit 
une  fonction  que  M.  Poincaré  appelle  thêtafuchsienne.  La  propriété  fonda- 
mentale d'une  telle  fonction,  qui  la  rapproche  des  fonctions  0,  est  exprimée  par 
l'équation 


H 


(*£&)  =  •(«><"-<.>■ 


ses  points  singuliers  sont  :  i°  les  points  (2),  transformés  des  infinis  de  U(z): 
ces  points  sont  des  pôles;  2°  les  points  ■ — —  >  qui  eux  aussi  sont  des  pôles;  3°  les 

J  i 

points  singuliers  essentiels  du  groupe  G,  points  situés  sur  le  cercle  fondamental 
et  définis  dans  le  premier  Mémoire  de  l'auteur;  ces  points  sont  des  points  sin- 
guliers essentiels  pour  la  fonction  &(z).  La  classification  des  fonctions  thêta- 
fuchsiennes  repose  sur  la  classification  des  groupes  fuchsiens,  qui  dépend  elle- 
même  des  propriétés  du  polygone  normal  R0  ;  M.  Poincaré  est  amené  à 
distinguer  sept  familles  de  fonctions  thêtafuchsiennes.  Pour  certaines  familles,  le 
cercle  fondamental  est  une  ligne  singulière,  en  sorte  que,  alors,  le  développe- 
ment (1)  représente  deux  fonctions  distinctes  dont  l'une  n'existe  qu'à  l'intérieur 
du  cercle  fondamental,  dont  l'autre  n'existe  qu'à  l'extérieur;  il  suffit  de  consi- 
dérer la  première.  Une  telle  fonction  est  dite  de  première  ou  de  seconde  espèce, 
suivant  qu'elle  a  des  infinis  ou  qu'elle  n'en  a  pas.  Pour  les  autres  familles,  les 
points  du  cercle  fondamental  ne  sont  pas  tous  des  points  singuliers  essentiels; 
la  série  (1)  représente  alors  une  même  transcendante  dans  tout  le  plan,  partout 
holomorphe  sauf  en  une  infinité  de  points,  pôles  et  points  singuliers  essentiels  : 
ces  derniers  sont  situés  sur  le  cercle  fondamental  et  constituent,  sur  ce  cercle, 
un  ensemble  du  second  genre,  c'est-à-dire  tel  que,  en  formant  les  dérivés  suc- 
cessifs, on  ne  tombe  jamais  sur  un  ensemble  fini.  De  telles  fonctions  ont 
évidemment,  en  général,  des  pôles  ;  toutefois,  M.  Poincaré  montre  que  l'on  peut 
s'arranger  de  manière  que  les  infinis  se  détruisent  en  quelque  sorte  et  à  obte- 
nir, dans  ce  cas,  encore  des  fonctions  thêtafuchsiennes  de  seconde  espèce. 

Pour  une  fonction  thêtafuchsienne,  les  zéros  et  les  infinis  seront  connus  par- 
tout, lorsqu'ils  seront  connus  à  l'intérieur  du  polygone  R0,  si  la  fonction  n'existe 
que  dans  l'intérieur  du  cercle  fondamental,  et  dans  le  cas  où  la  fonction  existe 
dans  tout  le  plan,  s'ils  sont  connus  à  l'intérieur  de  l'espace  R0-f-  R'0,  R0  étant 
le  polygone  symétrique  de  R0  par  rapport  au  cercle  fondamental.  Dans  le  pre- 
mier cas,  le  nombre  des  infinis  distincts  de  0  est  égal  au  nombre  des  infinis  de  II, 
intérieurs  au  cercle  fondamental;  dans  le  second  cas,  le  nombre  des  infinis 
distincts   est  égal  au  nombre  des  infinis  de  H  augmenté  de  2m;  le  nombre  de 

zéros  est  évalué   au   moyen    de   l'intégrale    /  dz   :   un  résultat  essentiel 

consiste  en  ce  que  le  nombre  des  zéros  et  des  infinis  distincts  est  toujours  fini. 

De  même  que  les  fonctions   0   ordinaires  conduisent  immédiatement  à  I 
pression  de  fonctions  doublement  périodiques,  de  même  les  fonctions  thêtafuch- 
siennes conduisent  à  l'expression  de  fonctions  uniformes  qui  se  reproduisent  par 
toutes  les  substitutions  d'un    groupe   fuchsien   :   de  telles  fonctions  sonl   celles 
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que  M.  Poincaré  a  appelées  fuchsiennes.  <>n  obtient  évidemment  a  ne  fonction 
fuchsienne  en  faisant  le  quotientde  deux  fonctions  thêtafuchsiennesquicon 
pondent  à  un  même  degré  m;  réciproquement,   M.  Poincaré  établi!  que  tonte 
fonction  fuchsienne  peut   être  construite  ainsi,  el  cela  d'une  infinité  de  ferons. 

Les  singularités  d'une  fonction  fuchsienne  sonl  les  mêmes  que  celles  des 
fonctions  thêtafuchsiennes  au  moyen  desquelles  on  l'engendre;  ainsi,  il  y  aura 
des  fonctions  fuchsiennes  qui  n'existent  qu'il  l'intérieur  du  cercle  fondamental; 
pour  ces  fonctions,  la  circonférence  de  ce  cercle  sera  une  li^m-  singulière  essen- 
tielle; d'antres  existent  dans  tout  le  plan;  leurs  points  singuliers  essentiels,  en 
nombre  infini,  sont  situes  sur  la  circonférence  du  cercle  fondamental;  il-  in- 
forment pas  une  ligne,  mais  en  un  certain  sens  ils  ne  sont  pas  isolés  :  on  ne 
peut  pas,  autour  de  chacun  d'eux  comme  centre,  décrire  un  cercle  assez  petit 
pour  ne  pas  contenir  d'autres  points  singuliers  :  ils  constituent  une  perfecte 
Menge. 

Le  nombre  des  zéros  distincts  d'une  fonction  fuchsienne  est  égal  à  celui  de 
ses  infinis  distincts;  il  est  égal  au  nombre  des  points  distincts  pour  lesquels  la 
fonction  prend  une  valeur  déterminée  quelconque. 

Soient  deux  fonctions  fuchsiennes  distinctes  V(z),  F,(~)  qui  correspondent 
à  un  même  groupe  fuchsien  ;  entre  ces  deux  fonctions,  il  existe  une  relation 
algébrique.  Toutes  les  fonctions  fuchsiennes  qui  correspondent  à  un  même 
groupe  s'expriment  rationnellement  à  l'aide  de  deux  d'entre  elles  x,  y;  ces 
dernières  sont  d'ailleurs  liées  par  une  équation  algébrique. 

La  détermination  du  genre  de  cette  équation  est  un  problème  capital,  qui  se 
trouve  résolu,  par  des  considérations  de  Géométrie  de  situation,  dans  le  pre- 
mier Mémoire  de  l'auteur  (  Classification  des  groupes  en  genres). 

Si  l'on  forme  les  deux  fonctions 


•s- 


*-=«v 


'dx 
dz 


on  aura 


d*vt         i    d-v2 


d2x  dx  / d"-  x\ - 

dz-    dz  \  dz1  / 


v ,    dx1   '     v.,    dr1  f  I  dx  \ 

\dz) 

Le  troisième  membre  de  cette  double  égalité  est  une  fonction  fuchsienne  de  z  : 
c'est  donc  une  fonction  rationnelle  ®(x,  y)  de  x  et  de  y.  Il  suit  de  là  que  les 
deux  intégrales  de  l'équation  linéaire 

(3)  j-x  =  cç  (.r.  r) 

sont 

v  =  vv    v=vt. 

Ainsi,  la  considération  de  la  fonction  fuchsienne  x  permet  d'intégrer  l'équa- 
tion linéaire  (3)  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  du  point 
analytique  (x,  y).  On  voit  que  la  variable  indépendante  x  s'exprime  par  une 
fonction  fuchsienne  de  z,  c'est-à-dire  du  rapport  des  intégrales.  Quand  on 
connaît  cette  fonction  fuchsienne,  on  en  déduit  les  intégrales  elles-mêmes,  à 
l'aide  des  formules  précédentes. 

Le  reste  du  Mémoire  de  M.  Poincaré  est  rempli  par  l'étude  particulière  des 
diverses  familles  de  fondions  fuchsiennes,  suivant   le  genre  auquel  elles  appar- 
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tiennent,  étude  clans  le  détail  de  laquelle  nous  ne  pouvons  entrer  ici.  Le  ras 
où  le  genre  est  nul,  et  où  par  conséquent  toutes  les  fonctions  fuchsiennes  s'ex- 
priment rationnellement  au  moyen  de  l'une  d'elles,  offre  un  intérêt  particulier. 
M.  Poincaré  fait  l'étude  approfondie  des  fonctions  fuchsiennes  appartenant  à 
la  première  famille  et  au  genre  zéro.  11  rencontre  là,  comme  cas  très  parti- 
culier, ces  fonctions  fuchsiennes  auxquelles  donne  naissance  l'équation  hyper- 
géométrique  de  Gauss,  fonctions  dont  l'existence  avait  été  signalée  en  1872. 
M.  Schwarz  (Journal  de  Borchardt,  t.  75)  avait  reconnu  qu'elles  étaient  uni- 
formes et  qu'elles  admettent  un  cercle  comme  ligne  singulière  essentielle. 

Bourguet.  —  Note  sur  les  intégrales  eulériennes.  (295-296). 

On  a,  d'après  M.  Heine, 

Y  (a)  —  ~^i fza~le*dz, 

2  i  sinon: 

l'intégration  étant  faite  le  long  d'un  contour  qui  contient  l'origine  et  s'étend 
indéfiniment  vers  les  x  négatifs,  ce  contour  pouvant  ne  pas  être  fermé. 

M.  Bourguet  prend  un  contour  formé  de  deux  droites  inclinées  passant  par 
l'origine  et  d'un  petit  cercle  ayant  l'origine  pour  centre;  dans  une  autre  Note, 
il  prend  une  parabole  ayant  son  foyer  à  l'origine;  il  parvient  ainsi  à  l'expres- 
sion de  diverses  intégrales  définies. 

Picard.  —  Sur  une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitu- 
tions linéaires  et  sur  les  fonctions  de  deux  variables  indépen- 
dantes restant  invariables  par  ces  substitutions.  (297-826). 

Le  but  que  se  propose  M.  Picard  dans  ce  Mémoire  est  de  trouver  des  analo- 
gues, dans  le  cas  de  deux  variables,  aux  fonctions  thètafuchsiennes  de  M.  Poin- 
caré, afin  d'en  déduire  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes,  ana- 
logues aux  fonctions  fuchsiennes,  qui  restent  invariables  pour  toutes  les 
substitutions  d'un  groupe,  nécessairement  discontinu. 

C'est  la  formation  d'un  tel  groupe  qu'il  faut  d'abord  expliquer  : 
L'auteur  prend  pour  point  de  départ  une  forme  quadratique  ternaire 

axx0-h  a'yy0-h  a"zz0-{-  byz0 

H-  bey0z  -h  b'zx^  b'0  z0x  +  b9xyu  +  b"()yx»  =  f(x,  y,  z,  x0,  y0,  z9)  ; 

dans  cette  forme,  les  variables  x,  y,  z  sont  des  quantités  complexes,  et  les  va- 
riables x0,  y0,  z0  les  quantités  conjuguées;  les  coefficients  a,  a',  a"  sont  des 
entiers  réels,  les  coefficients  b,  b' ,  b"  sont  des  entiers  complexes  qu'on  peut 
supposer  formés  au  moyen  des  racines,  supposées  imaginaires,  d'une  équa- 
tion du  deuxième  degré  à  coefficients  entiers;  les  coefficients  b0,  b'0,  b"0  sont  les 
quantités  conjuguées  de  b,  b',  b";  si  l'on  effectue  une  substitution  linéaire,  à 
coefficients  complexes,  sur  les  variables  x,  y,  z  et  que  l'on  effectue  en  même 
temps  sur  les  variables  x0,  y0,  z0  la  substitution  linéaire  que  l'on  déduit  de  la 
première  en  remplaçant  chaque  coefficient  par  la  quantité  conjuguée,  la 
forme  /  se  change  en  une  nouvelle  forme  analogue;  pour  une  telle  substitution 

le  déterminant 

a      b      b0 

b{)     a'     b 

b'      bit    a" 
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joue  le  rôle  d'invariant,  il  se  reproduit  multiplié  par  le  produit  des  détermi- 
nants des  deux  substitutions  partielles,  ou,  si  l'on  veut,  par  le  carré  du  mo- 
dule d'une  de  ces  substitutions.  Par  nue  transformation  très  élémentaire,  on 

peut  substituer  à  lu  forme /(a;,  y,  z,  x0,  yu,  z0)  la  forme 


(0 


a««o+  f*Wg-hy«H*>„ 


où  w„,  v0,  w0  sont  encore  les  quantités  conjuguées  de  u,  v,  w  et  où  les  coeffi- 
cients a,  |3,  y  sont  des  nombres  entiers  dont  aucun  n'est  nul  ;  relu  suppose,  tou- 
tefois, que  l'invariant  8  est  lui-même  différent  de  zéro;  la  forme  /est  définie 
ou  indéfinie,  suivant  que  les  trois  quantités  a,  jj,  y  sont  de  même  signe  ou  de 
signe  contraire.  Cela  posé,  l'étude  des  substitutions  de  la  nature  de  relies  que 
l'on  a  décrites  plus  haut  et  qui  changent  la  forme  y  en  elle-même  se  ramène  \ 
l'étude  des  substitutions  à  coefficients  entiers  de  même  nature  que  b,  b',  b",  par 
lesquelles  la  forme  (i)  se  reproduit;  leur  nombre  est  fini  ou  infini  suivant  que 
la  forme  /est  définie  ou  indéfinie;  plaçons-nous  dans  le  deuxième  cas  et  sup- 
posons 

a>o,     £>o,     y=  —  g<o. 

Si  l'on  désigne  par  M,,  P,,  H,,  M2,  P2,  R2,  M3,  P3,  R3  les  coefficients  d'une 
telle  substitution,  ou  plutôt  de  la  substitution  partielle  à  effectuer  sur  les  va- 
riables non  affectées  de  l'indice  zéro,  il  est  clair  que  l'ensemble  des  substitu- 
tions, telles  que 


(2) 


x  = 


M,  x  -h  Puy  ■+-  R, 
M3a?H-P3i^4-R3 


Y  = 


M2a?-t-  P2jk  •+-  R. 
M3x  4-  Paj-  -f-  R3 


constitue  un    groupe  :    or  M.  Picard  démontre  que  ce  groupe  est  discontinu 
pour  tout  système  de  valeurs  x  et  y  telles  que  l'on  ait 


(3) 

en  posant 


z(x'2 -h  x"2)  -±-  $(y"  +  y"2)  —g<o, 


x  =  x  -+■  ix  ,    y  —  y  -+-  iy' 


On  voit,  d'ailleurs,  de  suite  que  si  le  système  des  variables  x,  y  est  à  l'inté- 
rieur du  domaine  D  défini  par  l'inégalité  (3),  il  en  sera  de  même  du  système 
des  variables  transformées  x,y;  dans  les  mêmes  conditions,  on  n'obtient  ja- 
mais pour  ces  dernières  variables  des  valeurs  indéterminées.  Cela  établi,  dans 
le  groupe  des  substitutions  (2),  M.  Picard  considère  particulièrement  le  sous- 
groupe  formé  avec  les  substitutions  (2)  dont  le  déterminant  est  égal  à  +1; 
c'est  à  ce  sous-groupe  que  se  rapportent  les  propositions  qui  suivent,  où  l'on 
sous-entend  que  les  équations  (2)  définissent  une  substitution  quelconque  de 
ce  sous-groupe. 

La  série 

2d  mod.  (M3x  +  Pay  ■+-  R3)3'"' 

étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  en  supposant  le  système  x,  y  à 
l'intérieur  du  domaine  D,  est  convergente  pour  m  y"*',  INI.  Picard  donne  deux 
démonstrations  de  cette  proposition,  essentielle  pour  son  objet;  la  seconde  dé- 
monstration, qui  fournit  seule  la  limite  inférieure  »,  est  forl  remarquable  par 
sa  généralité. 
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Cela  posé,  soit  K(x,  y)  une  fonction  rationnelle  de  x  et  y  qui  reste  continue 
pour  tous  les  systèmes  x,  y  situés  à  l'intérieur  du  domaine,  telle  par  exemple 
qu'un  polynôme  entier  en  x,  y,  ou  que  la  fonction 


a  —  x—  y 
a  étant  une  quantité  positive  inférieure  à  ' — ! — = :  la  sérij 


orp 


-y      /M.ar  +  P.r +  H,     M,j+  P,y  -+-  R,\ i 


étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  sera  absolument  convergente,  en 
supposant  le  système  x,  y  à  l'intérieur  du  domaine  D  :  la  série  (2)  définit,  à 
l'intérieur  de  ce  domaine,  une  fonction  P(x,  y)  uniforme  et  continue,  analogue 
aux  fonctions  thétafuchsiennes  de  M.  Poincaré,  et  jouissant,  relativement  à 
toute  substitution  du  sous-groupe  considéré,  de  la  propriété  que  définit  l'équa- 
tion suivante 

/M,ar+Pl,y  +  R,     M^+P^  +  RA   _    M  p    '    ,   R    2 

Le  quotient  de  deux  fonctions  P  fournit  enfin  une  fonction  uniforme  des  deux 
variables  indépendantes  a:,  y,  définie  dans  le  domaine  D  et  se  reproduisant 
quand  on  effectue  sur  x,  y  une  substitution  quelconque  du  groupe  considéré. 

Fuclis.  — •  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  homogènes 
dont  les  intégrales  vérifient  des  relations  homogènes  d'un  degré 
supérieur  au  premier.  (32I-3Ô2). 

Soit 
,  ,  cP  y  dy2  dy 

(I)  7Ù+P-dï^qdl.+ry  =  0 

une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  à  coefficients  rationnels  en  z;  M.  Fuchs 

suppose  qu'elle  appartient  à  ce  type  d'équations,  qu'il  a  appris  à  connaître,  telles 

que  les  intégrales,  aux  environs  d'un  point  critique  a,  puissent  être  mises  sous 

la  forme 

(z-aytf(z-a), 

r  étant  un  nombre  rationnel  et  c£(z  —  a)  une  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  z  —  a.  Suivant  l'habitude,  z  —  oo  doit  être  rem- 
placé par  —  • 

Il  suppose  ensuite  que,  entre  les  éléments  yv  y2,  y3  d'un  système  fondamen- 
tal d'intégrales,  il  existe  une  relation  de  la  forme 

le  premier  membre  étant  une  fonction  entière  et  homogène  de  yryz,y:i,  et 
l'équation  étant  supposée  irréductible.  Une  première  conséquence  consiste  en 
re  que  le  hessien  de  la  forme  /  est  la  racine  d'une  fonction  rationnelle  de  z. 
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M.  Puchs  établit  que,  si  le  degré  //  de  l'équation  «  »)  es(  égal  .1  t,  l'équa- 
tion coïncide  avec  l'équation  différentielle  linéaire  du  troisième  ordre  dont  le* 
intégrales  sont  les  carrés  des  intégrales  d'une  équation  différentielle  linéaire  <ln 
deuxième  ordre  à  coefficients  rationnels. 

Si  n  est  plus  grand  que  2,  les  intégrales  de  l'équation  (1)  -(>ni  des  foo<  lions 
algébriques  de  z;  il  y  a  alors  lieu  de  distinguer  trois  cas  : 

i°  Si  le  genre  p  de  l'équation  algébrique  (2)  est  plus  grand  que  1,  le  nombre 
des  racines  réduites  de  l'équation  algébrique  à  laquelle  satisfait  l'intégrale  gé- 
nérale de  l'équation  (1)  est  au  plus  égal  à  \. 

2°  Si  p  —  1 ,  le  nombre  des  racines  réduites  esl    -,    >.    i  OU  6. 

3°  Si  p  est  nul,  les  intégrales  de  l'équation  (1),  abstraction  faite  d'un  facteur 
commun  à  toutes,  facteur  qui  est  la  racine  d'un-'    fonction  rationnelle,  sont  des 
fonctions  rationnelles  entières  et  homogènes  du  /i,èm0  degré  d'un  système  fonda 
mental   d'intégrales  «-,,  !•„   d'une  équation   différentielle    linéaire   homogène  du 
deuxième  ordre  à  coefficients  rationnels,  algébriquement  intégrable. 

D'ailleurs  toute  équation  différentielle  linéaire  (1)  qui  est  algébriquement 
intégrable  jouit  de  cette  propriété  que,  entre  les  éléments  .»,.. »'•.),  d'un  sys 
lème  fondamental  d'intégrales,  existe  une  relation  telle  que  (a);  par  consé- 
quent, les  résultats  précédemment  énumérés  épuisent  tous  les  cas  possibles 
dans  lesquels  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  peut  être  intégrée 
algébriquement. 

Bourguet.  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (36'S-'56j). 

Hermite.  —  Sur  une  relation  donnée  par  M.  Gavlev  dans  la  tliéo- 
rie  des  fonctions  elliptiques.  (368-3-o). 

Démonstration  de  la  formule 

1  /.  '  -' 

—  A1-  snw  sn  v  snr  sns  -+-  en  a  en  v  en/'  en 5  =  7^  dnudncdnr  dn*  =  —   ',    « 

k  -  k  ' 

où  Ton  suppose  u  -+■  v -\-  r  -+-  s  =  o,  déduite  des  formules 

snx  sn  (x  H-  a)    =  tï P> 

À2  sua 

dn«    _ 

en  x  en  (  x  -h  a)   =  7-3 I, 

A-sna 

(lax  an  (x  -h  a)  —  an  a P. 

sua 


ou 


P  =  Z(x)  —Z{x-i-a)  4-Z(a). 


Netto.  —  Sur  la  théorie  des  discriminants.  (3ji-  {00). 

Le  Mémoire  de  M.  Netto  se  rattache  à  quelques  remarques  faites  par  M.  kron- 
ecker,  dans  ses  Griuulzuge  einer  arithmetischen  Théorie  der  algebraischen 
Grossen.  11  contient  d'abord  une  recherche  préliminaire  sur  la  possibilité  de 
l'égalité  entre  quelques-unes  des  1,  2,  ...,//  expressions  que  l'on  obtient  en 
permutant  de  toutes  les  manières  possibles  dv>  variables  données  a?,,  x r 
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dans  une  fonction  linéaire  de  ces  quantités  à  coefficients  indéterminés.  Seule, 
l'égalité  entre  les  variables  a  une  influence.  Toute  autre  relation  algébrique 
entre  les  variables  n'en  a  aucune.  L'auteur  établit  ensuite  que  l'égalité  de  va- 
leurs conjuguées  de  toutes  les  fonctions  d'un  genre  ne  peut  être  obtenue  égale- 
ment que  si  quelques-unes  des  variables  données  sont  égales. 

Ceci  posé,  si  l'on  considère  une  équation  spéciale  et  toutes  les  fonctions  d'un 
genre  G  formé  avec  les  racines  de  cette  équation,  le  diviseur  du  genre  G  sera, 
par  définition,  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  discriminants  de  toutes 
ces  fonctions;  il  n'y  a  de  diviseur  du  genre  (ne  se  réduisant  pas  à  un  nombre 
entier)  que  s'il  existe  des  transpositions  qui  paraissent  dans  le  groupe  qui  ca- 
ractérise l'équation  spéciale  que  l'on  considère  et  qui  ne  paraissent  pas  dans  le 
sous-groupe  déterminé  par  le  genre  G. 

D'après  cela,  ce  problème:  Trouver  tous  les  genres  qui  n'ont  pas  de  diviseurs 
du  genre,  revient  à  cet  autre  :  Trouver  chaque  groupe  ayant  des  sous-groupes 
qui  contiennent  toutes  les  transpositions  du  groupe.  Deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter :  ou  bien  le  groupe  cherché  ne  contient  aucune  transposition,  et  alors 
aucun  genre  formé  à  l'aide  des  racines  de  l'équation  caractérisée  par  le  groupe 
n'a  de  diviseur  du  genre,  et  inversement;  de  sorte  que  tous  lés  groupes  ne 
contenant  pas  de  transpositions  répondent  à  la  question  :  ce  premier  cas  se 
présente  dans  les  genres  alternés,  cycliques,  métacycliques,  demi-métacycliques; 
ou  bien  le  groupe  cherché  contient  des  transpositions,  et  alors,  pour  obtenir 
tous  les  groupes  qui  répondent  à  la  question,  M.  Netto  montre  qu'il  suffit  de 
former,  de  toutes  les  manières  possibles,  une  suite  d'équations  irréductibles 

g[x,  x',  ... ,£•(•')]  =  o,    g[x',  ...,xW]  =  o,    g[xW]--o, 

dont  la  première  soit  une  équation  générale,  et  d'éliminer  entre  elles  les  para- 
mètre x',  ...,  a?(v);  le  groupe  de  l'équation  résolvante  répond  chaque  fois  à  la 
question.  On  peut  aussi  former  ce  groupe  directement. 

On  peut,  sans  difficulté,  étendre  ces  recherches  sur  les  groupes,  en  considé- 
rant, au  lieu  de  transpositions  (xt,  x2),  d'autres  substitutions  de  types  déter- 
minés, par  exemple  du  type  (xn  x2,  x.A). 

M.  Netto  démontre,  en  terminant,  divers  théorèmes,  parmi  lesquels  nous  si- 
gnalerons le  suivant  : 

Soit  ç  une  fonction  entière  p-valente  de  n  éléments,  p  étant  plus  grand  que  n  ; 
soient  cp,,  cp2,  ...,  ?0  ces  p  valeurs;  soit  S  le  groupe  symétrique  des  n  élé- 
ments; appliquons  toutes  les  substitutions  de  S  à  la  suite  cp,,  cp,,  ...,  cp?; 
les  résultats  pourront  être  regardés  comme  des  permutations  des  éléments 
cp,,  cp2,  ...,  cp  ,  et  leur  ensemble  constitue  un  groupe  S  :  ce  groupe  ne  contient 
aucune  substitution  cyclique  dont  l'ordre  soit  un  nombre  premier. 


Tome  II,  i883. 

Goursat.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  représentées  par  des  in- 
tégrales définies.  (1-70). 

Soit  z  =  /(x,  u)  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x,  u,  jouis- 
sant des  propriétés  suivantes.  Tout  d'abord,  elle  admet,  pour  chaque  système 
de  valeurs  des  variables,   un  nombre  fini  ou  infini  de  déterminations,  mais  qui 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  (53 

sont  telles  que  le  rapport  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  une  constante. 
Si  x  est  supposé  constant,  z  considéré  comme  fonction  de  u  admet)  pour  cette 

variable,  un  nombre  limité  m  de  valeurs  singulières  vt,  v,,  . ..,  vin  dont  V 

j  tic  mi  ères  «,,  av  .  .  .,  an  ne  dépendent  pas  de  <T,  dont  les/7  auli  i  -.  //  .  //,,  . .  .,  Up 

dépendent,  au  contraire,  de  cette  rariable  el  lui  m»hi  liées  p<«r  l'équation 
<l»(x,  u)  =  o.  En  donnant  à  u  une  valeur  particulière  constante,  z  devient  une 
fonction  do  x;  M.  Goursat  admet  qu'elle  n'aii  pas  d'autres  points  critiques  que 

ceux  que  l'on  fait  correspondre  à  cette  valeur  de  u  par  l'équation  «I» (x,  u)  so; 
telle  est,  par  exemple,  la  fonction 

z  —  {u  —  a,)   *    (m  —  a2)   2    . ..(  m  —  am)  " 

X"1  X-1  X"1 

x[?,0,«)]2    [?2(^>")]2    •••  [?,,(•£>  u)Y't   V(x,u), 

©j,<ps,.. .,  pétant  des  polynômes  entiers  en  u  de  degrés  m,,  m2,  . . . ,  m  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  holomorpb.es  de  x  et  xl'(x,  u)  désignant  une 
fonction  holomorphc  de  x  et  de  m;  les  valeurs  singulières  de  u  qui  dépendent 
de  x  sont  données  par  l'équation 

*&(x,  u)  =  cp,(ar,  m)9j(#,  m)  . . .  '■?</(  x,  u)  =  o, 
et  l'on  a 

/?  =  mtH-  m2+...+  w,. 

L'objet  de  M.  Goursat  est  l'étude  des  intégrales  de  la  forme 

fz  du, 

prises  entre  deux  points  singuliers,  le  long  de  la  droite  qui  joint  ces  points. 
En  général,  le  symbole  (CD)  désigne  la  valeur  de  l'intégrale  rectiligne  fz  du 
prise  entre  les  deux  points  C,  D. 

Considérons  d'abord  une  intégrale  rectiligne  (#,-%),  et  supposons  qu'elle  ait 
un  sens,  tant  que  le  chemin  rectiligne  ne  contient  aucun  autre  des  points  pour 
lesquels  la  fonction  /(x,  u)  cesse  d'être  holomorphe  ;  cette  intégrale  est  une 
fonction  de  x  et  c'est  cette  fonction  dont  l'auteur  cherche  les  propriétés  :  il 
apprend  d'abord  quel  système  de  coupures  on  doit  pratiquer  dans  le  plan  pour 
la  rendre  holomorphc.  L'ensemble  des  valeurs  de  x  telles  que,  parmi  les  p 
valeurs  de  u,  déduites  de  l'équation  <î>(x,  u)  =  o,  il  y  en  ait  une  ou  plusieurs  si- 
tuées sur  la  droite  #;#/,,  forme,  en  général,  sur  le  plan,  un  nombre  fini  ou  infini 
de  portions  de  courbes  dont  chacune  joue  le  rôle  de  coupure  pour  l'intégrale 
considérée;  ces  coupures  sont  dites  de  première  espèce.  Si,  pour  une  valeur 
donnée  de  x  non  située  sur  les  coupures,  on  choisit  la  valeur  de  la  fonction  z 
que  l'on  prend  dans  l'intégration,  l'intégrale  («t«A)  définit,  quand  on  fait  va- 
rier x  à  partir  de  cette  valeur  et  quand  on  associe  les  valeurs  de  z  de  façon 
qu'elles  se  suivent  d'une  manière  continue,  une  fonction  analytique  de  la  variable  .r 
que  l'on  peut  continuer  tant  que  l'on  ne  rencontre  pas  de  coupures;  si  l'on 
revient  ainsi  au  point  de  départ,  on  retrouvera  la  valeur  initiale  de  (tf,tf/t)  ou 
cette  valeur  multipliée  par  une  constante,  la  seconde  circonstance  ne  pouvant 
se  présenter  que  dans  le  cas  où  le  contour  décrit  par  x  renferme  quelque  cou- 
pure à  son  intérieur;  il  faut  pour  cela  qu'il  y  ait  des  coupures  qui  ne  s'éten- 
dent point  à  l'infini;  on  complétera  alors  le  système  de  coupures  (C)  de  pre- 
mière espèce  par  des  coupures  de   seconde  espèce  (C)    s'étendant  à  l'infini  et 
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pratiquées  de  telle  sorte  qu'aucun  contour  fermé  ne  puisse,  sans  les  traverser, 
enfermer  une  coupure  de  première  espèce. 

Considérons  maintenant  les  intégrales  delà  forme  (a£-wA);  il  faut  d'abord  dé- 
finir les  fonctions  u  de  x  d'une  façon  précise;  en  partant  de  l'équation 

<I>  {x,  u)  =  o, 

on  peut  construire  dans  le  plan  des  x  un  système  de  coupures  Ct,  grâce  aux- 
quelles les  p  racines  u  de  cette  équation  deviennent  des  fonctions  holomorphes 
de  x  :  ce  sont  ces  fonctions  que  M.  Goursat  désigne  par  uv  u2,  ...,  u  ;  ceci 
posé,  soient  uh  l'une  de  ces  valeurs  et  at  l'une  des  valeurs  critiques  indépen- 
dantes de  x;  admettons  que  la  droite  aLuh  ne  contienne  aucune  autre  valeur 
singulière  et  que  l'intégrale  («jW/t)  ait  un  sens;  la  variable  x  décrivant  un 
chemin  quelconque  ne  rencontrant  pas  les  coupures  C,,  on  pourra  continuer 
la  fonction  (a^)  tant  que  le  segment  de  droite  aiuh  ne  contiendra  aucune 
autre  valeur  singulière,  et  de  la  même  façon  que  précédemment,  on  est  amené  à 
définir  un  système  de  coupures  de  première  espèce  C,  qui  peuvent  d'ailleurs 
coïncider  totalement  ou  en  partie  avec  les  coupures  C,  et  un  s}~stème  de  cou- 
pures de  seconde  espèce  C",  de  manière  à  rendre  holomorphe,  dans  le  plan 
découpé,  la  fonction  (a-aA);  au  point  aif  on  peut  maintenant  associer  les 
différents  points  uk  et  former  ainsi  p  intégrales  ;  on  voit  ici  le  rôle  des  cou- 
pures Cj,  quand  elles  ne  coïncident  pas  avec  les  coupures  C  :  en  les  traver- 
sant, on  passe  d'une  intégrale  (aiull)  à  une  autre  intégrale  (a^u,^.  Le  lec- 
teur pourra  facilement  étendre  ces  considérations  aux   intégrales  de  la  forme 

(«£,    Uh). 

Ceci  posé,  admettons  que,  sauf  pour  des  valeurs  de  x  formant  une  ou  plu- 
sieurs courbes  dans    le  plan    des  x,    il  n'y  ait  pas  trois  des  m  points  critiques 

, .          ,     .                   ,      m (m  —  i )  .  . 

v{,  c2,  ...,  vm  qui  soient  en  ligne  droite  et  que  les intégrales  (^^/() 

aient  un  sens;  l'ensemble  des  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  trois  points  v  sont  en 
ligne  droite  constituent  l'ensemble  des  coupures  de  première  espèce;  que  l'on 
complète,  pour  chaque  intégrale,  ces  coupures  par  un  système  de  coupures  de 
seconde  espèce;  ce  découpage  pratiqué  dans  chaque  portion  du  plan,  chaque 
intégrale  (vivk)  est  une  fonction  uniforme  de  x,  bien  définie  dès  que  l'on  aura 
choisi  (pour  chaque  portion)  la  valeur  de  z  que  l'on  prend  dans  l'intégra- 
tion. 

Le  but  final  que  poursuit  M.  Goursat  est  la  réponse  à  cette  question  :  «  Que 
deviennent  ces  fonctions  quand  on  fait  parcourir  à  la  variable  un  chemin  quel- 
conque? » 

Il    montre    que,    partant    d'un    point    avec    une   fonction,    on    arrive    à    \\n 

autre    point   du  plan,  avec  une  valeur  qui  est  une  fonction  linéaire  à  coeffi- 

,      m  (  m  —  i  )  „        .  .  ,        .  ,       ,   .       ,      , 

cients  constants  des fonctions  qui  repondent  a  la  région  du  plan  ou 

i         •        »      •    .        ii   -u                   m(/n  —  i)  .         .  ,         .  ,. 

se  trouve  le  point  d  arrivée;  d'ailleurs,  ces  fonctions  s  expriment  li- 
néairement au  moyen  de  n —  i  d'entre  elles,  qui  constituent  un  système  fonda- 
mental, dont  M.  Goursat  explique  la  formation  ;  finalement,  il  parvient  à  ce 
théorème  : 

l'ouïes  les  intégrales  définies  (i',^/,),  formées  comme  il  a  ele  dit  plus  haut, 
salis/ont  à  une  même  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  m  —  i  à  coef- 
ficients constants. 
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II  établit  ensuite  des  règles  pour  la  formation  de  cette  équation  et  donne 
de  nombreux  et  intéressants  exemples.  Enfin,  dana  la  dernière  partie  de  son 
Mémoire,  il  indique  diverses  voies  dans  lesquelles  on  peu!  s'engager  poui 
néraliser  les  propositions  précédentes  ci  étudie  en  particulier  certaines  inté- 
grales doubles  quise  présentent  dans  la  théorie  des  intégrales  bj  pergéométriques 
de  deux  variables. 


Âppell.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  indé- 
pendantes. (71-86). 


I.  Soient 


(0 


fy{x,  y)yfi^x  y)  y    -  •»  fA&>  X  )i 


une  suite  de  fonctions  analytiques  uniformes  des  deux  variables  indépendantes  ./; 
et  y  possédant  la  propriété  suivante  :  Pour  toutes  les  valeurs  de  v  supérieures 
à  un  entier  positif  u.,  on  peut  assigner  un  nombre  positif  av  tel  que  la  fonction 
fAx>  y)  reste  holomorpbe  tant  que  les  modules  de  x  et  de  y  restent  inférieurs 
à  a„;  de  plus,  ce  nombre  a,,  augmente  indéfiniment  avec  v.  On  peut  alors  for- 
mer une  fonction  uniforme  F  (a?,  y)  des  variables  indépendantes  x  et  y  n'ayant 
à  distance  finie  d'autres  points  singuliers  que  ceux  des  fonctions  (1)  et  telles 
que  la  différence 

soit  régulière  en  tous  les  points  singuliers  de  f„(x,  y),  à  l'exception  de  ceux 
de  ces  points  singuliers  qui  peuvent  appartenir  à  certaines  autres  des  fonc- 
tions (1). 


II.  Soient 
(a) 


gt(*>y)>  g2(*,y),  •••>  gA&>y)> 


une  suite  de  fonctions  entières  de  x  et  y  possédant  la  propriété  suivante  : 
Pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  entier  positif  u,  on  peut  assigner 
un  nombre  positif  av  tel  que  la  fonction  gv(x,y)  ne  s'annule  pour  aucun  sys- 
tème  de  valeurs  de  x  et  y  dont  les  modules  restent  inférieurs  à  av',  de  plus,  ce 
nombre  a„  augmente  indéfiniment  avec  v.  Alors,  en  désignant  par 

A",,  A,,    . . . ,  kv,    . . . 


une  suite  d'entiers  positifs,  on  peut  former  une  fonction  entière  G(x,y)  de 
x  et  y,  s'annulant  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  y,  qui  annulent  la  fonction 
S C*27»  y)->  dc  te"e  façon  que  le  quotient 

G(x,r) 


[g  (x,y))k" 


reste  fini  et  différent  de   zéro  pour  toutes  ces  valeurs,   sauf   pour  celles  d'entre 
elles  qui  annulent  en  même  temps  certaines  autres  des   fonctions  entières  (a). 
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CcLLc  fonction  G(x,  y)  est  donnée  par  la  formule 

G(x,y)  =  G{{x,  y)  G2(x,  y), 


ou 


en  désignant  par  Y„(x,  y)  un  polynôme  convenable. 

L'auteur  applique  ce  théorème  à  la  formation  de  fonctions  de  deux  variables 
simplement  périodiques. 

Crone.  —  Sur  une  espèce  de  courbes  symétriques  de  la  sixième 
classe.  (31-96). 

Les  recherches  de  l'auteur  ont  pour  point  de  départ  la  considération  d'une 
courbe  symétrique  du  sixième  ordre  et  de  la  sixième  classe  qui  est  le  contour 
apparent  d'une  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  cuspidale,  vue  d'un  point 
quelconque  sur  un  plan  quelconque.  Cette  courbe,  sans  tangentes  doubles  ni 
points  doubles,  a  huit  tangentes  d'inflexion  symétriques  deux  à  deux  et  huit 
points  d'inflexion  aussi  symétriques  deux  à  deux.  Si  le  nombre  de  tangentes 
singulières  est  augmenté,  soit  d'une  tangente  double,  soit  d'une  tangente  d'in- 
flexion, tandis  que  la  classe  de  la  courbe  reste  la  même,  on  a  des  formes  spé- 
ciales, savoir  :  une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points  de  rebroussement 
mais  sans  points  doubles,  et  une  courbe  du  troisième  ordre  sans  points  doubles 
ni  points  de  rebroussement. 

M.  Crone  montre  que  les  courbes  symétriques  de  la  sixième  classe  et  du 
sixième  ordre  à  huit  tangentes  d'inflexion  sont  les  courbes  générales  types, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  courbes  douées  des  mêmes  nombres  pliickériens  pour- 
ront être  transformées  en  des  courbes  symétriques  par  une  transformation  ho- 
mographique. 

La  courbe  symétrique  générale  et  les  deux  formes  spéciales  ont  entre  elles  la 
relation  suivante  :  si  l'on  fait  tourner  une  de  ces  dernières  courbes  autour  de 
son  axe  de  symétrie,  le  contour  apparent  de  la  surface  de  révolution  vu  d'un 
point  quelconque  sera  toujours  une  des  trois  courbes. 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables.  (97-1 13). 

Extension  aux  fonctious  de  deux  variables  de  ce  théorème  établi  par 
M.  Weierstrass  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable  :  si  F  (x)  est  une  fonc- 
tion méromorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 
du  quotient  de  deux  fonctions  entières. 

Picard  {E.).  —   Sur  des  fonctions  de   deux  variables  indépen- 
dantes analogues  aux  fonctions  modulaires.  (1  i4-i35). 
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Si  l'on  considère  les  intégrales  définies  de  la  forme 

dt 


i  » 


/ 


: 


\/'t(t-i)(l-x)(l-y) 


où  g,  h  désignent  deux  des  quantités  o,  i,  x,  y,  oo ,  ces  expressions  regai 
comme  des  fonctions  de  x  et  y  satisfont  aux  trois  équations  linéaires  simulta- 
nées aux  dérivées  partielles  : 

gx(x  —  i)(x—y)r 

=  (—  5.z2+ 4^  +  337  h- 2jk)3/>  —  3r('— y)i  +  (*— y)*i 
9y{y—*){y—&)t 

=  —  3a?  (i  —  x)p  -f-  (— 5y2+  l\xy  -\-  3y  -h  ix)cj  +  {y  —  x) z. 

Ces  équations  ont  trois  solutions  communes  linéairement  indépendantes. 

M.  Picard  établit  que,  en  désignant  par  w,,  a>2,  w.,  trois  solutions  convenable, 
les  équations 


=  V 


donnent,  pour  x  et  y,  des  fonctions  uniformes  de  u  et  v,  fonctions  qui  ne  seront 
définies,  si  Ton  pose  u  —  u' -h  iu"  et  v  —  v'  -{-  iv" ,  que  pour  les  valeurs  de  a  et  v 
satisfaisant  à  l'inégalité 

2V'-\-  lt"-h  U"2<0. 

Ces  fonctions  x  et  y  restent  invariables  quand  on  effectue  sur  u  et  v  une  infi- 
nité de  substitutions  linéaires.  Les  substitutions  fondamentales  de  ce  groupe  sont 


(S,) 
(S2) 

(S3) 
où  X  = 


U  =  Vu  —  (X  —  i), 

V  =  c+(Â-  l')u—  (i  —  X2); 
\  V  =  Vu-h(i  —  X2), 
|   y=a  i,  +  (I_'X2)w_(I_Xî; 


u  = 
v  = 


2  X  +  (  X2  —  I  )  l>  ' 

—  X  v  -t-  X2  —  i 
_2X  +  (X2—  i)vy 


— 1  +  i  v/3 


L'auteur  termine  en  indiquant  l'intérêt  que  peuvent  pré- 


senter ces  fonctions  x  et  y  dans  l'étude  des  fonctions  abéliennes  auxquelles 
conduit  la  relation  algébrique  entre  z  et  t 

z*=t(t-0(t-x){t-y), 

relation  pour  laquelle  le  nombre  caractéristique/?  est  égal  à  3;  les  fonctions 
de  u  et  de  v  définies  précédemment  jouent,  dans  la  théorie  de  ces  fonctions  abé- 
liennes, le  même  rôle  que  la  fonction  modulaire  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

\  alentiner.  —  Sur  la  théorie  des  courbes  dans  l'espace.  (i36- 
a3o). 
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La  première  Section  de  ce  Mémoire  comprend  divers  théorèmes  sur  lesquels 
seront  fondées  les  recherches  ultérieures  de  l'auteur;  un  certain  nombre  de  ces 
propositions  sont  connues,  mais  démontrées  d'une  façon  qui  appartient  à  M.  Va- 
lentiner.  D'autres  sont  nouvelles;  nous  signalerons,  en  particulier,  l'étude  qu'il 
fait  de  la  question  suivante: 

Sur  une  courbe  plane  ç>q  de  degré  q,  on  donne  mq  -h  k  points  a(À<  q),  dont 
aucun  ne  coïncide  avec  un  point  double;  une  courbe  plane  du  /*ième  ordre 
(/?  >  ni)  qui  passe  par  les  points  a  peut  être  assujettie  à  passer  par  x  points 
arbitraires  de  z>n;  quelle  est  la  plus  grande  valeur  que  l'on  puisse  donner  à  x 
et  quelle  position  occupent  alors  les  points  a?  Dans  la  seconde  Section,  l'auteur 
traite  de  la  représentation  des  courbes  gauches;  il  prend  pour  point  de  départ 
le  mode  de  correspondance  avec  les  courbes  planes  introduit  par  M.  Cayley, 
correspondance  obtenue,  comme  on  sait,  au  moyen  d'un  cône  et  d'un  monoïde; 
tel  a  été  aussi  le  point  de  départ  de  M.  Halphen  et  de  M.  Noether  dans  leurs 
Mémoires  couronnés  par  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

En  désignant  par 

?,«— «?,«-■=  ° 

l'équation  d'un  monoïde,  où  'o,n  et  cp/n_,  sont  les  premiers  membres  des  équations 
de  cônes  de  degrés  respectifs  m,  m  —  i,  qui  ont  un  même  sommet,  nous  appelle- 
rons premier  cône  le  cône  om,  second  cône  le  cône  ?,,,_,.  Cela  posé,  l'auteur 
établit  les  propositions  suivantes  : 

«  Si  l'on  considère  un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  arbitraire  a  et  conte- 
nant les  droites  qui  passent  par  le  point  et  rencontrent  une  courbe  gauche  C„ 
en  deux  points,  il  y  aura  toujours  un  monoïde  ayant  pour  sommet  le  point  a 
et  admettant  ce  cône  comme  second  cône.  » 

«  Si   le   nombre  h  des  points  doubles  d'une  courbe  plane  du  n,ème  ordre  est 

- -±— ->  cette   courbe  plane  est  la  projection  d'une   courbe  du  /iièm* 

7  <r  (  n  —  2  )  (  n  —  3  )  .     .     . .  ,         , 

ordre  ;  si,  au  contraire,  on  a  h  % — ,  ceci  n  a  lieu  que  dans  le  cas  ou 

les  points  doubles  sont  tels  qu'une  courbe  du  (n  —  4)iè,M  ordre  qui  passe  par 
h —  i  de  ces  points  passe  aussi  par  le  /iième.  » 

Dans  la  troisième  Section,  l'auteur  traite  des  rayons  doubles  (droites  qui 
rencontrent  la  courbe  en  deux  points),  en  particulier  de  l'ordre  minimum  d'un 
cône  qui  contient  tous  les  rayons  doubles  issus  d'un  point  arbitraire,  et  du 
nombre  de  ces  droites  qu'un  cône  doit  contenir  pour  les  contenir  toutes;  voici 
une  des  propositions  auxquelles  parvient  M.  Yalentiner  : 

Quand  une  courbe  gauche  cn  admet  h  —  cl —  x  points  doubles  apparents,  on 
peut  toujours  faire  passer  par  les  rayons  doubles  un  cône  du  ni,ème  ordre,  lequel 
peut  encore  être  assujetti  au  moins  à  x  conditions  si  l'on  a 

m  (  m  +  3  )        (  n  —  m  —  2  )  (  n  —  m  — -  3  )  ^        >  n  —  2 

cl  ==  — -!- — >     n  —  2  >  m  = 


Voici  maintenant  les  principaux  résultats  qui  sont  contenus  dans  la  qua- 
trième Section,  où  l'on  s'occupe  des  points  d'intersection  des  courbes  et  des 
surfaces. 

«  Si,  par  une  courbe  gauche  cn  qui  admet  h  points  doubles  apparents,  on  peut 
faire  passer  deux  surfaces  F  ,  F.  du  y>lème  et  du  q'im°  ordre,  et  si  ces  deux  sur- 
faces se  coupent,  en  dehors  de  CH,  suivant   une  courbe  irréductible  CM_„,  cetlc 
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condition,  qu'une  surface  F/w/  ,  du  (/>      7  —  u     '■  ordre  doive  passer  parc,, 

équivaut  ù 

/  ,  ^  l  (n  —  i)(n  —   ■ 

(p  +  q  —  4)i—  I- ^-    —  —  1     -    < 

conditions  simples. 

»  Sous  ces  mômes  conditions,  la  surface  V  pll  v  si  elle  contient  tous  les  points 
d'intersection  de  cn  et  de  cpq_a  moins  un,  contient  aussi  ce  dernier  point.  » 

C'est  l'analogue   d'un    théorème   bien  connu  de   M.  Cayley  pour  les  courbes 

planes. 

Enfin  la  dernière  Section  contient  de  nombreux  théorèmes  relatifs  i  diverses 
conditions  auxquelles  on  peut  assujettir  une  courbe  gauche. 

Ajoutons  enfin  que,  dans  ce  Mémoire,  M.  Valentiner  n'a  fi* ï L  que  reproduire 
et  développer  les  résultats  contenus  dans  sa  dissertation  inaugurale  :  Bidrag 
tll  Raunicurvenes  Theori,  qui  remonte  à  l'année  1881. 

Mellin  (//.).  —  Sur  la  fonction  transcendante  Q(.r)  =  T(.r) —  P(.r). 
(23i-232). 

En  posant 

R(x)  =<r22*+<r33*-f-e~44x4-..., 


on  a 


K^)  =  2l(~,)  i.2.3.  ..a  —  AxR(*-,-X), 


où  les  Ax  sont  des  coefficients  qui  peuvent  se  calculer  par  la  formule  récurrente 

A^+"AA-A_,  =  e. 

Elliot.   —    Sur  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (238-260). 

«  L'objet  de  ce  travail  est  l'intégration  d'une  équation  différentielle  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques  qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équation 
de  Lamé.  Dans  une  Lettre  adressée  à  M.  Heine  (Journal  de  Cre/le,  t.  89),  M.  Her- 
mite,  à  qui  l'on  doit  la  solution  complète  de  l'équation  de  Lamé  (Anna/i  di 
Maternât ica,  série  IT,  t.  IX),  en  a  aclievé  l'étude  par  l'examen  du  cas  où  le 
module  est  égal  à  l'unité,  et  a  fait  connaître  en  même  temps  trois  équations 
linéaires  qui  ont  pour  intégrales  les  fonctions  doublement  périodiques  de  se- 
conde espèce.  C'est  l'une  de  ces  équations  dont  je  m'occupe  ici;  elle  peut  s'écrire 

(1)  77^~"2mT77)  dz~^n~~ m "*"1^71  +  m) ****(*) +  *i]X, 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs  et  \(z)  la  fonction  elliptique  au  module  k. 

»  La  propriété  qu'ont  en  général  deux  des  intégrales  de  cette  équation  d'être 
des  fonctions  de  seconde  espèce  conduit  naturellement  à  l'introduction  de  leurs 
dérivées   Logarithmiques  qui  sont   des  fonctions  de   première  espèce,  et  à  leur 

expression    par    les   fonctions  0  (Fucus,  Journal  de  M.  IiesaL  1H78).    .Mais  on 
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n'obtient  ainsi  que  la  forme  des  intégrales,  et  les  arguments  des  fonctions  6 
qui  restent  inconnus  doivent  être  déterminés  par  d'autres  considérations. 
M.  Fuchs  a  indiqué  pour  cet  objet,  et  relativement  à  l'équation  de  Lamé,  une 
méthode  fondée  sur  les  résultats  obtenus  par  lui  dans  un  important  Mémoire 
sur  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre,  par  des 
fonctions  algébriques  {Journal  de  C relie,  t.  81).  La  transformée  à  laquelle 
donne  lieu  l'équation  de  Lamé  quand  on  change  de  variable  indépendante,  en 
substituant  la  fonction  \(z)  k  son  argument,  se  trouve  être  ainsi  un  cas  parti- 
culier d'une  classe  d'équations  linéaires,  étudiées  par  M.  Fuchs,  et  dans  les  in- 
tégrales desquelles  figureraient  les  fonctions  6  abéliennes. 

»  Lorsqu'on  reste  dans  le  domaine  des  fonctions  doublement  périodiques,  on 
peut,  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas,  arriver  directement  à  la  solution  com- 
plète de  la  question  en  cherchant  l'expression  de  la  dérivée  logarithmique  au 
moyen  de  la  fonction  ^(z)  et  de  sa  dérivée,  sous  la  forme  qui  résulte  du  théo- 
rème bien  connu  de  Liouville.  C'est  ce  que  je  me  suis  proposé  de  montrer  dans 
ce  qui  suit,  en  prenant  comme  exemple  l'équation  (i).  La  première  partie  con- 
tient la  recherche  de  l'intégrale  générale  quand  deux  solutions  sont  des  fonc- 
tions de  seconde  espèce.  La  deuxième  est  relative  aux  solutions  doublement 
périodiques  de  première  espèce.  Dans  la  troisième,  j'étudie  les  cas  particuliers 
où  le  module  est  égal  à  l'unité  ou  à  zéro,  en  mettant  à  profit  la  forme  analy- 
tique donnée  par  M.  Hermite.  » 

Bourguet.  —  Sur  les  intégrales   eulériennes  et  quelques  autres 
fonctions  uniformes.  (261-292). 

M.  Bourguet  étudie  les  fonctions  P (z)  et  Q(s)  introduites  par  M.  Prym, 

P(z)  =   I      e-xxz~ldx, 

e~xx--ldx; 

il  montre  que  Q(z)  est  une  fonction  transcendante  entière  et  donne  une  limite 
supérieure  du  module  de  cette  fonction. 
Il  rappelle  ensuite  cette  belle  proposition  de  M.  Heine,  à  savoir  que 


G<*>  =  fJT)  =  £âf*ar'dx' 


l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  qui  contient  l'origine  et  s'étend  in- 
définiment vers  les  x  négatifs  sans  être  nécessairement  fermé;  il  déduit  de  ce 
théorème  la  formule 

G  (z)  =  — .   /      e-9(  eH*1-10*?)  —  e-»(**+iog?) )  do 
ec08Wcos[(i—  z)u>  +  sinw]  du), 


et  évalue  approximativement  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  z  dans  le 
développement  des   deux   parties;   ces  évaluations  permettent  de  calculer  une 
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limite  supérieure  du  reste  de  la  série.  Il  donne  ensuite  an  moyen  pour  calculer 
exactement  les  cofficients  «I"'  ce  développement  ;iin>i  que  ceux  du  développement 

de Il  introduil  enfin  diverses  fonctions  transcendantes  entières,  savoir  : 

F,  (  ./•)       ('.(./•       i         <i  {x  -h  a)  -f- 

F2(a?)    -  \-\{x)  Y\( ./•       i)      

!',(./•;       VAx)  F,(.  /■     -0       •••• 


dont  il   indique  quelques  propriétés.  Le  Mémoire  se  termine  par  des  Tableaux 
numériques  donnant  avec  vingt  décimales  les  coefficients  des  développements  de 


F,  (a:). 


V  (x )       x(x  hi)T(arj 

>     x(x    -  i)V(x),     V{x)  —  V(x  ). 


x  (  x  -r- 1  )  e~cx  Y  (  x  ) 

Bourguet.  —  Sur  la  fonction  eulérienne.  (2()()-298). 
L'équation  P(x)  —  o  a  une  infinité  de  racines  réelles. 

Hermite  et  Lipschitz.  —  Sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
nombres.  (2go,-3o4). 

Lettre  de  M.  Hermite.  —  Soit 

F(/0  =  to(i)  +  <f>(2)4-...-t-<p(/i), 

où  <p(î)  est  le  nombre  de  diviseurs  de  i;  on  a 


V 


1  =  1 

OÙ  v  est  la  partie  entière  de  y/77 . 

Lettre  de  M.  Lipschitz.   —  On   peut  représenter  d'une  manière  analogue   la 
somme 

1=11 

i  =  i 

où  fs(i)  est    le  nombre  des  diviseurs  de  i  qui  sont  en   même  temps  dos  puis- 
sances 5ièm0s    exactes  d'un  nombre. 
On  a,  en  effet, 

ns  \        I  ns  \  (  ns 


F,(/i)  = 


où  (s)  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans   z\  M.   Lipschitz   transforme 
légèrement  cette  formule  et  en  tire  diverses  conséquences. 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  i°  série,  t.  VIII.  (Septembre  1884.)       R.n 
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Cantor  (G.).  —  Sur  une  propriété  du  système  de  tous  les  nom- 
bres algébriques  réels.  (3o5-3io). 

—  Une  contribution  à  la  théorie  des  ensembles.  (3i  1-328). 

—  Sur  les  séries  trigonométriques.  (329-335). 

—  Extension  d'un  théorème  de  la  théorie  des  séries  trigonomé- 
triques. (336-348). 

—  Sur  les  ensembles  infinis  et  linéaires  de  points.  (34()-38o). 

—  Fondements  d'une  théorie  générale  des  ensembles.  (38i-4o8). 

—  Sur  divers  théorèmes  de  la  théorie  des  ensembles  de  points  si- 
tués dans  un  espace  continu  à  n  dimension.  Première  Com- 
munication. (409-4 1 4)- 

Bendixson  (*/.).  —  Quelques  théorèmes  de  la  théorie  des  en- 
sembles. (4i5-420)- 

On  a  réuni,  dans  le  quatrième  cahier  du  second  Volume  des  Acta,  les  prin- 
cipaux Mémoires,  traduits  en  français,  de  M.  G.  Cantor  sur  la  théorie  des  en- 
sembles (  Mannigfaltigkeitslehre  ) . 

Ces  Mémoires,  publiés  dans  le  Journal  de  Borchardt  ou  dansles  Mathematische 
Annalen,  ont  été,  pour  la  plupart,  analysés  dans  le  Bulletin;  mais  la  théorie 
créée  par  M.  Cantor  est  arrivée  maintenant  à  un  degré  de  développement  qui 
permet  une  exposition  générale  que  je  vais  essayer  ici;  la  réédition  de  ces  pre- 
miers Mémoires  et  la  publication  des  Grundlagen  einer  allgemeinen  Mannig- 
faltigkeitslehre (Leipzig,  i883)  donnent  l'occasion  d'appeler  l'attention  du 
lecteur  sur  une  théorie  qui  n'est  sans  doute  ni  terminée,  ni  parfaite,  mais 
qui  offre  de  l'intérêt  au  point  de  vue  philosophique  et  qui,  dans  l'ordre  mathéma- 
tique, est  liée  assez  intimement  aux  derniers  résultats  des  recherches  sur  la 
théorie  des  fonctions,  pour  que  M.  Mittag-Leffler  ait  cru  indispensable  d'en 
rappeler  les  résultats  avant  de  publier,  sous  une  forme  complète,  les  théo- 
rèmes généraux  auxquels  l'a  conduit  l'étude  des  fonctions  uniformes. 

La  notion  de  nombre  irrationnel  joue,  dans  la  théorie  des  ensembles,  un 
rùle  essentiel,  et  il  convient,  avant  tout,  de  dire  quelques  mots  sur  ce  sujet; 
M.  Cantor  a  exposé  ses  idées  sur  cette  question  dans  un  Mémoire  sur  les  séries 
trigonométriques  {Math.  Annalen,  t.  V,  p.  283)  et  dans  les  Grundlagen;  dans 
ce  dernier  travail,  il  indique,  outre  le  mode  d'exposition  auquel  il  s'est  arrêté, 
la  façon  dont  M.  Weierstrass  introduit  les  nombres  irrationnels  dans  son  ensei- 
gnement, ainsi  que  le  résumé  des  idées  de  M.  Dedekind,  que  ce  dernier  a  ex- 
posées dans  un  travail  publié  sous  ce  titre  :  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen. 
Je  ne  veux  pas  [n'arrêter  ici  aux  critiques  dirigées  par  M.  Cantor  contre  la  dé- 
finition donnée  par  M.  Weierstrass,  critiques  dont,  je  l'avoue,  la  portée 
m'échappe.  Quant  à  l'idée  qui  a  servi  de  point  de  départ  au  travail  de  M.  De- 
dekind,   travail  que  je  ne  connais  d'ailleurs  que  par  la  citation  de  M.   Cantor, 
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elle  est  bien  <-*>iii» ij*-  en  France;  elle  ;i  été,  en  effet,  formulée,  il  j  <<  longtemps, 
dans  le  Traité d ' .  [rithmétique  de  M.  Joseph  Berl  rand,  qui,  peut-être,  ne  lui  -i  pas 
donné  les  développements  qu'elle  méritait  :  <ll<-  consiste  .1  décomposer  l'ensemble 
de  tous  les  nombres  rationnels  en  deui  classes,  chaque  nombre  de  la  première 

classe  étant  plus  petit  que  chaque  nombre  de  la  second)  j'ajoute  qu'un  tel 

mode  de  décomposition  définit  un  nombre  irrationnel  si  aucun  nombre  de  !<■ 
première  classe  n'est  plus  grand  que  tous  les  autres  h  -i  aucun  nombre  de  la 
seconde  classe  n'est  [tins  petit  que  tous  les  nombres  de  la  même  classe;  on 
peut  dire  que  le  nombre  irrationnel  ainsi  défini  est  plus  grand  que  tous  les 
nombres  (rationnels)  de  la  première  classe,  plus  petit  que  tous  les  nombres  de 
la  seconde  classe;  on  aperçoit  de  suite  la  façon  dont  on  doit  définir  i\ru\  nom- 
bres irrationnels  égaux,  un  nombre  irrationnel  plus  grand  on  plus  petit  qu'un 
autre  nombre  irrationnel,  ainsi  que  l'extension  des  propositions  fondamentales 
relatives  aux  égalités  ou  inégalités;  tout,  jusque-là,  est  très  simple  et  il  semble 
que  celte  définition  soit  celle  qui  se  présente  le  plus  naturellement  a  l'esprit 
quand  on  veut  définir  le  nombre  qui  représente  la  mesure  d'une  grandeur  con- 
tinue incommensurable  à  l'unité,  ou,  pour  rester  dans  le  champ  de  la  pure 
Arithmétique,  quand  on  veut  définir  une  racine  irrationnelle. 

Il  est  clair  aussi  qu'on  peut  aller  plus  loin  tout  en  restant  dans  la  même  voie, 
et  la  marche  qu'a  dû  suivre  M.  Dedekind  pour  étendre  aux  nombres  irration- 
nels la  notion  des  opérations  arithmétiques  se  présente  naturellement  à  l'es- 
prit. La  notion,  bien  simple  dans  l'ordre  d'idées  qui  précède,  des  valeurs  appro- 
chées d'un  nombre  irrationnel  permet  aussi  d'abandonner  cette  voie,  el  cela  mène 
naturellement  à  la  considération  des  suites  infinies  que  M.  Cantor  a  prises 
pour  point  de  départ,  ainsi  que  M.  Heine  l'avait  d'ailleurs  fait  avant  lui;  cette 
façon  de  voir  a  d'ailleurs  été  adoptée  par  divers  géomètres,  en  particulier  par 
M.  Lipschitz. 

La  notion  d'une  suite  infinie  a,,  a2,  . ..,  au,  ...  de  nombres  rationnels  jouis- 
sant de  cette  p  1*0  prié  té  que,  à  chaque  nombre  positif  e,  réponde  un  indice  n  tel 
que  l'on  ait 

I  «»+»,—  ««  I  <£ 

pour  toutes  les  valeurs  positives  entières  de  m,  parait  due  à  Cauchy,  qui  l'a  intro- 
duite dans  la  théorie  des  séries;  M. Heine  a  pris  celle  propriété  comme  définition 
de  la  limite  :  une  suite  jouissant  de  celte  propriété  a,  par  définition,  une 
limite;  que  les  définitions  soient  arbitraires,  c'est  une  règle  admise  en  lo- 
gique; mais  il  est  bien  entendu  que,  en  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  il  ne  faut 
rien  entendre  de  plus,  tout  d'abord,  clans  le  mot  limite,  que  ce  qui  a  élé  mis 
dans  la  définition,  c'est-à-dire  la  propriété  de  la  suite.  Pour  aller  plus  loin,  il 
convient  de  porter  l'attention  sur  la  propriété  suivante  de  ces  suites,  qui  es! 
fondamentale  :  «  Dans  une  suite,  telle  que  celles  qui  ont  élé  définies  plus   haut 

et  dont  les  termes  ne  deviennent  pas  infiniment  pelils  avec —>  tous  les  termes 

n 

finissent  par  avoir  le  même  signe   et  être,  en  valeur  absolue,  plus  grands  qu'un 

certain  nombre  positif.  Cette  proposition    montre  immédiatement  comment  une 

telle  suite  av  a,,  . . .  ,aH, . . .  dénombres  rationnels  et  n'admettant  point  pour  limite 

quelque   nombre    rationnel    peut,    au   point  de  \ue  de  M.  Dedekind,  définir  un 

nombre  irrationnel  en  permettant  de  ranger   tout  nombre  rationnel  a  dans  une 

classe   ou   dans  l'autre,  suivant  que  la    suite  <7: — a.  <i: — a,   ...   finit   par   avoir 

ses  termes  tous  positifs  ou  tous  négatifs;  on  .1  ici  le  lien  entre  les  deux  modes 

d'exposition;   quoi  qu'il  en  soit,  pour  en  revenir  au  point  de  vue  de  M.  Cantor, 
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si  l'on  considère  deux  suites  de  nombres  rationnels 

ana.v  ...,att,  ...,  bitb2)  ...,bn,  . .., 

ayant,  au  sens  qui  a  été  précisé  plus  haut,  chacune  une  limite,  on  dit  qu'elles 
définissent  respectivement  des  nombres  a,  b  et  l'on  a  les  relations 

a  =  b,     «  >  b,    a  <C  b 
suivant  que  les  termes  de  la  suite 

at  —  bt,  a2—b2,   . ..,  an—  bn,   ..., 

deviennent  infiniment  petits  avec  —  >  ou,  dans  le  cas  contraire,  finissent  par  de- 
venir supérieurs  à  un  nombre  positif,  ou  inférieurs  à  un  nombre  négatif.  La 
somme  des  deux  nombres  a,  b,  ou  leur  produit,  est  définie  par  Tune  ou  l'autre 
des  suites 

«iH-*n  a2-\-Jb2,   ...,  an-hbn,   ..., 

«,£,,       a2b2,      . ..,      anbn,      ..., 
• . . . ,        . . . . ,     . . . ,      . . . . ,       .... 

Les  théorèmes  élémentaires  d'Arithmétique  s'étendent  aisément  aux  nouveaux 
nombres  ainsi  définis. 

Ces  nouveaux  nombres  déduits  de  l'ensemble  (A)  des  nombres  rationnels  par  le 
procédé  qui  vient  d'être  décrit  constituent  un  ensemble  (B);  en  partant  des 
nombres  rationnels  (A)  et  des  nombres  (B)  et  appliquant  le  même  procédé  à 
l'ensemble  des  nombres  (A)  et  (B),  on  parviendra  à  définir  de  nouveaux 
nombres  (C),  etc.  M.  Cantor  regarde  les  nombres  (C)  comme  distincts  des 
nombres  (B).  Cette  distinction  me  paraît  toutefois  absolument  formelle;  elle 
ne  repose  que  sur  un  procédé  spécial  de  définition,  tandis  que  la  distinction 
entre  les  nombres  rationnels  et  les  nombres  irrationnels  est  évidemment  fondée 
en  nature;  il  n'y  a  pas  lieu,  pour  le  moment,  de  s'y  arrêter  et  je  ne  l'ai  signalée 
que  pour  montrer  le  caractère  subtil  et  métaphysique  qu'affectent  volontiers, 
comme  la  suite  le  montrera  amplement,  les  ingénieuses  spéculations  de  M.  Cantor. 

La  notion  de  nombre  réel  (rationnel  ou  non)  étant  bien  éclaircie,  l'auteur 
se  propose  d'étudier  les  ensembles  formés  de  tels  nombres.  On  dit  qu'un  en- 
semble (E)  de  nombres  réels  distincts  est  donné,  quand  on  fournit  le  moyen  de 
reconnaître  si  un  nombre  a  quelconque  appartient  ou  non  à  cet  ensemble;  tel 
est,  par  exemple,  l'ensemble  de  tous  les  nombres  entiers,  l'ensemble  de  tous 
les  nombres  positifs,  l'ensemble  de  tous  les  nombres  irrationnels,  etc.  On  peut 
d'ailleurs  concevoir  qu'un  ensemble  soit  bien  défini,  sans  qu'il  soit  donné  ex- 
plicitement; on  peut  aussi  considérer,  au  lieu  d'un  ensemble  de  nombres,  un 
ensemble  dont  les  éléments  suient  quelconques,  un  ensemble  de  points,  ou  de 
surfaces,  ou  de  lignes  dans  un  espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 
Un  ensemble  peut  être  composé  d'un  nombre  fini  ou  infini  d'éléments.  Aux 
ensembles  composés  d'un  nombre  fini  d'éléments  correspond  la  notion  de 
nombre  entier;  aux  ensembles  composés  d'un  nombre  infini  d'éléments  corres- 
pond la  notion  de  puissance.  Deux  ensembles  bien  déduis  E,  E'  s<>nl  dits 
équivalents,  ou  de  même  puissance  si  l'on  peut  les  faire  correspondre  élément 
par  élément  au  moyen  d'une  opération  à  sens  unique,  M.  Cantor  écrit  alors 
V.  (s~>  E'.  L'n  ensemble  est  de  la  première  puissance  s'il  est  équivalent  à  l'en- 
semble i,  a,  3,  ....//,  ...  des  nombres  entiers  positifs;  ses  éléments  peuvent  être 
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alors  arrangés  suivant  une  série 

Op  «jj  «i "„>    — 

On  dit  encore  qu'il  est  dénombrable.  Il  convient  d'observer  que  les  ensembles 
dénombrables  sont,  beaucoup  plus  riches  qu'il  ne  semble  à  première  vue.  Tout 
d'abord,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  nombres  compris  dans  la  formule 


où  les  n  indices  a,,  «2,  ...,  a„,  doivent  prendre  tonte-  les  valeurs  de  ïéro  à  l'in- 
fini, on  aperçoit  de  suite  qu'on  a  affaire  à  un  ensemble  de  première  puissance. 

Un  cas  particulier  de  ce  théorème  consiste  en  ce  que  l'ensemble  des  nombres 
rationnels  est  dénombrable.  M.  Cantor  montre  plus  généralement  qu'il  en  est 
de  même  de  l'ensemble  des  nombres  réels  algébriques,  c'est-à-dire  des  nombre  s 
réels  qui  sont  racines  d'une  équation  entière  à  coefficients  entiers.  Ce-  propo- 
sitions donnent  de  l'intérêt  au  théorème  suivant  : 

«  Lorsqu'on  a  une  suite  infinie  de  nombres  réels  différents  les  uns  des  autres 
se  succédant  suivant  une  loi  déterminée  quelconque 

(a)  a,,  a2,   ...,  aa,   . .., 

on  peut,  dans  chaque  intervalle  (  a,  Jâ  )  donné  d'avance,  déterminer  un  nombre  <, 

qui  n'appartient  pas  à  la  suite  (a);  il  existe,  par  conséquent,  une  infinité  de 
tels  nombres  v\:  » 

Ce  théorème  met  en  évidence  l'impossibilité  de  dénombrer  l'ensemble  des 
nombres  réels  compris  entre  deux  limites  quelconques. 

Si  l'on  considère  un  ensemble  M,  tout  ensemble  M'  dont  les  éléments  appar- 
tiennent tous  à  l'ensemble  M  est  dit  une  partie  aliquote  de  M,  ou  un  diviseur 
de  M.  Réciproquement,  M  est  dit  un  multiple  de  M'.  Le  plus  grand  commun 
diviseur  D(M,  N)  de  deux  ensembles  M,  N  est  l'ensemble  composé  des  élé- 
ments communs;  si  les  deux  ensembles  n'ont  point  d'élément  commun,  s'ils 
sont  sans  connexion,  leur  plus  grand  commun  diviseur  est  nul.  Le  plus  petit 
commun  multiple  de  plusieurs  ensembles  M,,  M,,  M3,  ...  est  l'ensemble  de 
tous  les  éléments  différents  qui  figurent  dans  ces  ensembles;  si  les  ensembles 
M,,  M2,  ...,  sont  sans  connexion,  leur  plus  petit  commun  multiple  est  leur 
produit  P,  que  M.  Cantor  écrit,  suivant  les  cas, 

P  =  (MP  M2,  M3,  ...)     ou     P  =Mt+M2-\-M3-h..., 

le  signe  =  exprimant  l'identité  des  ensembles  dont  les  symboles  figurent  dans 
les  deux  membres. 

11  est  clair  qu'une  partie  aliquote  d'un  ensemble  peut  être  de  même  puissance 
que  cet  ensemble;  par  exemple,  l'ensemble  des  nombres  pairs  est  évidemment 
équivalent  à  l'ensemble  des  nombres  entiers;  si  un  ensemble  M'  qui  divise  un 
ensemble  M  ne  lui  est  pas  équivalent,  on  dit  que  la  puissance  de  M  ,  ou  de 
tout  ensemble  équivalent  à  M',  est  inférieure  à  la  puissance  de  M.  Ainsi  l'en- 
semble dénombrable  des  nombres  rationnels  compris  entre  zéro  et  un  a  une 
puissance  inférieure  à  l'ensemble  des  nombres  réels  compris  entre  zéro  et  un. 

A  ce  fait  que  ce  dernier  ensemble  n'est  pas  dénombrable,  se  relit"  une  propo- 
sition intéressante  au  point  de  vue  philosophique,  en  ce  sens  qu'elle  met  hors 
de  doute  la  nécessité  de  faire  entrer  la  notion  de  continuité  dans  celle  de  di- 
mension; M .  Cantor  montre,  en  effet,  qu'on  peut  faire  correspondre  d'une  façon 
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complète  el  à  sens  unique  un  ensemble  continu  à  n  dimensions  à  un  ensemble 
continu  d'une  seule  dimension;  en  d'autres  termes,  les  éléments  d'un  ensemble 
continu  à  n  dimensions  peuvent  être  déterminés  à  sens  unique  par  une  seule 
coordonnée  t  continue  et  réelle,  comme  par  un  système  de  m  coordonnées 
continues,  m  étant  égal  à  n  ou  différent. 

Ainsi,  étant  donné  un  cercle  et  un  segment  de  droite  limité,  on  peut  établir 
une  correspondance  univoque  entre  chaque  point  de  la  droite  et  chaque  point 
appartenant  à  la  surface  ou  à  la  circonférence  du  cercle. 

Cette  proposition  dépend  de  la  suivante  : 

Soient  xv  x2,  ...,  xu,  n  grandeurs  réelles,  variables  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  dont  chacune  peut  prendre  toutes  les  valeurs  supérieures  ou  égales  à 
zéro  et  inférieures  ou  égales  à  un,  et  soit  t  une  autre  variable  comprise  dans  les 
mêmes  limites  (o£f<>),  on  peut  faire  correspondre  cette  grandeur  t  au  sys- 
tème des  n  grandeurs  x{,  x.2,  ...,  xn  de  telle  sorte  que  à  chaque  valeur  déter- 
minée de  t  appartienne  un  système  de  valeurs  déterminées  xvx2,  . . .,  xn  et  vice 
versa  à  chaque  système  de  valeurs  déterminées  xn  x2,  . . .,  xH  une  certaine  va- 
leur de  t. 

La  démonstration  de  cette  dernière  proposition  repose  essentiellement  sur  ce 
qu'on  peut  faire  correspondre  d'une  façon  univoque  une  valeur  quelconque 
incommensurable  de  t  comprise  entre  zéro  et  un  système  de  valeurs  in- 
commensurables des  variables  xv  x2,  ...,  xn,  comprises  elles  aussi  entre  zéro 
et  un.  La  possibilité  de  cette  correspondance  tient  à  ce  fait  qu'un  nombre  in- 
commensurable est  déLerminé  par  une  suite  infinie  de  nombres  entiers,  par 
exemple,  s'il  s'agit  d'un  nombre  incommensurable  compris  entre  zéro  et  un,  par 
la  suite  des  entiers  positifs  a,,  a2,  a3,  ...  qui  figurent  dans  la  fraction  continue 

illimitée 

i 


qui  est  égale  à  ce  nombre  :  convenons  de  représenter  une  telle  fraction  par  le 
symbole  (a,,  a2,  a3,  ...);  l'ensemble  de  n  valeurs  irrationnelles  déterminées 
des  variables  xv  x2,  . . .,  xn  se  représentera  de  même  par  n  symboles 

(a-,,  a/)2,  aJ]3,  . . .  ), 

où  i=z  i,  2,  . ..,  n,  et  l'on  fera  correspondre  d'une  façon  univoque  la  suite  de 
ces  n  symboles  et  le  symbole  (a,,  a2,  a3,  ...  )  en  supposant,  par  exemple, 


Hj-i), 


<J  ' 


où  i  —  i,  2,  . ..,  n;J  =  i,  2,  . . . ,  <x> . 

Il  suffit,  pour  compléter  la  démonstration,  de  prouver  qu'une  grandeur  \.i- 
riable  e  qui  peut  prendre  toutes  les  valeurs  numériques  irrationnelles  de  l'inter- 
valle (0, — 1)  peut  se  joindre  à  sens  unique  à  une  variable  x  comportant  toutes 
les  valeurs  réelles  du  même  intervalle  (o  —  1),  en  sorte  que,  à  chaque  valeur 
irrationnelle  de  e  comprise  entre  zéro  et  un  corresponde  une  valeur  réelle  et 
une  seule  appartenant  à  l'intervalle  (o,  1)  et  que,  réciproquement,  à  chaque  va- 
leur réelle  de  x  corresponde  une  certaine  valeur  irrationnelle  de  e.  Cette  der- 
nière proposition  se  démontre  facilement.  Le  mode  de  correspondance  que  l'on 
établit  ainsi    entre    un  espace  à    une    dimension  cl    un   espace    à  //   dimensions 
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montre  bien  le  caractère  philosophique  de  la  proposition,  car  il  ne  semble  pas 
qu'on   puisse,  au  point  de  vue  analytique,  en  tirer  aucun  parti. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  notion  des  ensembles  dérivés  dont  l'importance, 
au  point  de  \  ue  mathématique,  ne  saurait  échapper  an  recteur. 

Étant  donné  un  ensemble  (E)  dont  l<>  éléments,  en  nombre  infini,  -ont  tou- 
jours supposés  être  des  nombres  réels  distincts,  on  dit  qu'un  nombre  a  est  nne 
valeur  limite  de  cet  ensemble  si,  dans  tout  intervalle  comprenant  a,  il  existe 
une  infinité  de  nombres  appartenant  à  l'ensemble  E.  Cette  notion  s'étend  -.ms 
peine  aux  ensembles  composés  d'un  nombre  infini  de  points  distincts  dans  un 
espace  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  et  l'on  conçoit  sans  difficulté 

ce  qu'il  faut    entendre  par  un  point  limite  d'un   tel  ensemble. 

L'ensemble  des  valeurs  limites,  ou  des  points  limites,  d'un  ensemble  bien  dé- 
fini E,  de  nombres  ou  de  points,  constitue  un  nouvel  ensemble  bien  défini  H  qui 
peut  d'ailleurs  être  composé  d'un  nombre  fini  ou  infini  d'éléments.  L'ensemble 
E'  est  dit  dérive  de  l'ensemble  E.  L'ensemble  E',  s'il  est  composé  d'un  nombre 
infini  d'éléments,  donnera  de  même  naissance  à  un  second  ensemble  dérivé 
E",  etc.;  il  peut  se  faire  que,  en  continuant  indéfiniment  dans  cette  voie,  on 
trouve  un  nombre  illimité  d'ensembles  dérivés  E',  E",  E'",  ....  Il  peut  se  faire 
que,  au  bout  d'un  certain  nombre  d'opérations,  on  tombe  sur  un  ensemble  E" 
composé  d'un  nombre  limité  d'éléments;  on  écrit  alors  Y."  '  o  et  l'on  dit 
que  les  ensembles  dérivés  qui  suivent  E(")  sont  nuls.  Dans  ce  dernier  cas,  on  dit 
que  l'ensemble  E  est  du  premier  genre  et  de  la  nième  espèce;  dans  le  premier 
cas  E  est  un  ensemble  du  second  genre.  Il  est  à  remarquer  que  les  éléments  de 
l'ensemble  E'  peuvent  ne  pas  appartenir  au  premier  ensemble  E,  mais  que  les  élé- 
ments des  ensembles  E",  E'",  . . .  appartiennent  tous  nécessairement  à  E'. 

Si,  par  exemple,  on  considère  une  suite  infinie  de  nombres  a,,  a,,  ...,an,  ... 
admettant  au  sens  ordinaire  du  mot  une  limite,  l'ensemble  des  nombres  qui 
forment  cette  suite  appartiendra  au  premier  genre;  l'ensemble  dérivé  se  com- 
posera d'un  seul  nombre,  à  savoir  la  limite  de  la  suite  infinie;  l'ensemble  des 
nombres  rationnels  qui  appartiennent  à  l'intervalle  (o,  i)  a  pour  dérivé  l'ensemble 
des  nombres  réels  qui  appartiennent  au  même  intervalle  et  leurs  dérivés  suc- 
cessifs sont  identiques  à  ce  dernier  ensemble;  de  tels  ensembles,  qui  sont  iden- 
tiques à  leurs  dérivés,  sont  dits  parfaits. 

Considérons  un  ensemble  du  second  genre  E  et  ses  dérivés  successifs  E',  E",  ...  : 
ebaque  ensemble  dérivé  est  un  diviseur  des  ensembles  dérivés  qui  le  précèdent; 
soit  E(w)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  dérivés  E',  E",  E'",  . . . ,  c'est- 
à-dire  l'ensemble  des  nombres  (ou  des  points)  communs  aux  ensembles  E', 
E",  E'",  . . .,  ou  encore,  si  l'on  veut,  l'ensemble  des  nombres  (ou  des  points)  qui 
ne  disparaissent  jamais,  si  loin  qu'on  s'avance  dans  la  suite  infinie  E',  E",  ...  ; 
l'ensemble  E(w)  pourra  appartenir  lui-même  au  second  genre  et  admettre  ainsi 
une  infinité  de  dérivés  successifs  que  l'on  pourra  représenter  par  EitJ+|),  E(w+2),  ...  ; 
chacun  de  ces  dérivés  divisera  encore  les  précédents;  soit  de  même  E(-u)  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  tous  les  dérivés  E(°-'+l),  E(w+2),  ...;  si  E(-w)  est  du 
second  genre,  il  y  aura  lieu  de  considérer  le  plus  grand  commun  diviseur  E(3u) 
de  ses  dérivés  successifs  E(2c,H"1),  E^10-*"-),  ...;  en  continuant  ainsi,  on  aperçoit 
le  sens  du  symbole  E^iw+W,  où  X  et  X,  sont  des  entiers  positifs;  maintenant,  on 
représentera  parEl"*)  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tons  les  ensembles 

EM,  E(2o\  E(3w),  ..., 
qui  divise  d'ailleurs  tous  les  ensembles  compris  dans  la  formule  ES"  '•,  X,  et  /. 
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prenant  toutes  les  valeurs  entières  positives,  en  excluant  toutefois  la  combinai- 
son X  =  X,  =  o;  en  continuant  ainsi,  on  fixera  le  sens  du  symbole 

et  plus  généralement  du  symbole 

où  les  X  prennent  toutes  les  valeurs  entières  positives,  sans  toutefois  être  nuls 
à  la  fois;  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  ensembles  compris  dans 
la  formule  précédente  sera  représenté  par  le  symbole 

EK") 


Il  peut  se  faire  qu'en  continuant  toujours  on  tombe  sur  un  ensemble  composé 
d'un  nombre  fini  de  points,  et  alors  les  ensembles  dérivés  suivants  seront  nuls; 
il  peut  auss:  arriver  que  cette  circonstance  ne  se  présente  jamais.  Désignons 
par  a   l'un  quelconque  des  symboles    w,wh-i,  . . .,  \Htùn-h.  ..-h\  . 


UW, 


'*' 


que  M.  Cantor  appelle  symboles  d'infini;  on  comprend  sans  autre  explication  ce 
qu'il  faut  entendre  par  un  symbole  d'infini  qui  en  précède  un  autre.  Dans  la 
théorie  des  ensembles,  ces  symboles  ont  un  sens  très  précis  et  il  semble  difficile 
d'élever  quelque  objection  contre  leur  introduction.  Mais  l'auteur  veut  les  sé- 
parer de  la  théorie  qui  leur  a  donné  naissance,  de  la  même  façon  que,  pour 
arriver  à  la  notion  de  nombre  entier,  on  fait  abstraction  de  la  nature  des 
groupes  d'objets  que  ces  nombres  peuvent  servir  à  comparer.  Ces  symboles  d'in- 
fini, M.  Cantor  les  regarde  comme  des  nombres  entiers;  ainsi  w  sera  dit  un 
nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  tous  les  nombres  de  la  suite  na- 
turelle i,  2,  3,  ...,  n,  ...;  en  partant  ensuite  du  nombre  w,  on  forme  la  nou- 
velle suite  de  nombres  entiers  consécutifs 

tù  +  1  ,    (0  -i-   2 ,    (0  -H  3 ,    .  .  .  , 

et  2w  est  regardé  comme  un  nombre  entier  immédiatement  supérieur  aux 
nombres  de  cette  suite,  etc.  Ces  dénominations  choquent  sans  doute  les  habi- 
tudes; mais,  après  tout,  il  n'y  a  peut-être  pas  lieu  de  s'arrêter  à  la  répugnance 
que  peut  nous  causer  l'emploi  inusité  de  tel  ou  tel  vocable,  et  de  reprocher  à 
l'auteur  d'avoir  substitué  à  cette  expression  «  symbole  d'infini  »  le  mot  de 
«  nombre  »,  ou  de  dire  «  nombre  plus  petit  qu'un  autre  »  au  lieu  de  «  sym- 
bole d'infini  précédant  un  autre  symbole  ». 

Quoi  qu'il  en  soit,  clans  la  terminologie  de  l'auteur,  les  nombres  entiers  ordi- 
naires i,  2,  3,  . ..,  n,  ...  formant  la  première  classe,  ou  la  classe  (I)  des 
nombres  entiers,  puis  les  symboles  d'jnfini  ou  nombres 

w,  u  +  i,    ...,  ■X„o)"-i-\,_1a)'l-1+...-i-"X,    ...,  ww,   ...,  w«°,    ...,  a,   ..., 

formés  comme  il  a  été  expliqué,  constituent,  dans  leur  ensemble,  la  deuxième 
classe  ou  la  classe  (II)  des  nombres  entiers;  il  est  toutefois  nécessaire  d'ajou- 
ter ici  quelques  explications  qui  concernent  la  limitation  de  la  classe  (  II)  ;  si  l'on 
considère  les  nombres  de  la  classe  (I)  dans  leur  succession  naturelle,  il  est  clair 
que,  si  l'on  s'arrête  à  un  terme  quelconque  dans  la  suite  qu'ils  forment,  le 
nombre  des  termes  qui  le  précèdent  est  fini;  voici  la  propriété  des  nombres  de 
la  classe  (II)  qui  correspond  à  ce  fait  évident  :  si  l'on  s'arrête  à  un  terme  quel- 


%*'    ïCt 
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conque  de  la  <-las.se  (II),  l'ensemble  des  nombres  entiers  qui  le  précédent  dans 
les  classes  (  l  )  et  (II)  est  de  la  première  puissance;  eu  d'autres  termes,  cel  en 
semble  peut  être  arrangé  suivant  une  suite  simplement  infinie,  telle  que  u  ■ 

u2,  ...,  u  it Cela  est  bien   évident,  si   l'on  se  reporte   an  procédé  qui  ■>  été 

décrit  pour  la  formation  des  nombres  (a);  par  exemple,  l'ensemble  des  nombi es 
qui  précèdent  u"  est  compris  dans  la  formule 

V""+V,u"-'  +...-+- à. 

où  il  faut  donner  aux  \  toutes  les  valeurs  entières  i,  a »,  en  excluant  tou- 
tefois la  combinaison  X„=  \_t  =  ...  =  X  =  o.  On  a  expliqué  au  commence- 
ment de  cet  article  qu'un  tel  système  peut  toujours  se  mettre  sous  forme  d'une 
série  simplement  infinie  et  qu'il  a,  par  suite,  la  première  puissance;  d'ailleurs, 
comme  toute  suite  de  systèmes  dont  chacun  est  de  la  première  puissance  donne 
toujours  lieu,  si  elle  est  elle-même  de  la  première  puissance,  à  an  nouveau  sj  stème 
de  la  première  puissance,  il  est  clair  que,  si  loin  que  l'on  s'avance  dans  la  suite 
des  nombres  de  la  seconde  classe,  formés  par  le  procédé  décrit,  on  aura  tou- 
jours derrière  soi  un  ensemble  de  nombres  ou  de  symboles  qui  sera  de  la  pre- 
mière puissance.  La  seconde  classe  de  nombres  est  en  quelque  sorte  limitée  par 
le  caractère  de  ses  éléments;  maintenant,  il  importe  essentiellement  de  remar- 
quer que  l'ensemble  des  nombres  de  la  seconde  classe  n'est  pas  de  la  première 
puissance,  mais  bien  d'une  puissance  supérieure;  M.  Cantor  montre  qu'il  v  a 
lieu  de  regarder  cette  puissance  comme  immédiatement  supérieure  à  la  pre- 
mière et,  par  suite,  comme  étant  égale  à  deux. 

En  poursuivant  le  même  ordre  d'idées,  on  est  amené  à  introduire  un  nombre  il 
que  l'on  regarde  comme  immédiatement  supérieur  à  tous  les  nombres  de  la 
classe  (II)  et  en  partant  duquel  on  formera  la  troisième  classe  de  nombre-» 
entiers;  celle-ci  sera  limitée  par  ce  caractère  de  ses  éléments,  à  savoir  que  l'en- 
semble des  nombres  des  classes  (I),  (II),  (III)  qui  le  précédent  est  toujours 
de  la  deuxième  puissance;  l'ensemble  des  nombres  de  la  classe  (III)  est  de  la 
troisième  puissance,  etc.;  on  conçoit  ainsi  la  formation  d'une  suite  infinie  de 
classes  de  nombres,  dont  chacune  est  limitée  par  le  même  principe  et  qui  per- 
mettent de  définir  les  puissances  entières  successives. 

M.  Cantor  tire  parti  de  ces  notions  pour  le  dénombrement  d'un  ensemble 
bien  ordonné  :  le  concept  de  système  dénombrable,  précédemment  introduit, 
peut,  en  effet,  être  grandement  généralisé.  Par  ensemble  ou  système  bien  or- 
donné, il  faut  entendre  tout  système  bien  défini,  où  les  éléments  sont  unis  entre 
eux  par  une  succession  donnée  et  déterminée,  d'après  laquelle  il  y  a  un  pre- 
mier élément  du  système;  chaque  élément  (pourvu  qu'il  ne  soit  pas  le  dernier 
dans  la  succession)  est  suivi  immédiatement  d'un  autre  déterminé,  et  à  chaque 
système  arbitraire  d'éléments,  fini  ou  infini,  correspond  un  élément  déterminé, 
qui  les  suit  immédiatement  dans  la  succession  (pourvu  que  dans  l'ensemble  il 
y  ait  des  éléments  qui  suivent  tous  les  éléments  du  système  partiel  considéré). 
Ainsi,  d'un  ensemble  (av)  de  la  première  puissance,  on  peut  déduire,  de  diffé- 
rentes manières,  des  ensembles  bien  ordonnés,  par  exemple,  les  suivants  : 


(a,,  a.v   .. 

.,  av,  flvfl, 

...), 

(a2,  a,,   .. 

•i   K    «v-H> 

-..,    «,), 

(«u  «3'   •• 

•  '        -V  - 1 '     '  *  * 

,  a,,  av 

Deux  systèmes  bien  ordonnés  sont  dits  avoir  le  même  nombre  (et  ce  nombre 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2e  série,  t.  VIII.  (Octobre  1884.)  R.i  1 
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dépend  essentiellement  de  l'ordre  de  succession  des  éléments)  lorsqu'on  peut 
établir  entre  eux  une  correspondance  réciproque  à  sens  unique,  tel  que  deux 
éléments  de  l'un  des  systèmes  se  succèdent  dans  le  même  ordre  que  dans  l'autre 
système,  les  éléments  correspondants.  S'il  existe  un  tel  mode  de  correspondance, 
il  est  unique  :  ceci  posé,  en  admettant  que  le  système  i,  2,  3,  . . .,  /?,  ...  ait 
pour  nombre  o>,  les  trois  systèmes  bien  ordonnés  qui  ont  été  écrits  plus  haut 
auront  pour  nombres  respectifs  w,  u  +  i,2u. 

C'est  sur  cette  conception  que  M.  Cantor  essaye  de  fonder  une  théorie  arith- 
métique des  nombres  de  diverses  classes  et  des  opérations  arithmétiques  élé- 
mentaires à  effectuer  sur  ces  nombres. 

Voici  maintenant,  relativement  aux  ensembles  de  points  situés  dans  un  espace 
continu  (que  l'on  peut  supposer  à  n  dimensions)  une  remarque  importante: 

Soit  P  un  tel  ensemble  qui  ne  soit  pas  un  ensemble  parfait,  c'est-à-dire  qui  ne 
soit  pas  identique  à  son  premier  dérivé  P'  ;  l'ensemble  P  —  P'  jouira  de  cette 
propriété  qu'autour  de  chacun  de  ses  points  on  pourra  décrire  une  sphère  de 
rayon  fini  telle  qu'aucun  autre  point  de  l'ensemble  ne  soit  situé  à  l'intérieur  ou 
sur  la  limite  de  la  sphère.  C'est  là  le  caractère  d'un  ensemble  isolé.  11  est  aisé 
de  voir  que  tout  ensemble  isolé  Q  est  de  la  première  puissance;  cela  est  mani- 
feste si  l'ensemble  Q  peut  être  compris  tout  entier  à  l'intérieur  d'une  sphère  de 
rayon  fini.  Si  l'on  imagine  alors,  en  effet,  chaque  point  entouré  de  sa  sphère 
isolante,  on  observe  immédiatement  que  celles  de  ces  sphères  dont  le  rayon  est 
supérieur  à  un  nombre  positif  donné  quelconque  sont  en  nombre  fini  :  il  suffira 
donc  de  ranger  les  sphères  isolantes  par  ordre  de  grandeur  pour  ranger  du 
même  coup  les  points  de  l'ensemble  comme  une  suite  a,,  a,,  ...,aB, On  ra- 
mène maintenant  le  cas  où  l'espace  qui  contient  Q  est  infini  au  cas  qui  vient 
d'être  traité  au  moyen  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
Voici  maintenant,  dans  le  même  ordre  d'idées,  quelques  théorèmes  plus  généraux. 

»  A.  Un  ensemble  de  points  P  (situé  dans  un  espace  continu  G„  à  n  dimen- 
sions) ayant  la  première  puissance  ne  peut  jamais  être  un  ensemble  parfait. 

»  B.  Le  nombre  a  appartenant  à  la  première  ou  à  la  seconde  classe  de 
nombres,  soit  P  un  ensemble  de  points  tel  que  son  ensemble  dérivé  P(a)  d'ordre  a 
soit  nul;  alors  le  premier  ensemble  dérivé  PCJ  de  P  et  l'ensemble  P  lui-même 
sont  de  la  première  puissance,  sauf  les  cas  où  les  ensembles  P  ou  PO  sont  finis. 

»  C.  P  étant  un  ensemble  de  points  tel  que  son  premier  dérivé  PO  soit  de  la 
première  puissance,  il  existe  des  nombres  a  de  la  première  ou  de  la  seconde 
classe  de  nombres,  tels  qu'on  ait  identiquement 

,  Pl«)  =  o, 

et  de  tous  ces  nombres  a  il  y  en  a  un  qui  est  le  plus  petit. 

D.  Si  P  a  une  puissance  plus  grande  que  la  première,  il  existe  toujours  des 
points  qui  appartiennent  à  la  fois  à  tous  les  PW  [où  y  parcourt  tous  les  nombres 
de  la  classe  (I)  et  (II)]. 

E.  Si  P(a)  est  l'ensemble  de  tous  les  points  du  théorème  (D),  P(Q)  est  un 
ensemble  parfait;  Q,  est  le  premier  nombre  de  la  classe  III. 

F.  Si  P  —  P(n)  =  R,  R  a  la  première  puissance. 

»  G.  Il  existe  un  y,  appartenant  aux  nombres  de  la  classe  (I)ou(II),  tel  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  II  et  de  R(T)  soit  nul. 

Les  quatre  derniers  théorèmes  ont  été  énoncés  et  démontrés  par  M.  Bendixson 
dans  une  Lettre  adressée  à  M.  Cantor,  qui  était  lui-même  en  possession  des 
théorèmes  D,  E,  F. 
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Je  terminerai  cette  longue  analyse  en  donnant,  d'après  fauteur,  la  définition 
purement  arithmétique  d'un  ensemble  continu  de  points  dans  un  espace  plan 
à  n  dimensions  <i„;  un  point  est  d'abord  défini  par  le  système  de  ces  n  coor- 
données; la  notion  de  distance  s'ensuil  immédiatement.  Maintenant  un  ensemble 

infini  S  de  points  sera  dit  continu,  \  s'il  esl  parfait,  i*  -'il  esl  parfaitement 
enchaîné.  M.  Cantor  dit  que  T  esl  un  système  bien  enchaîné  quand,  considérant 
deux   points  quelconques   t  el  /'  de  ce  système  el  un   nombre  positifs  aussi 

petit  qu'on  voudra,  il  y  a  toujours  un  nombre  Gni  de  points  /,.  t t%  de  T 

tels  que  les  distances  ttv  t,t2,  ...,  tnt'  soient  toutes  plus  petites  que  z. 

M.  Cantor  fait  cette  curieuse  remarque  que  --i  'l'un  ensemble  continu  quel- 
conque, par  exemple  de  l'espace  ordinaire  E  ;i  trois  dimensions,  on  supprime  un 
ensemble  infini  de  points  de  la  première  puissance,  par  exemple  l'ensemble 
des  points  à  coordonnées  rationnelles,  l'ensemble  E*  restant,  qui  ne  sera  plus 
un  continu  au  sens  précédent,  sera  encore  connexe,  c'est-à-dire  qu'on  pourra 
en  joindre  deux  points  quelconques  par  un  trait  continu  dont  tous  les  points 
appartiennent  à  E'.  Il  donne  aux  géomètres  le  singulier  conseil  d'essayer  de 
fonder  une  mécanique  modifiée,  applicable  aux  espaces  de  la  même  nature 
que  E'.  «  Grâce  aux  résultats  de  ces  recherches,  que  l'on  comparera  avec  les 
faits,  on  arrivera  peut-être  à  obtenir  des  points  d'appui  réels  pour  l'hypothèse 
de  la  continuité  générale  de  l'espace  tel  qu'on  le  conçoit  dans  la  pratique.  » 
C'est  là  une  espérance  qu'il  est  peut-être  permis  de  ne  pas  partager. 

J.  T. 


OVERSIGT  OVER    DET  KONGELIGE  DANSKK  VinENSRABERNKS  SELSKABS  FORHAND- 
LINGER   (J). 

Année  1877. 

Steen  (A.).  —  Sur  la  loi  des  variations  des  positions  des  axes 
principaux.  (10-19). 

L'auteur  développe  de  nouvelles  expressions   servant  à   déterminer  les  axes 
principaux  d'un  corps  qui  correspondent  aux  différents  points  de  l'espace. 

Année  1879. 

Lorenz  (L.).  —  Sur  la  propagation  de  l'électricité  (41-72). 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  quelques-unes  des  propriétés  des  courbes 
du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles.  (89-122;  résumé 
en  français,  1 5-i 9). 


(')  Bulletin  de  l'Académie  Royale  danoise  des  Sciences  et  des  Lettres.  — 
Voir  Bulletin,  \r  p.  io/j. 
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Une  courbe  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles  peut  toujours  être  re- 
gardée comme  projection  centrale  de  la  courbe  d'intersection  d'un  faisceau  de 
surfaces  du  deuxième  ordre.  Les  contours  apparents  de  ces  surfaces  forment  un 
système  singulier  de  coniques  tangentes  quatre  fois  à  la  courbe.  Ce  sont  les 
propriétés  de  ce  système  dont  s'occupe  l'auteur. 

Mejer  (Osvald).  —  Sur  le  comput  ecclésiastique.  (195-234*,  ré- 
sumé en  français,  27-36). 

Année  1880. 

Colding  (A.).  —  Recherches  sur  la  vitesse  du  vent.  (41-62). 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Construction  du  huitième  point  commun 
aux  surfaces  du  second  ordre  qui  passent  par  sept  points  don- 
nés. (227-236 ;  résumé  en  français,  28-29). 

L'auteur  a  exposé  ailleurs  les  mêmes  constructions  comme  des  exemples 
d'une  théorie  des  figures  projectives  sur  une  surface  du  second  ordre  (Mathe- 
matische  Annalen,  t.  XVIII).  Le  Mémoire  actuel  en  contient  une  déduction 
indépendante  de  cette  théorie. 

Steen  (A.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  par 
des  intégrales  définies.  (23^-243). 

L'équation  différentielle  y" — axy' ■+-  \i-ay  —  o  a  (si  \i  > — 1)  pour  intégrales 
particulières 


-/. 


-  a  (.r-f-a)4 


y 

- Y-i 
et 

u.(ix-t-i)         .,       a(ui  — i)(tx — 2)(u  —  3) 
ia  2.4« 


Année  1881. 

Thiele  (T.-N.).   —  Des  formules    d'interpolation    relatives   aux. 
étoiles  doubles.  (129-155). 

Afin  de  représenter  les  mouvements  des  étoiles  doubles  qu'on  ne  peut  encore 
assujettir  à  un  calcul  d'orbite  propre,  l'auteur  recommande  l'application  do 
formules  conformes  à  la  loi  des  aires,  et,  en  particulier,  de  celles  où  la  distance 
apparente  r  dépend  du  temps  suivant  l'équation 

r2  =  /  -h  mt  -+-  nt*, 
où,  par  conséquent,  l'orbite  apparente  est  la  mémo  qui  résulterait  d'une  attrac- 
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lion  inversement  proportionnelle  an  cube  de  la  distance  apparente.  L'auteur 
discute  les  différents  <-,i>  qui  correspondent  à  cette  loi,  cl  expose  en  détail  des 
méthodes  servant  à  la  détermination  des  constantes  p.ir  les  observations. 

I/ansen  (P.-C.-V.).  —  Remarques  sur  l'intégration  (Je  L'équation 
différentielle  fl  -y- '  u )  =  °-  ('  56- 1  70  ;  résumé  en  français,  7-8  >. 

/étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  -  -  et  u,  l'auteur  cherche  l'inté 

gration  dc/l~yu)  =  o  dans    les  cas  où   u  devient  une  fonction  algébrique 

de  z  ou  une  fonction  simplement  périodique  qui,  pour  chaque  valeur  finie  de  z, 
n'a  qu'un  nombre  fini  de  valeurs. 


Année  1882. 

Oppermann  (L.).  —  Remarques  sur  notre  connaissance  des  nom- 
bres premiers  et  de  la  loi  de  leur  fréquence.  (169-179;  résumé 
en  français,  9-1  2). 

Le  but  de  cette  Communication  est  de  donner  un  aperçu,  tant  de  1  état  actuel 
de  nos  connaissances  en  ce  qui  concerne  la  quantité  et  la  distribution  des  nom- 
bres premiers  que  des  progrès  qu'on  peut  espérer  voir  se  réaliser  à  cet  égard 
dans  un  avenir  prochain. 

Christiansen  (C).  —  Méthodes  propres  à  mesurer  L'indice  de 
réfraction  de  liquides  coloriés.  (217-200). 

Année  i883. 

Christiansen  (C).  —  Me  su  rage  absolu  de  l'absorption  et  de 
l'émission  de  chaleur.  (20-07). 

Myns ter-Fischer  (J.-P.).  —  Observations  magnétiques  faites  à 
des  points  différents  du  Danemark. 

Christiansen  (C).  —  Sur  la  dépendance  de  l'émission  de  chaleur 
de  la  forme  de  la  surface.  (139-149)- 
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TIDSSKRIFT  fur  Mathematik.  Udgivet  af  H. -G.  Zeuthen  (4e  série)  (*). 

Tome  III;  1879. 

Bing  {F.).  —  Sur  la  probabilité  a  posteriori.  (1-22). 

Polémique  sur  la  même  matière   entre  MM.  Lorenz  et  Bing.  (07- 
70,  1 1 8- 1 3 1). 

M.  Bing  critique  l'application  ordinaire  de  l'extension  suivante  de  la  règle  de 
Baye  :  La  probabilité  qu'un  fait  connu  serait  le  résultat  d'une  cause  donnée  est 
proportionnelle  et  à  la  probabilité,  donnée  a  priori,  que  cette  cause  entrera  en 
activité,  et  à  la  probabilité  que  la  cause,  lorsqu'elle  entre  en  activité,  aura 
pour  effet  le  fait  connu.  La  règle  est  juste  lorsqu'on  a  une  connaissance  com- 
plète des  différentes  causes  possibles;  mais,  lorsque  cette  connaissance  est  in- 
complète, son  application  peut  conduire  à  des  paradoxes,  dont  l'auteur  ajoute 
de  nouveaux  exemples,  pris  de  la  théorie  de  mortalité,  à  ceux  qui  étaient  expo- 
sés antérieurement  par  d'autres  auteurs.  L'auteur  montre  ensuite  l'impossibilité 
de  substituer  une  autre  règle  à  celle  de  Baye  et  déclare,  en  conséquence,  qu'il 
n'existe  aucune  probabilité  a  posteriori  dans  le  cas  où  l'on  ne  connaît  pas  les 
différentes  causes  qui  peuvent  avoir  agi. 

Sous  cette  dernière  condition,  M.  Lorenz  ne  nie  pas  la  conclusion  de  M.  Bing; 
mais,  selon  lui,  cet  auteur  a  eu  tort  en  faisant  usage  de  raisonnements  d'une 
portée  beaucoup  plus  grande. 

Valentiner  {H.).  —    Théorèmes    sur  les  courbes    d'intersection 
complète  de  deux  surfaces.  (22-3o). 

Détermination  :  i°  du  nombre  de  points  d'une  surface  d'ordre  q  suffisant  à 
déterminer  sa  courbe  d'intersection  avec  une  surface  inconnue  d'ordre  p  =  q; 
20  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  d'ordre  /i  >  P  à  q 
passe  par  la  courbe  d'intersection  complète  de  surfaces  des  ordres  p  et  q;  3°  le 
nombre  des  constantes  dont  dépend  une  surface  qui  doit  contenir  une  courbe 
d'intersection  complète  inconnue  de  surfaces  d'ordres  donnés.  L'auteur  fait  ob- 
server que  c'est  à  tort  qu'on  a  supposé  qu'une  surface  du  quatrième  ordre  con- 
tient, en  général,  des  courbes  d'intersection  de  surfaces  du  deuxième  ordre. 

Zeuthen  (H. -G.).    —   Sur  la   construction   de  polygones  funicu- 
laires pour  des  forces  données  dans  l'espace.   (46-07;  96-101). 

Pour  cette  construction,  l'auteur  fait  usage  d'une  figure  des  forces  analogue 
à  celle  qu'on  applique  à  la  construction  de  polygones  funiculaires  plans. 

Tliiele  (T.-JV.)  —   Remarques   sur  la   convergence    de  fractions 
continues  périodiques.  (70-74). 

(')  Noir  Bulletin,  IIIS,  ib3. 
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Crone  (C.).  —  Démonstrations  élémentaires  el  géométriques  de 
théorèmes  sur  les  courbes  bicirculaires  du  quatrième  ordre. 
(81-86). 

Pelersen  [Jules).  —  Le  théorème  de  réciprocité.  (86-00). 

Démonstration  très  simple  de  l'extension  due  a  Jacobi  «lu  théon  un-  de  \.<  - 
gendre  sur  une  réciprocité  dans  la  théorie  des  nombres.  L'auteur  a  communi- 
qué la  même  démonstration  dans  l' American  Journal,  t.  II. 

Jensen  {J.-L.-W.-V .).  —  Représentation  indépendante  de  quel- 
ques quotients  différentiels  d'ordre  supérieur.  (90-9."^ ). 

Jensen  ^J.-L.-W.-V.).  —  Sur  la  multiplication  de  dcu\  séries  in- 
finies. (9.5-96). 

Enestrom  (G.).  —  Contributions  diverses  à  l'histoire  des  Mathé- 
matiques :  I.  Les  solutions  singulières  des  équations  diffé- 
rentielles (1  i3-i  18).  —  II.  Représentation  de  quantités  incon- 
nues par  des  lettres  ordinaires.  (i6i-i65). 

Uertzsprung  (S.).  —  Solution  et  extension  d'une  question.  (i3  [- 

140). 

La  question  proposée  était  de  trouver  le  nombre  des  tenues  d'un  détermi- 
nant, qui  ne  contiennent  aucun  élément  de  la  diagonale.  L'auteur  résout  aussi 
la  question  où  il  s'agit  des  termes  qui  ne  contiennent  aucun  élément,  ni  de  l'une 
ni  de  l'autre  des  deux  diagonales. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Hypothèses  sur  l'extraction  des  racines  car- 
rées d'Archimède.  (i45-i55). 

Après  avoir  rendu  compte  de  différentes  hypothèses,  l'auteur  en  expose  deux 
nouvelles,  l'une  de  M.  Steen,  l'autre  de  lui-même.  La  dernière  contient  une  ex- 
plication du  fait  que  les  convergentes  d'Archimède  sont  des  convergentes  a  des 
fractions  continues  sans  y  être  des  convergentes  successives. 

llansen  (P.-C.-V.).  —  Sur  l'intégration  de  différentielles  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes.  (165-170). 

Extension  au  cas  de  plusieurs  variables  de  la  considération   qu'une  intégrale 

est  la  somme  de  ses  éléments. 

Petersen  {Jules).  —  Une  remarque  sur  les  équations  aux  diffé- 
rentielles partielles.  (170- 171). 
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Tome  IV;  1880. 

Thiele  (T.-JV.).    —   Construction  des  axes  d'une  ellipse  dont  on 
connaît  deux  diamètres  conjugués.  (i-3). 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Des  paradoxes  apparents  dans  la  théorie  du 
mouvement  central.  (3-9). 

Thiele  (T.-JV.).  —  Etudes  analytiques  sur  les  principes  des  Ma- 
thématiques pures.  (33-62). 

Analyse  abstraite  des  conséquences  respectives  de  chacun  des  principes  sur 
les  opérations  numériques  élémentaires. 

Juel  (C '.).  —   Déduction  géométrique  des  propriétés  fondamen- 
tales des  surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  double. 

(8l-I08;    I  l3-I2l). 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  génération  des  surfaces  par  deux  fais- 
ceaux de  quadratiques  passant  par  la  conique  double. 

Hansted  (Birger).  —  Méthodes  pour  intégrer  certaines  équations 
différentielles  au  moyen  d'intégrales  définies.  (i2i-i35). 

Cayley  (A.).  —  Sur  le  nombre  des  constantes  de  l'équation  de  la 
surface  PS  —  QR  =  o.  (i45-i48). 

Hansen  (P.-C  -V.).    —  Remarques   sur  l'intégration  algébrique 
de  certaines  équations  différentielles  linéaires.  (148-1 54). 

Toute  fonction  algébrique  peut  être  une  intégrale  particulière  d'une  équation 
différentielle  linéaire  à  des  coefficients  rationnels.  L'auteur  montre  quelques 
dépendances  qui  doivent  avoir  lieu  entre  la  fonction  et  l'équation. 

Dahl  (C).   —   Démonstration  d'un  théorème  de  la  théorie  des 
invariants.  (  1 54 - 1  58). 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Une  démonstration  de  l'existence  de  l'inté- 
grale générale  de  l'équation  f(x, y, y')  =  o.  (161-16^). 

Petersen  (Jules).  —  Sur  les  covariants  des  formes  binaires.  (  1 77- 
190). 

Dans  ce  Mémoire,  continué  dans  Tannée  suivante  du  Tidsskrift,  l'auteur  dé- 
duit les  différents  covariants,  et  les  relations  ayant  lieu  entre  les  covariants  des 
semi-invariants  et  des  relations  qui  ont  lieu  entre  les  semi-invariants. 
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Tome  V;  1881 . 

Valentiner  (//.).  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  les  courbes 

algébriques.  (i-3). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  :  «  Si  mn  |><>miU  <lu   plan  satisfont  .< 

...                                        .,      .                                            (  m  —  1  )(  m  —  2)    . 
la  condition  que  toute  courbe  d'ordre  n  passant  parm/i  — des 

points  passera   parles    autres,  il    faut  (pour  /*>  m  >  3)    que  tous  ces    points 
se  trouvent  sur   une   courbe   d'ordre  m.  »    Le   théorème   réciproque  est   bien 

connu. 

Petersen  {Jules).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de 
Desargues,  avec  une  application.  (4_5). 

Hansted  (Birger).  —  Transformations  de  l'équation  différentielle 
linéaire  à  coefficients  constants  par  la  substitution  d'une  nou- 
velle variable  indépendante.  (0-12). 

Hansted  (Birger).  —  Notes  sur  la  détermination  des  coefficients 
de  la  mieme  puissance  d'une  série.  (12-16). 

Tucen  (C).  —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  premiers. 
(i6'-25). 

Petersen  (Jules).  — ■  Sur  les  co variants  de  formes  binaires.  [Suite, 
33-4o). 

Formation  de  semi-invariants. 

Zeutlien  (II. -G.).  —  Détermination  du  plus  grand  facteur  com- 
mun   à  deux  polynômes  par  des   déterminants.    (45-55;    109- 

124)- 

L'auteur  joint  aux  conditions  d'un  facteur  commun  d'un  certain  degré  et  à 
l'expression  du  facteur  commun  la  formation  d'une  série  de  polynômes  dont 
on  peut  faire  usage  à  l'application  du  théorème  de  Sturm.  L'auteur  complète,  à 
cet  égard,  des  règles  et  des  démonstrations  dues  à  M.  Lemonnier. 

Jensen  (J.-L.-IV.-V.).  —  Théorèmes  et  démonstrations  apparte- 
nant aux  séries  et  aux  produits  infinis.  (6*5-77). 

Les  séries  et  les  produits  sont  supposés  avoir  des  termes  et  des  facteurs  com- 
plexes. 

Thaarup  (P.).  —  Recherche  si  un  nombre  donné  est  premier. 
(77-86). 
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Paulll  (//•)•  —  Relations  entre  les  rayons  de  courbure  et  de  tor- 
sion d'une  courbe  gauche   et  de   ses  indicatrices   sphériques. 

(86-87). 

Valentiner  (E '.-C .).    —  Théorèmes  sur  certaines  courbes  algé- 
briques. (88-91). 

Falk  {M.).  —  Note  sur  les  équations  aux  différentielles  partielles. 
(97-101). 

Steen  {A.).  —  Sur  une  remarquable  égalité  de  coefficients  dif- 
férentiels de  deux  fonctions.  (10 1 -109). 

Étude  des  conditions  de  l'égalité  de 

dn(x  —  a)n+r(x  —  b)n+s  _  d"l{x  —  a)m+r(x  —  b)m^s 
dx"  dx"1 

OÙ    W  +  ft+l+/'  +  i  =  0. 

Valentiner  (E.-C). —  Théorèmes  fondamentaux  sur  les  courbes 
algébriques.  (124-126). 

Sclimidt  (Ej'gil).  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  dont 
les  équations  ne  contiennent  que  les  carrés  des  variables.  (i45- 
i56). 

Nous  signalons  le  résultat  suivant  auquel  conduit  une  transformation  des 
courbes  en  question  :  Les  tangentes  d'inflexion  d'une  courbe  rationnelle  du 
quatrième  ordre  sont  tangentes  à  une  conique.  Celle-ci  est  deux  fois  tangente  à 
celle  qui  a  pour  tangentes  les  six  tangentes  ordinaires  de  la  courbe  qui  passent 
par  les  points  doubles. 

Forchhammer  (G.).  —  Exemples  de  la  Géométrie  à  quatre  di- 
mensions. (157-166). 

Un  des  exemples  est  une  extension  du  théorème  d'Euler  sur  les  nombres  re- 
latifs à  un  polyèdre. 

Valentiner  (//.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  la  Géomé- 
trie plane. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  théorème  réciproque  à  celui  de  Caylcy  sur 
une  couche  d'ordre  n,  en  passant  par  les  points  d'intersection  de  courbes  de- 
ordres  p  et  q. 

Steen  (A.).  —  Une  équation  différentielle  linéaire,  d'après  M.  Hal- 
phen. (177-180). 
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G'ade  (Kr.).  —  Démonstration  <!<■  deux  théorèmes  sur  Les  fonc- 
tions périodiques.  (  1 8  r - 1 84 )• 

Oppermann(L,).  — Expression  explicite  de  -r-g  (x  —  u)p{x  —  b  '! ■ 


Tome  VI;  188-2. 

Ccwallln  (G.-B.-S.).  —  Déduction  et  généralisation   <!<•  la   for- 

pdu)  =  L.  (1-2). 

0 

Pelersen   (Jules).   —    Equations    aux    différentielles   partielles. 

(3-4). 

Nouvelle  déduction  de  l'intégration  de  P/>  H-  Qq  =  H. 
Zeuthen  (H. -G.).  —  Courbes  stationnaires  d'un  système.  (5-i 

Zeuthen(H.-G.).  —  Démonstration  d'une  construction  de  Chasles. 
(i3-i6). 

Sesdelin  (C).  —  Sur  la  construction  de  tangentes  à  la  courbe  de 
contact  d'une  surface  de  révolution  avec  un  cône  ou  un  c\- 
lindre  circonscrit. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Démonstration  élémentaire  de  quelques 
théorèmes  sur  le  mouvement  d'un  point.  (36-5o). 

Steen  (A.).  —  Sur  l'application  de  l'intégration  par  partie. 
(5i-55). 

Steen  (A.).  —  Une  intégrale  définie,  qui  est  fonction  disconti- 
nue. (65-68). 

/'~Hoc  sin'"«x 
Il  s'agit  de  l'intégrale     / —  dx,  regardée  comme  fonction  de  a. 

J-<*>  x 

Krebs  (C).  —  Les  axiomes  sont-ils  dus  à  l'expérience?  (81-95). 

Cavallin  (C.-B.-S.).  —  Sur  une  valeur  moyenne  dans  la  Géo- 
métrie. (90-96). 

Zeuthen  (Il.-G.).  —  Fragments  de  l'histoire  des  Mathématiques  : 
II.   La   sommation   de   séries   géométriques   dans   Euclide.    — 
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III.  Une  démonstration  par  procédés  delà  Géométrie  projective 
dans  Apollonius.  (97-101). 

Apollonius,  dans  sa  détermination  d'une  tangente  à  une  conique,  fait  usage 
de  la  conservation  du  rapport  anharmonique  par  projection. 

Meyer  (Ad.).  —  Les  axiomes  sont-ils  dus  à  l'expérience?  (11 3- 

118). 

Cette  réplique  à  l'article  de  M.  Krebs  est  encore  suivie  de  remarques  de  la 
part  du  rédacteur.  (1 19-125). 

Petersen  (Jules).  —  Sur  les  nombres  premiers.  (i38-i43). 

Expression  du  plus  petit  multiple  commun  à  tous  les  nombres  entiers  jus- 
qu'à une  limite  donnée;  application  à  un  dénombrement  approximatif  des 
nombres  premiers. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  la  construction  mécanique  des  ovales  de 
Descartes.  (i45-i55). 

Jensen  (P.-V .).  —  Déduction  par  la  Géométrie  analytique  élé- 
mentaire des  propriétés  des  courbes  engendrées  par  un  mouve- 
ment de  trois  barres.  (i54-i63). 

Falk  (M.).  —  Sur  les  dérivées  et  les  différentielles  d'une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes.  (164-182). 

Déduction  de  la  condition  de  l'existence  des  dérivées  et  de  la  différentielle 
totale.  L'auteur  expose,  avec  quelques  extensions,  ce  que  contient,  à  cet  égard, 
les  travaux  de  J.  Thomae. 

5e  série  (*).  —  Tome  I;  i883. 

Petersen  (Jules).  —  Sur  les  principes  de  la  Géométrie;  démon- 
stration du   théorème  sur  la   somme  des  angles  d'un  triangle. 

(«-«)■ 

Apparemment  l'auteur  retourne  à  des  considérations  anciennes,  en  disant  que 
les  Mathématiques  posent  arbitrairement  leurs  fondements  et  s'occupent  seu- 
lement de  la  déduction  logique  des  conséquences;  mais,  en  disant  qu'il  dépend 
de  la  conformité  des  principes  avec  l'expérience  quel  usage  on  peut  faire  des 
résultats  au  monde   physique,  il  n'est  pas  pourtant  en  désacord  sérieux  avec  la 


(')    A  partir   du  commencement  de    cette  série,    le  Tidsskrift   est   rédigé   pai 
J.-P.  Grain  ei  U.c.  Zcuihcn. 
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j>lii losophie  géométrique  de  noire  époque,  Il  obtient  une  démonstration  du 
onzième  axiome  d'Euclide  «-n  attribuant,  par  définition,  an  plan  ane  propriété 
dont  le  théorème  sur  la  somme  des  angles  esl  ane  conséquence. 

Steen  {A.).  —  Sur  les  équations  différentielles  homogènes  du  se- 
cond ordre,  (i  i-i4). 

Christensen  (S.-A.).    —   Démonstration  de  quelques  théorèmes 

sur  les  coniques,  (i/f-i-j). 

Cavallier(C  .-B.-S.). —  Déduction  de  quelques  valeurs  approxi- 
matives de  la  circonférence  d'une  ellipse.  (Z?)-on). 

Gram  (J.-P.).  —  Sur  les  quadratures  des  courbes  d'erreur. 
(65-7»). 

L'auteur  s'est  proposé  le  problème  suivant  :  «  F(x)étantun  polynôme  du  de- 
gré in —  r,  déterminer  les  in  constantes  xvxv  . ..,  xn  et  A,,  A2,  ...,  \/;,  de 
telle  manière  que 

A1F(a?1)  +  A3F(a?2)4-...+  AaF(a?Ji)=    f       *\     ¥{x)clx.  „ 

Communications  de  la  part  de  la  Société  mathématique  el  ph\- 
sique  à  Upsal,  I.  (73-78). 

La  Communication  contient  des  recherches  de  MM.  Falk  et  Meyer  sur  le 
rayon  de  convergence  de  la  série  X(an)^zn,  \x  étant  un  nombre  complexe. 

Zeuthen  {H. -G.).  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de 
Pascal.  (78-81). 

Communication  d'une  démonstration  de  M.  Haasc  à  Augsburg. 

Clwistensen  [S. -A [.).  —  Historique  de  la  théorie  des  courbures 
des  surfaces  et  des  courbes  gauches.  (97-127). 

Gram  (J.-P.).  —  Nécrologie  de  M.  Oppermann.  (i3y-i/\\). 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Fragments  de  l'histoire  des  Mathématiques  : 
IV.  Spécimens  des  solutions  de  Diophante  de  problèmes  arith- 
métiques. (  1 45  -1 56). 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  la  composition  des  vitesses  simultanées 
d'un  point.  (i56-iÔ2). 
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Oppermann.   —  Démonstration   d'un  théorème   sur  la   conver- 
gence des  fractions  continues.  (i63-i64). 

Communiquée  d'après  les  papiers  de  feu  M.  Oppermann,  par  J.-P.  Gram. 

Communications   de  la  part  de   la  Société  mathématique  et  phy- 
sique à  Upsal,  II.  (i 77-1 83). 

n 

Sommations  delà  série  N    xman,  m  et  n  étant  des  nombres  entiers,  et  de  la 

0 

n 

série  \     — -  >  m  étant  un  nombre  entier  et  positif,  proposées  par  M.  Meyer  et 

1 
exécutées  par  M.  Charlier. 

Tliiele  (T.-JV.).  —  Des  résultats  remarquables  d'interpolations. 
(i83-i85). 

Sebelien  (*/.).   —  Représentation  graphique  d'une  série  d'expé- 
riences. (186-188). 

M.  J.-P.  Gram  y  a  joint  des  remarques.  (188-190). 

Le  Tidsskrift  contient  une  des  questions  à  résoudre,  des  solutions,  des  ques- 
tions d'examen,  etc. 


JOURNAL  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von 
L.  Kronecker  und  K.  Weierstrass  (*). 

Tome  XCII;  1882. 

Kronecker  (L.).  —  Traits  fondamentaux  d'une  théorie  arithmé- 
tique des  quantités  algébriques  (2).  (1-122). 

P*  Partie. 

§  1.  Les  domaines  de  rationalité.  §  2.  Les  quantités  algébriques;  leur  classifi- 
cation en  genres.  §  3.  Les  domaines  naturels  de  rationalité  et  les  domaines  de 


(')  Voir  Bulletin,  VII2,  157. 

(2)  Réimpression  d'un  Mémoire  dédié  à  M.  E.-E.  Kummer  à  l'occasion  du  cin- 
quantième anniversaire  de  son  doctorat,  le  10  septembre  1881.  (  Voir  le  compte 
rendu  par  AI.  Molk,  t.  VIII,,  p.  \\b  du  Bulletin.) 
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genre.  §  4.  La  décomposition  <\<-  fonctions  entières  de  variables  en  facteurs  ir- 
réductibles. S  •").  Les  quantités  algébriques  entières;  leur  classification  en  es- 
pèces. §  (i.  Représentation  linéaire  des  quantités  de  l'espèce  principale  [>;ir  on 
nombre  fini  d'éléments.  S  7.  c.i^  particuliers  où  la  représentation  linéaire  des 
quantités  de  l'espèce  ne  demande  qu'un  nombre  d'éléments  égal  •>  celai  de 
l'ordre.  §  8.  Les  discriminants  des  genres  e!  des  espèces.  §  9.  Les  relations  entre 
les  discriminants  de  genres  différents  donl  l'un  est  contenu  sous  l'aul  re.  §  10.  Les 
systèmes  d'équations;  leurs  discriminants  el  leurs  résolvants  différents.  §11. I.< -^ 
systèmes  particuliers  d'équations  par  lesquels  des  quantités  algébriques  conju- 
guées sont  définies.  Le  principe  algébrique  de  o.ilni-,.  g  12.  Les  genres  de  fonc- 
tions rationnelles  de  plusieurs  quantités  indéterminées,  g  13.  Sanction  il<-  ! 
tence  arithmétique  des  quantités  algébriques. 

IIe   Partir. 

§  14.  Les  plus  grands  diviseurs  communs  de  quantités  algébriques  entières. 
§  15.  Les  diviseurs  algébriques.  §  16.  Les  diviseurs  algébriques  qui  >ont  formés 
de  formes  linéaires.  §  17.  Les  diviseurs  algébriques  généraux  ;  leur  équivalence 
avec  les  diviseurs  particuliers  qui  sont  formés  de  formes  linéaires.  §  18.  La  dé- 
composition des  diviseurs  algébriques  en  facteurs  irréductibles.  §  19.  Les  nom- 
bres algébriques  entiers  et  leurs  diviseurs.  Le  principe  kummérien  de  l'équiva- 
lence. §  20.  Introduction  de  systèmes  diviseurs  à  rangs  différents.  §  21.  Les 
propriétés  des  systèmes  diviseurs.  §  22.  Les  formes  algébriques  entières  des 
rangs  différents;  leur  équivalence  absolue;  leur  décomposition  en  facteurs  irré- 
ductibles. §  23.  L'équivalence  relative  des  formes  algébriques  entières.  §  24.  Les 
formes  fondementales,  en  particulier  les  formes  linéaires  du  règne  algébrique 
des  nombres.  §  25.  Les  équations  fondamentales;  les  formes  des  discriminants 
et  leurs  diviseurs  des  rangs  différents. 

Caspary  {F.).  —  Sur  la  transformation  de  certains  déterminants 
qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  sections  coniques.  (i23- 

■  44)- 

Le  Mémoire  s'occupe  de  la  transformation  de  certains  déterminants  qui  sont 
l'expression  de  théorèmes  connus  relatifs  aux  sections  coniques.  L'auteur  revient 
donc  sur  un  sujet  traité  à  diverses  reprises  par  MM.  Hunyady  (t.  LWXIII), 
Mertens  (t.  LXXX1V),  Pasch  (t.  LXXXIX)  (comp.  Bulletin,  IL,  p.  224;  III,, 
p.  n4;  V2,  p.  198);  mais  il  le  fait  pour  simplifier  ces  transformations  sous  un 
nouveau  point  de  vue  et  pour  faciliter  le  changement  direct  d'un  déterminant 
en  ses  formes  diverse.;.  Cette  nouvelle  méthode  d'aborder  la  question  a  été  sug- 
gérée par  Grassmann  {Ausdehnungslekre,  Berlin,  1862,  p.  3^,  etc.)  et  parait 
propre  à  être  appliquée  au  problème  d'étendre  quelques-uns  di^s  théorèmes 
connus  pour  les  sections  coniques  à  des  courbes  d'ordre  supérieur  et  même  à 
des  surfaces. 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  une  application  du  théorème  de  M.  Mit- 
tag-Leffïer,  dans  la  théorie  des  fonctions.  (i^j-i  55). 

(Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Millag-Lefller.  ) 
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r(x)r(a) 

T(x  -ha) 


a  )  jmmd  X  -+-  Il 


(—i)n(a—i)(a  — 2)  ...(a  — n) 
où  R„  =    — ■ — - i 1  et  a  positif. 

Soit  a  négatif,  et  posons  a  —  —  v  -+-  a,  v  étant  un  nombre  entier  et  a  positif, 
alors  on  trouve 

r(x)T(a) 


r(x 


g-2[^-^>} 


où  R..  =  (-0"(a-0(a-*)...(a-»)G(_/O) 


G(a?) 

2° 


I  .2 


1  + 


.  n 
x 


»      GH  (  07  )   = 


G(o?)  —  G(—  n) 


x  -h  n 


T(x)r(a  —0?) 


=  y   R„      y      «w 

^-^  07  -+-  /ï       ^arf  x  —  a  —  n 


,    „        (—  i)na(a  +  i) . ..  (a  -h  re  —  t) 

où  R„  = — et  o  <  a  <  i . 

1.2  ...  n 

Ce  résultat  subsiste   sans  modification  pour  les  valeurs  négatives  de  a.  Soit, 

enfin,  a  >  i  et  faisons  a  =  v  -+-  a,  où  v  est  entier  ;  a  positif  est  moindre  que  i  • 

Alors  nous  obtenons  la  formule 


r(o?)r(«  — o?) 


=  2 


G(x)p„ 
x  +  n 


2 


G(a?)pv+M 
o;  —  a  —  /i 


P(07), 


/  X\  f  X      \  f  X  \ 

où  G  (o?)  =  (  i )  (  i  —  )  •  •  •  (  i  —    — —  )  >    p„    ce    que    devient    R  , 

'        \  a  /  \  a  4-  i  /         \  a  H-  v  —  i  /       r"  '  " 

quand  on  change  a  en  a, 


P(07)   =  G(07) 


07  —  a 


Pv-l 


07  —  a  —  i 


Hertz  (Heinrich).  —  Sur  le  contact  de  corps  solides  élastiques. 

(156-171). 

M.  Hertz  traite  un  cas  intéressant  pour  la  pratique,  à  savoir  celui  où  deux 
corps  isotropes  élastiques  se  touchent  dans  une  très  petite  partie  de  leur  surface 
et  exercent  une  pression  finie  l'un  sur  l'autre  à  travers  cette  partie.  Les  sur- 
faces qui  se  touchent  sont  supposées  parfaitement  polies,  c'est-à-dire  qu'elles 
n'exercent  qu'une  pression  normale  entre  les  parties  en  contact.  La  partie  de  la 
surface  qui  est  commune  aux  deux  corps  après  la  déformation  est  appelée  sur- 
face de  pression,  le  contour  de  cette  partie,  figure  de  pression.  Les  recherches 
de  M.  Hertz  déterminent  la  surface  dont  la  surface  de  pression  est  une  partie 
infiniment  petite  :  elle  se  trouve  être  une  surface  de  second  ordre  qui  est  située 
entre  les  surfaces  en  contact  dans  leur  état  non  déformé;  elle  se  rapproche  plus 
de  la  figure  de  celui  des  deux  corps  qui  a  le  plus  grand  module  d'élasticité.  l>e 
plus,  le  Mémoire  résout  la  question  concernant  la  forme  et  grandeur  absolue  de 
la  ligure  de  pression,  et  le  problème  de  la  répartition  de  la  pression  normale,  à 
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l'intérieur  de  la  figure  de  pression.  L'auteur  calcule  les  dimensi  >n-.  de  l'ellipse 
de  pression  el  enfin  la  durée  de  percussion,  c'csl  à  dire  le  temps  peu  lant  lequel 
deux  corps  qui  se  choquent  sonl  en  contact. 

S  la  ht  (Il  il  h  clin).  —  Sur  le  système  de  rayons  de  deuxième  ordre 

et  de  deuxième  classe.  (172-1 80). 

Cette  construction  s'obtient  comme  spécialisation  de  cette  donnée  par  le 
même  auteur  pour  le  système  de  rayons  de  troisième  ordre  el  de  deuxième 
classe  (L  X.C1,  p.  1;  Bulletin^  \II,,  p.  1)7). 

Dedekind  (R.)  et  JVeber  (II.).   —  Théorie  des  fonctions  algébri- 
ques dune  variable.  (181-290  ». 

Introduction. 

«  Les  recherches  ont  pour  but  d'établir,  son-  un  point  de  vue  simple  et  en 
même  temps  rigoureux  et  tout  à  fait  général,  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
d'une  variable,  laquelle  est  l'un  des  résultats  capitaux  de  la  création  de  Rie- 
mann.  Dans  les  études  qu'on  a  faîtes  jusqu'à  présent  sur  ce  sujet,  on  adopte 
ordinairement  certaines  hypothèses  restrictives  sur  les  singularités  des  fonctions 
considérées,  et  l'on  ne  mentionne  qu'en  passant  les  soi-disant  cas  d'exception 
comme  cas  limites,  ou  bien  on  les  laisse  entièrement  de  côté.  De  même  on  admet 
sur  la  continuité  et  la  développabilité  certains  principes  donl  l'évidence  esl 
fondée  sur  l'intuition  géométrique  de  divers  genres.  Une  base  sûre  pour  les 
concepts  fondamentaux  de  môme  que  pour  le  traitement  général  et  libre  d'ex- 
ception peut  être  gagnée  quand  on  part  d'une  généralisation  de  la  théorie  des 
fonctions  rationnelles  d'une  variable,. en  particulier  de  la  proposition  d'après 
laquelle  chaque  fonction  entière  rationnelle  est  décomposable  en  facteurs  linéaires. 
Cette  généralisation  est  simple  et  connue  dans  le  premier  cas  où  le  nombre  que 
Riemann  désignait  par  p  a  la  valeur  zéro.  Pour  le  cas  général,  qui  esl  à 
celui  que  nous  venons  d'indiquer  comme  le  cas  des  nombres  algébriques  les 
plus  généraux  à  celui  des  nombres  rationnels,  la  voie  féconde  a  été  signalée 
parles  méthodes  employées  avec  le  meilleur  succès  dans  la  théorie  des  nom- 
bres et  qui  s'attachent  à  la  création,  faite  par  Kummer,  des  nombres  idéaux, 
méthodes  qui  sont  susceptibles  d'être  transférées  à  la  théorie  des  fonctions. 

»  Donnons,  par  analogie  avec  la  théorie  de-  nombres,  le  nom  de  corps  de  fonc- 
tions algébriques  à  un  système  de  fonctions  telles  que  les  quatre  règles  fonda- 
mentales, appliquées  à  des  fonctions  du  système,  ne  conduisent  qu'à  des  fonc- 
tions du  même  système;  alors  cette  notion  coïncide  complètement  avec  celle  de 
la  classe  riemannienne  de  fonctions  algébriques.  On  peut  envisager  une  quel- 
conque d'entre  les  fonctions  d'un  tel  corps  connue  variable  indépendante  et  les 
autres  comme  dépendant  d'elle.  Four  chacun  de  ces  0  mules  de  représen- 
»  tation  »,  il  résulte  un  système  de  fonctions  du  corps  qui  sont  à  désigner 
comme  fonctions  entières,  dont  les  quotients  épuisent  le  corps  entier.  Parmi 
ces  fonctions  entières  on  peut  encore  distinguer  des  groupes  de  fonctions  affec- 
tées des  caractères  essentiels  de  ces  fonctions  rationnelles  entières  qui  ont  un 
diviseur  commun.  11  est  vrai  qu'un  tel  diviseur  n'existe  pas  au  cas  général; 
mais,  quand  on  n'attache  pas  au  diviseur  lui-même  les  théorèmes  en  question 
sur  les  fonctions  rationnelles,   mais   plutôt    au  système   des   fonctions  divisibles 
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par  lui,  ils  se  prêtent  à  être  entièrement  appliqués  aux  fonctions  générales  algé- 
briques. C'est  ainsi  qu'on  parvient  à  la  notion  d'idéal,  nom  emprunté  aux  tra- 
vaux de  M.  Kummcr  sur  la  théorie  des  nombres  où  les  diviseurs  non  existants 
sont  introduits  au  calcul  comme  «  diviseurs  idéaux  »,  etc. 

»  Après  une  définition  convenable  de  la  multiplication,  on  peut  exécuter  tous 
les  calculs  sur  ces  idéaux  comme  sur  les  fonctions  rationnelles.  En  particulier, 
il  subsiste  le  théorème  :  «  Tout  idéal  n'est  décomposable  que  d'une  seule  ma- 
»  nière  en  facteurs  qui  ne  sont  plus  encore  décomposables,  et  qui  sont,  par 
»  conséquent,  nommés  idéaux  premiers.  Ces  idéaux  premiers  sont  l'analogue 
des  facteurs  linéaires  dans  la  théorie  des  fonctions  rationnelles  entières.  En 
s'appuyant  sur  eux,  on  parvient  à  une  définition  tout  à  la  fois  précise  et  géné- 
rale du  «  point  de  la  surface  de  Riemann  »,  c'est-à-dire  d'un  système  tout  à 
fait  déterminé  de  valeurs  numériques  qu'on  peut  attribuer  aux  fonctions  d'un 
corps  sans  s'embarrasser  dans  des  contradictions. 

»  Cette  base  étant  acquise,  une  définition  formelle  du  quotient  différentiel 
mène  alors  au  nombre  du  genre  et  à  une  représentation  toute  générale  et  élé- 
gante des  différentiels  de  première  espèce.  Vient  ensuite  la  démonstration  du 
théorème  de  Riemann-Hoch  sur  le  nombre  des  constantes  arbitraires  dans  une 
fonction  déterminée  par  ses  infinis  et  la  théorie  des  différentiels  de  deuxième 
et  de  troisième  espèce.  Jusqu'à  ce  point,  la  continuité  et  la  développabilité  des 
fonctions  recherchées  n'entre  nullement  en  considération.  Ainsi  une  lacune  ne 
serait  nulle  part  à  trouver  si  l'on  voulait  borner  le  domaine  des  nombres  em- 
ployés au  système  des  nombres  algébriques.  Une  partie  bien  délimitée  et  assez 
ample  de  la  théorie  des  fonctions  se  traite  donc  uniquement  par  les  moyens 
ressortant  de  sa  propre  sphère. 

»  On  ne  saurait  nier  que  tous  ces  résultats  ne  s'ensuivent  de  la  théorie  de 
Riemann  par  un  appareil  beaucoup  moindre  de  moyens  et  comme  cas  spé- 
ciaux d'une  généralité  bien  vaste;  mais  on  sait  que  cette  théorie  présente  en- 
core certaines  difficultés  relatives  à  la  rigueur  des  démonstrations;  et,  en  atten- 
dant qu'on  ait  pleinement  réussi  à  vaincre  ces  difficultés,  nous  pensons  que  le 
chemin  frayé  par  nous,  ou  au  moins  une  voie  semblable,  est  le  seul  qui  conduise 
au  but  avec  une  rigueur  et  une  généralité  suffisantes  pour  la  théorie  des  fonc- 
tions algébriques.  Ainsi  la  théorie  des  idéaux  se  simplifierait  même  d'une  ma- 
nière extraordinaire,  si  l'on  voulait  postuler  la  notion  de  surface  riemannienne, 
et,  en  particulier,  celle  d'un  point  sur  elle,  conjointement  avec  les  intuitions 
qui  se  fondent  sur  la  continuité  des  fonctions  algébriques.  Inversement,  la 
théorie  des  idéaux  s'établit  algébriquement  dans  notre  travail  par  un  long  dé- 
tour et  fait  naître  une  définition  tout  à  fait  précise  et  rigoureuse  du  «  point  de 
la  surface  riemannienne»,  laquelle  peut  servir  aussi  de  base  à  la  recherche  de  la 
continuité  et  des  questions  qui  s'y  rattachent.  Nous  excluons  encore,  à  présent, 
de  notre  recherche,  les  questions  qui  comprennent  aussi  celles  relatives  aux  in- 
tégrales abéliennes  et  aux  modules  de  périodicité.  » 

/-  Partie. 


$  1.  Corps  de  fonctions  algébriques.  $  2.  Normes,  traces  et  discriminants. 
^  3.  Le  système  des  fonctions  entières  de  c  dans  le  corps  il.  $  i.  Les  modules 
de  fonction.  £  5.  Congruences.  S  6.  Normed'un  module  par  rapport  à  un  autre. 
,tj  7.  Les  idéaux  dans  o.  S  8.  Multiplication  et  division  des  idéaux.  S  0.  Lois  de 
la    divisibilité    des    idéaux.    «5    10.    Les    bases    complémentaires   *\u    corps    12. 
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$  11.  L'idéal  de  ramification.   §    12.  Les  fonctions   fractionnaires  <l<-  z  dans  le 
corps  n.  §  13.  Les  transformations  rationnelles  des  fonctions  du  corps  û, 
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§  14.  Les  points  de  la  surface  riemannienne.  >;  15.  Les  nombres  d'ordre. 
§  l(j.  l'oints  conjugués  et  valeurs  conjuguées.  s  17.  Représentation  des  fonctions 
du  corps  £l  par  des  quotients  de  polygone.  ?;  18.  Polygones  équivalents  el 
classes  de  polygones.  §  19.  Les  faisceaux  de  polygones.  >  20.  Rabaissement  de 
la  dimension  d'un  faisceau  par  des  conditions  de  divisibilité.  §  21. Les  dimensions 
des  classes  de  polygones.  §  22.  Les  bases  normales  de  n.  .^  23.  Les  quotients  dif- 
férentiels. >?  24.  Le  genre  du  corps  n.  $  25.  Les  différentiels  dans  n.  §  26.  Les 
différentiels  de  première  espèce.  §  27.  (liasses  de  polygone  de  première  et  de 
seconde  cspèec.  §  28.  Le  théorème  de  Riemann-Roch  puni-  le-  classes  propres. 
§  29.  Le  théorème  de  Riemann-Roch  pour  les  classes  impropres  de  première 
espèce.  §  30.  Classes  impropres  de  deuxième  espère,  s,  31.  Les  différentiels  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce.  §  32.  Lés  résidus.  «5  33.  Relation  entre  les  dif- 
férentiels de  première  et  de  deuxième  espèce. 

Konigsberger  (-£•)•  —  Sur  l'irréductibilité  d'équations  différen- 
tielles. (291-300). 

Une  équation  différentielle  algébrique  est  irréductible  lorsqu'elle  est  irréduc- 
tible par  rapport  au  plus  haut  quotient  différentiel  au  sens  algébrique  <'t  quelle 
ne  possède  aucune  intégrale  algébrique  d'un  ordre  quelconque.  Ou  bien  :  si  une 
équation  différentielle  qui  est  irréductible  au  sens  algébrique  par  rapport  au 
plus  haut  quotient  différentiel  a  une  intégrale  commune  avec  une  autre  équa- 
tion différentielle  et  que  cette  intégrale  ne  soit  pas  en  même  temps  une  inté- 
grale d'une  équation  différentielle  d'ordre  inférieur,  l'équation  proposée  aura 
toutes  ses  intégrales  communes  avec  l'autre,  c'est-à-dire  elle  en  est  une  inté- 
grale algébrique. 

Notlier  (M.).  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  fonctions  al- 
gébriques. (Extrait  d'une  lettre  à  M.  Fuclis).  (3oi-3o3). 

Démonstration  de  ce  théorème  de  M.  Wcicrstrass  :  «  Dans  la  classe  de  fonc- 
tions définie  par  l'équation  irréductible  algébrique  /(s,  x)  =0  du  genre  p,  il 
n'existe  pas  de  fonction  rationnelle  de  s,  z  qui  ne  devienne  infinie  d'un  ordre 
p.</?  +  i  que  dans  un  seul  point,  mais  choisi  arbitrairement  (s0,  z0). 

Hunyady  (Eugen).  —  Sur  le  lieu  géométrique  des  centres  de 
cônes  de  second  degré  qui  passent  par  six  points  donnés.  (3o/j- 
3o6). 

Réduction  de  l'équation  donnée  pour  ce  lieu,  par  M.  Cayley,  à  celle  déve- 
loppée par  M.  Hierholzer. 

Hunyady  (Eugen).  —  Complément  au  Mémoire  :  Sur  les  formes 
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différentes   de    l'équation    de    condition    qui    exprime   que   six 
points  sont  situés  sur  une  section  conique.  (3o^-3io). 

Voir  t.  LXXXI1I,  p.  76  du  même  Journal;  Bulletin,  II2,  p.  22^. 

Frobenius  et  Stickelberger.  —   Sur  la  différen dation   des  fonc- 
tions elliptiques  par  rappoit  aux  périodes   et  aux    invariants. 

(3i  1-327). 

Considérons,  outre  l'argument  u  des  fonctions  elliptiques,  les  périodes  2w  et 
2u'  comme  variables  indépendantes  qui  ne  soient  soumises  qu'à  la  condition  de 
ne  devenir  ni  infiniment  grandes  ni  infiniment  petites  et  d'avoir  un  quotient 
non  réel.  Alors  les  invariants  correspondants  g2  et  gA  sont  aussi  des  variables 
indépendantes  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  finies  pour  lesquelles  le  discri- 
minant g*  —  27§*3  ne  s'évanouit  pas.  Les  périodes  étant  données,  on  calcule  les 
invariants  au  moyen  de  ces  équations 

(0  %■>  =  60     7       : ; — —■>        g,  =  iAo     7 ; — —,-> 

W  bl  J^    (2VU  +  2V'w')'  &3  ^     ^4    (2VW  +  2VW)6 

où  les   nombres  v,  v'  parcourent    tous    les    couples   de   nombres  entiers   depuis 
—  00  à  -+-  00  ,  à  l'exception  du  couple  o,  o  ;  ou  bien,  posant 

0/ 
(2)  x  =  -,     h  =  &**, 

w 

et  supposant  l'ordonnée  de  la  quantité  complexe  x  positive, 


I      11  cr    —  t  _l_  o/in      ^  ■ 

J^ài     l—li1'- 


216^3=  i-5o4^    JZTK* 


Pour  trouver  les  équations  aux  différences  partielles  auxquelles  satisfait  une 
fonction  elliptique  considérée  comme  fonction  de  trois  variables,  les  auteurs 
l'envisagent  d'abord  comme  fonction  de  u,  w,  w',  et  puis  ils  transforment  les 
équations  différentielles  obtenues  en  introduisant  pour  w,  10'  les  variables  g„  g3. 
Enfin  ils  réunissent  dans  des  groupes  les  équations  différentielles  qui  existent 
enti'e  les  périodes,  les  invariants,  les  périodes  des  intégrales  de  seconde  espèce 
et  les  invariants  transformés  par  une  transformation  linéaire  des  périodes. 

§  1.  Les  périodes  2w,  2w'  comme  variables  indépendantes.  §  2.  Les  invariants 
Sv  gy  §  3-  Les  périodes  2t,,  2t/.  §  -i.  Le  rapport  des  périodes  et  l'invariant  ab- 
solu. §  5.  Transformation  des  périodes. 

Vogt  (Heinrich).  —   Sur  les  sphères  qui  louchent  un   quadrila- 
tère gauche.  (328-34i)- 

Il  y  a,  en  général,  buit  Sphères  qui  touchent  les  côtés  d'un  quadrilatère  gauche 
quelconque.  Si  la  somme  de  deux  côtés  quelconques  d'un  quadrilatère  gauche 
est  égale  à  la  somme  des  deux  autres,  le  quadrilatère  est  touché  par  une  infi- 
nité de  sphères  dont  les  centres  sont  situés  sur  une  droite;  outre  celles-ci.  il  y 
a  encore  quatre  sphères  louchantes  qui  n'appartiennent  pas  à  ce  faisceau. 
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Maint  (John-C).  —  Sur  certaines  intégrales  définies.     I  î  i-  >|Si. 

Quelques  observations  sur  des  intégrales  qui  se   ramènent  à  des  intégrales 
elliptiques. 

Slern  {M. -A.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  nombres  de  Ber- 
noulli.  (349~.i5o). 

Les  nombres  de  Dernoulli  vont  en  croissant:  il  n'j  en  .t  que  deux  égaux 


B2=D4=  ± 

M) 


Prix  Jablonowskl  pour  1 885. 


ANNALI  di  Matematica  pura  ed  applicata. 

2«  série.  —Tome  XI;  1882-1883  ('). 

Volterra.  —  Sur  certaines  conditions  caractéristiques  des  fonctions 
d'une  variable  complexe.  (i-55). 

Voici  les  principaux  problèmes  traités  par  l'auteur  : 

Etant  donné  dans  le  plan  d'une  variable  complexe  un  champ  S  que  l'on 
peut  représenter  d'une  manière  conforme  sur  un  cercle  et  qui  est  limité  par  un 
contour  s  formé  de  portions  de  courbes  analytiques,  déterminer  une  fonction 
w  =  u  -4-  iv  de  la  variable  z  qui  soit  continue  et  monodrome  dans  S  et  telle 
que,  sur  une  partie  du  contour,  u  prenne  des  valeurs  prescrites  à  l'avance,  et 
qu'il  en  soit  de  même  pour  v  sur  le  reste  du  contour.  Le  problème  est  résidu 
pour  le  cercle  au  moyen  de  la  formule 

i(--  -) 

-*'(--*;>(-->  /  /(w) «  b     •      d» 


(z  —  em)\/  sin sin- 


•iiz 


i  /  sin 


ysia' 


bi      .      10 


( c  —  e'w) ^/  sin sin 


où/(a>),  y,  (w)  soni  des  fonctions  réelles,  finies  <i  aptes  à  l'intégration  de  la 
variable  réelle  to  ;  l'auteur  montre  que  si  l'on  considère  un  point  o>  =  a  de  l'are 
(o,  0)  pour  lequel  la  fonction  f  n*.iii  pas  di-  discontinuité  de  seconde  espèce  et 
(|ui  ne  soit  pas  une  des  extrémités  de  l'arc,  la  partie  réelle  de  w(z)t  quand  on 


(')  Voir  Bulletin,  VI.,,  io3. 
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s'approclie  du  point  a,  tend  vers 

/(a-f-o)  4-/(a  —  o 


Les  choses  se  passent  pareillement,  relativement  à  la  partie  imaginaire  de 
w(z)  et  à  la  fonction /,(  w)  pour  les  divers  points  de  l'arc  (6,  21:). 

Déterminer  une  fonction  w  =  u  -+-  w  de  variable  complexe  z  monodrome,  finie 
et  continue  pour  tous  les  points  de  l'intérieur  et  de  la  circonférence  d'un  cercle 
de  rayon  1  et  qui  satisfasse,  pour  les  points  des  arcs  (A  ,  8  +,  )  du  contour,  aux 
conditions  suivantes 

À,«(e)-+- 8,0(6)  =  F(8)(/>=  i,  a,. ..,»), 

A  et  B  étant  des  nombres  réels  qui  ne  varient  qu'avec/?  et  F  (8)  étant  une 
fonction  réelle  finie,  continue,  à  dérivée  finie  et  continue. 

Déterminer  les  fonctions  w(z)  =  u-\-  iv  qui,  a  l'intérieur  d'un  champ  donné, 
sont  monodromes  finies  et  continues,  et  qui,  lorsqu'on  s'approche  d'un  point 
quelconque  s  du  contour,  le  long  de  la  normale  au  contour  en  ce  point,  sont 
telles  que 

/(*)«-+-?  (s)v 

tende  avec  continuité  vers  une  limite  6(5),  les  fonctions  réelles  /(s),  ?(s), 
8(5)  étant  soumises  à  certaines  conditions  relatives  à  la  continuité  et  à  l'existence 
des  dérivées  premières  et  secondes.  Le  problème  est  résolu  dans  le  cas  du  cercle, 
puis  dans  le  cas  du  champ  compris  entre  deux  cercles  concentriques;  la  solution 
est  étendue  à  d'autres  champs  dont  on  peut  faire  la  représentation  conforme  sur 
un  cercle,  ou  sur  une  couronne. 

Dillner  (G.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  du 
problème  des  N  corps.  (56-64)- 

Ce  travail  fait  suite  à  un  Mémoire  de  l'auteur,  inséré  dans  les  Actes  de  la 
Société  royale  des  Sciences  d'Upsal  pour  l'année  1877.  Les  équations  du 
mouvement  y  sont  mises  sous  une  forme  très  symétrique,  à  l'aide  de  transfor- 
mations qui  reposent  sur  une  identité  remarquable  communiquée  par  M.  Coran 
Dillner  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  dans  la  séance  du  3i  janvier  1882. 

Mittag-Lefjler.  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles 
de  M.  Hermite  du  troisième  et  du  quatrième  ordre  dont  les 
intégrales  n'admettent  que  des  infinis  du  premier  ordre.  (65-8o). 

L'auteur,  se  proposant  de  poursuivre  la  voie  ouverte  par  M.  Hermite  dans  ses 
belles  recherches  sur  l'équation  de  Lamé,  considère  les  équations  différentielles 
linéaires  dont  les  coefficients  sont  des  fondions  doublement  périodiques  <l<- 
la  variable  x,  avec  les  deux  périodes  2K  et  >/k\  ne  deviennent  infinis  que. 
pour  x  —  iYJ  et  les  points  congruents  et  dont  l'intégrale  générale  est  une 
fonction  méromorphe  de  x.  Ces  équations  différentielles,  d'après  M.  Fuchs 
{Comptes  rendus,  22  mars  1880),  sont  de  la  forme  suivante 

.»•'■')    h'f,(i')/("--)^...-r?N.1(x)/-h?„(x)j-      O, 
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où 

!p3(d?)         y,,         v.Mi-'r. 


où  les  constantes  a,  $,  y,  ...  doivent  d'ailleurs  satisfaire  a  certaines  conditions. 
M.  Mittag-Leffler  annonce  qu'il  esl  en  mesure  de  classer  ces  diverses  équations, 
quel  que  soit  l'ordre  d'infinité  des  pôles  que  présentent  les  intégrales,  et  d'in- 
tégrer  les  diverses  (hisses  d'équations.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  se  borne  à 
étudier  les  équations  du  troisième  el  du  quatrième  ordre  pour  lesquelles  l'i n- 
tégrale  générale  n'a  que  des  pôles  du  premier  ordre. 

D'après  un  théorème  de  M.  Picard,  précisé  d'ailleurs  par  M.  Mittag-Leffler, 
une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  doublement  périodiques,  >i  elle 
admet  une  intégrale  uniforme,  admet  une  intégrale  uniforme  y  (x)  telle  que  l'on 
ait 

<\i(x  H-  9.K)  —  \J.^(x),      ty(X  +2ÎK')  —  Vy  (x), 

U.  et  v  étant  des  constantes  convenables. 

Dans  l'hypothèse  précédemment  admise,  l'équation  doit  admettre  comme  in- 
tégrale.une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  avec  le  seul  pôle 
tlv';  en  adoptant  les  notations  de  M.  Hermite,  on  exprime  cette  intégrale  par  le 

produit  d'une  exponentielle  où  figure  une  constante  arbitraire  a  multipliée  par 

,     ,      ,.  H  (  x  H-  o)  )  ,  ,  •       • 

une  expression  de  la  forme  — — — ; — >    oj  étant  une  constante  arbitraire  ;  en 

0  (x) 

remplaçant,  dans  l'équation  donnée  par  M.  Fuchs,  y  par/(.r)  et  x  par  iK'-4-  £, 

développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  s  et  écrivant  que  le  premier 

membre  n'est  pas  infini  pour  e  —  o,  on  obtient  n  -f- 1  relations  entre  les  coefficients 

de  l'équation  et  les  constantes  X  et  u  :  on  obtient  aussi  deux  types  d'équations 

du  troisième  ordre  et  quatre  types  d'équations  du  quatrième  ordre.  Les  calculs 

sont  entièrement  développés  dans  le  Mémoire  de  M.  Mittag-Leffler. 

Brioschi.  —  Sur  la  classe  d'équations  différentielles  linéaires  con- 
sidérées   dans    le    précédent    Mémoire   de   M.    Mittag-Leffler. 

(81-92). 

Revenant  sur  la  même  question,  M.  Brioschi  montre  quelles  simplifications  on 
peut  apporter  aux  calculs  en  prenant  pour  point  de  départ  les  résultats  et  les 
notations  exposés  par  lui  dans  un  Mémoire  antérieur  {Anruili,  t.  \.  p.  7^),  il 
développe  les  calculs  pour  les  équations  linéaires  du  cinquième  ordre. 

Veronese.  —  Interprétations  géométriques  de  la  théorie  des 
substitutions  de  n  lettres  particulièrement  pour  n  =  3,  4,  5,  6, 
en  relation  avec  les  groupes  de  l'hexagramme  mystique.  (93- 
236). 

Le  Mémoire  de  M.  Veronese  a  élé  analysé  dans  la  première  partie  du  Bulle/ in. 
Pluma.  —  Sur  une  congruenec  de   module  premier.  (237-245). 
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Trouver  les  conditions  pour  qu'on   puisse  satisfaire  eu    nombres  entiers    à   la 
congruence 

Kxp  h-  Bjk'  H-  C  =  o  (  mod.  m  ), 

où  m  —  pq  H- i  est  un  nombre  premier,  qui    ne  divise  pas  les   nombres  entiers 
A,  B,  G. 

Malet.  —  Extension  d'un  théorème  de  Legendre.  (246-204;  3 12- 
3.5). 

Si  l'on  pose 


F' 


'2    cos'"  8  sinPB 


«— 1 


-e?6,     K=    /      cos'"  8  sinP8(i  —  k  sin28)    «    rfQ, 


0     (i-*sin28)« 

cosw'8sinP0 


^0     (1 


rfO,     K'  = 


(1  —  k'  sin2Q)« 


n-l 


cos'"' 6  sin*»8(i  —  A''  sin20)    «    c?8, 


k  -\-  k'  =1,     m' 


1 ,     m  +  i>  o,     /«'  +i>o,    /?  +  1  >  o, 


l'équation  différentielle  linéaire 

2  nA  (  1  —A)  — -  +  [  n  (p  +  m  4-  2  )  —  A  (  3  n  H-  /*/>  -+-  2  )]  -rr  —  (p  -t-  0  "  =  o 
admet  pour  intégrale  générale  C,  F  +  C2F',  et  Ton  a  la  relation 

H     A'    «       (1  —  m')  F' E  4-  (1  —  m )  FE'  —  2  (  i  —  -  jFF' 


(  m  +  î  )r  ( m  ~  T 


)r^ 


2  #?  r 


71    -T-   I 


Bianchi.  —  Sur  la  résolvante  de  Lagrange  pour  les  équations  de 
Lagrange  pour  les  équations  de  degré  premier  que  l'on  peut  ré- 
soudre au  moyen  de  radicaux.  (255-283). 

M.  Betti  (Annali,  t.  II,  p.  102)  a  montré  que  si  Ton  peut  résoudre  au  moyen 
de  radicaux  une  équation  de  degré  premier/?,  la  résolvante  de  Lagrange  de  cette 
équation,  outre  le  facteur  rationnel  Linéaire,  admet  encore  o  (p  —  1)  —  1  fadeurs 
rationnels  de  degré/?,  o  étant  la  fonction  numérique  bien  connue.  M.  Bianchi 
montre  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  facteurs  rationnels  de  degré  />:  il  détermine  en 
outre  le  nombre  de  facteurs  irréductibles  de  degré  jt?8,  8  étant   un  diviseur  de 

,  +(s) 


p  —  1  ;  ce  nombre  esl  égal  à 


si   8   n'est    pas  égala  [>      -  W  il   esl   égal   à 
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pour  ô=p  —  1;  dans  ces  formules,  les  fonctions  numériques  /•  -  sont 

définies  comme  il  suil  : 

/(s,-..,.s...(.«    o(^)*-\(^)-., 
+(8)  =  /(S)_s/(i)  +  s/(_i.)_s/(_J_)+.... 

Dans  cette  dernière  égalité,  les  sommations  sont  étendues  aux  diverses  combi- 
naisons que  l'on  peut  former  avec  les  facteurs  premiers  distincts pit  p2,  p3,  ... 
de  8. 

Relativement  à  cette  fonction  numérique  4* (8) j  M.  Bianchi  établit  la  pro- 
priété suivante 

^(0)  =  o     (  mod  p). 

Veronese.  —  Sur  les  groupes  (P):Joo,  ( II )3 r, 0  de  la  figure  formée 
par  six  complexes  linéaires  de  droites  deux  à  deux  en  involution. 

(284-290). 

Cette  Note  complète  les  résultats  du  Mémoire  «  Sur  l'interprétation...  ». 

Bî'ioschi.  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  covariants  et 
les  invariants  d'une  même  forme  binaire.  (291-304). 

Si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  des  covariants  indépendants  d'une  forme 
binaire,  par  /'  le  nombre  de  ses  invariants  indépendants  et  par  k  le  nombre  de 
ses  coefficients,  il  y  aura  m  +  r  —  k —  1  relations  indépendantes  entre  les  co- 
variants et  les  invariants  de  cette  forme  :  ainsi  pour  les  formes  binaires  du  troi- 
sième ou  du  quatrième  ordre,  il  y  a  une  telle  relation;  il  y  en  a  is  pour  une 
forme  binaire  du  cinquième  ordre.  M.  Brioschi  a  montré  (Annali,  t.  I,  i858) 
comment  la  tbéorie  des  covariants  associés  permettait  de  trouver  les  relations 
en  question  pour  les  formes  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  Cette  même 
méthode  pour  être  encore  suivie  pour  les  formes  d'ordre  supérieur,  mais  elle 
conduit  à  des  calculs  d'élimination  très  compliqués:  M.  Brioschi  inoutre  peu 
quels  artifices  ou  peut  la  simplifier,  et  donne  les  relations  entre  les  covariants 
et  les  invariants  d'une  forme  du  cinquième  ordre;  il  applique  ces  relations  pour 
faire  disparaître,  comme  M.  Hermitea  montré  qu'on  pouvait  le  faire,  le  deuxième 
et  lequatrième  terme  d'une  équation  du  cinquième  degré  ;  il  termine  en  montrant 
comment  cette  réduction  et  la  réduction  semblable  pour  l'équation  du  sixième 
degré  dépendent  du  théorème  général  que  voici  : 

Soit/ une  forme  binaire  de  Tordre  n,  soient  h ,   k  des  covariants  de  cette 

forme  du  même  ordre  m,  et  de  degrés  respectifs  //,  w 

x  * 
Si  Ton  élimine  le  rapport  —  entre  les  équations 

/=o.     h  v      k 

on  obtiendra  nue  transformée  de  la  forme 

A„JK"-i-  \ ,.»"-'-!-...  +  kH  =  o, 
dans  laquelle  le^  coefficients   \„.    \, Ku  sonl    de-  invariants  de   l.i   forme 
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binaire/,  le  coefficient  Ar  est  de  degré 

nu  -+-  m  H-  /•  (  v  —  u  )  ; 

Si  par  suite  la  forme/ n'admet  pas  d'invariant  de  ce  degré,  de  coefficients  A;. 
sera  nul. 

Tonelli.  —  Un  théorème  sur  la  fonction  potentielle.  (3o5-3ii). 

Ce  théorème  permet  de  déduire  d'une  fonction  potentielle,  dans  un  espace  à 
n  dimensions,  d'autres  fonctions  potentielles,  au  moyen  d'intégrations  répétées. 


ZE1TSCHRIFT    fur    Mathematik    und    Piiysik  ('). 

Tome  XXVII;  1882. 

Heymann.    —    Sur   l'intégration   des    équations    différentielles. 

(-40). 

I.  Substitution  des  coordonnées  tangentielles  aux  coordonnées  ponctuelles. 

1.  Equation  différentielle  linéaire  du  second  ordre. 

2.  Application  à  l'équation  de  Liouville 

(a2+b2u-t-c2u')  ^  +  (a, 4-  6,k)^;  +a0v  -  o. 

II.  Intégration  au  moyen  de  coordonnées  homogènes. 

1.  Introduction  de  constantes  homogènes. 

2.  Intégration  de  l'équation  différentielle 

f{xfu{,  x'Çuv  œ'»u,)=o, 

où  /  désigne  une  fonction  entière  homogène  des  ce"1  ut  et  où 

ul  =  u.  (  x2  dx3  —  x.h  dx2  ) . 

II.   Essais  sur  l'intégration  de    l'équation  différentielle  yidx  -+-  Ndy  =  o,  où 

M  =  A,  x- -H  B, y2  +  2  C, xy  H-  2  D,  x  +  2 E, y  4-  F, , 

N  =  Aix--\-B2y2-h  2C.2xy-h  2D2x  -h2E2y  -i-F2. 

1.  L'équation 

dv 

(a -h-  ibx  4- car')  -p  +  {y  —  *i — ?\x)(y  —  *r-  ?rr)  =° 

se  ramené  à  l'équation  de  Liouville. 
(')  Voir  Bulletin,  \l2,  j3q. 
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2.  Il  en  esl  de  même  de  l'équation 

dy 

(a  -+-  j.bx  -\-  ex1)  -j-  -r-  \x2-h  Hj'-f-.  ..-4-F  =  0. 

3.  Cas  particuliers  de  cette  dernière  équation. 

\.  Intégration  au  moyen  de  dérivations  d'ordre  quelconque. 

5.  Équations  différentielles  M  dx -h  Ndy=  o  qui  M  ramènent  .m  type  |»i 
dent. 

G.  Étude  de  quelques  cas  particuliers  au  moyen  d'une  substitution  quadra- 
tique. 

Thomae.    —  Etude   élémentaire  de  la   série  hypergéomé trique. 

(4.-55). 

Suite  d'un  Mémoire  contenu  dans  le  Volume  précédent. 

IV.  Ensemble  des  diverses  solutions  de  l'équation  hypergéométrique. 

V.  La  série  hypergéométrique  comme  fonction  de  son  cinquième  élément. 

VI.  De  la  périodicité. 

Thieme.  —  Sur  la  géométrie  du  tétraèdre.  (56-6i). 

Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  projections  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
soient  dans  un  même  plan  est  une  surface  du  troisième  degré.  L'auteur  traite 
de  diverses  questions  connexes  à  cette  surface  :  points  tels  que  leur  quatre  pro- 
jections soient  les  sommets  d'un  trapèze,  d'un  parallélograme,  les  trois  som- 
mets d'un  triangle  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs,  etc. 

Nous  noterons  encore  la  proposition  suivante  :  «  A  chaque  couple  d'arêtes 
opposées  correspond  un  hyperboloïde  orthogonal,  lieu  des  intersections  des 
plans  perpendiculaires  entre  eux  qui  passent  par  ces  deux  arêtes;  ces  trois 
hyperboloïdes  et  l'hyperboloïde  qui  contient  les  quatre  hauteurs  passent  par 
une  même  courbe  du  quatrième  degré.  » 

Schroeter.  —  Théorème  de  Géométrie.  (61-62). 

Sur  les  quatre  coniques,  que  l'on  peut  déduire  de  quatre  points,  en  prenant  l'un 
pour  centre,  les  trois  autres  comme  sommets  d'un  triangle  polaire.  Si  A,  B,  C 
sont  les  sommets  d'un  triangle,  a,  b,  c  les  pieds  des  hauteurs,  H  leur  point 
d'intersection,  on  a 


-+"    ^.T     Tw      + 


AH.Aa       BH.B6       CH.Cc       HA. Ha        I1H.1I6 

Schlôniilch.  —  Sur  certaines  intégrales  elliptiques.  (62-64). 

Application  aux  intégrales  elliptiques  de  première  el  de  seconde  espèce  de  la 
remarque  suivante  : 
Si  les  deux  fonctions  F(^ç),/(x)  sont  telles  que  l'on  ait 


F(«)-r-F(£)  =const.,    f(x)=/(^y 
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on  aura 


/      F(x)f(x)  —  =  const.    /     f(x) 


dx 
x 


MeiseL    —    Sur    l'illumination    d'une    sphère    par    une    sphère. 

(65-85). 

Étude  de  la  variation  de  l'intensité  dans  la  zone  de  pénombre. 
Hurwitz.  —  Quelques  propriétés  des  fonctions  de  Dirichlet 


ni  n" 


qui  interviennent  dans  la  détermination  du  nombre  de  classes 
des  formes  quadratiques  binaires.  (66-101). 

Soit  I  —  |  le  symbole  de  Legendre  étendu  par  Jacobi  et  soient 

F(*,D)  =  — ^2(5? 

si  D  =  1  (mod.  4),  et,  dans  les  autres  cas, 

*<*■»= 2  S)  £■ 


n=  1 


Les  fonctions  F  (s,  D)  sont  des  fonctions  uniformes  de  la  variable  s;  toutes 
ces  fonctions,  sauf  F  (5,1),  ont  des  valeurs  finies  pour  toutes  les  valeurs  finies 
de  s;  la  fonction  F  (s,  1)  est  finie,  sauf  pour  s  =  1,  et  l'on  a 

Um[(*-i)F(*,i)L=1  =  i. 

Ces  fonctions  vérifient  les  relations  suivantes  : 

,-!     r(s-) 

F<— 'd>  =  (d)      J0\f{s'D) 

\      2       / 

pour  D  positif, 

'_ED\*~"£    T(~>~h 
F(i-*,D)  = -F(-sD) 


i^-ï) 


pour  D  négatif. 

On  doit  prendre  e  =  1    pour  D  ■=  1  (mod.  4),  et  t  =  \  pour  tous  1rs  autres  1  as. 

Ces  relations   contiennent,  comme  cas    particulier,   «les    propositions  dues   .1 
Kiemann  (Werke,  p.  i36),  et  à  M.  Schlomilch  (Zeitschri/t,  GUI,  p.  i38). 

Schwering.  —   Recherches   sur  les  résidus  de  cinquièmes  puis- 
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sances  el  sur  les  nombres  entiers  formés  avec  les  racines  cin- 
quièmes de  l'unité.  (  1 02  -118), 

T.  Sur  la  décomposition  des  nombres  premiers  de  la  forme  10/1  1  en  quatre 
facteurs  complexes  ic(a),  ~(-x3),  ic(a'),  «(a4)  où  a  est  m  m<-  racine  cinquième 
imaginaire  de  l'unité  el  où  ~(ol)  —  a  -+-  6a  -+-  cor1  da  .<i.  i>.  < .  //  étanl  des  nom- 
bres entiers. 

'1.  La  forme  normale  'If  Kummer. 

,'i.  Sur  les  périodes  v\01  t\t}  ...,r(i, 

7j0=  ^  +  .zff5  -+■  <r*">  +.  ..-h  xkP~*, 


où  j?  est  une  racine  p'>ime  imaginaire  de  l'unité  et  g  une  racine  de  l'unité  appar- 
tenant au  module  p. 

4.  Formation    de   l'équation    aux    périodes    (équation    du  cinquième   de( 

dont  7j0,  ...,  ija  sont  les  racines). 

5.  Recherches  ultérieures  sur  les  racines  Ti0,  ...,rl.. 

Cardinaal.  —  Sur  la  construction  d'une  surface  du  second  de- 
gré. (1  19-122). 

On  suppose  que  huit  des  neuf  points  qui  déterminent  cette  surface  sont  don- 
nés comme  points  douhles  d'involutions. 

Pasch.  —  Remarque  sur  la  théorie  des  coniques.  (122-124). 

Pasch.  —  Remarques  sur  les  suites  projectives.  (124-12.")  }. 

Schumann.  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Liouville  sur  les 
fonctions  doublement  périodiques.  (120-126). 

Schaeweg.  —  Sur  certaines  transversales  dans  les  triangles  sphé- 

riques.  (126-128). 

Wiener.  —  Sur  les  développées  des  roulettes.  (129-139). 

Study.  —  Sur  les  relations  entre  les  distances.  (1  {0-1  5(j). 

L'auteur  établit  d'une  façon  systématique  et  fort  simple,  pour  an  espace  pi. m 
à  n  dimensions,  une  suite  de  propositions  relatives  à  des  relations  entre  des  dis- 
tances ou  des  sommes  de  tétraèdres,  propositions  dont  la  plupart  se  trouvent 
dans  les  Livres  ou  Mémoires  suivants  :  Baltzer,  Théorie  mi<l  inwendungen  der 
Determinanten;  Darboux,  Sur  les  groupes  de  points,  etc.  (Annal,  de  l'École 
Normale,  1872);  Frobenius,  Anwendungen  der  Determinanten  au/  Géométrie 
(Journal  de  Crelle,  t.  LXXIX);  d'Ovidio,  Alcune  proprieta  met  fiche,  etc.  (Atti 
délia  Academia  dei  Lincci,  :<°  série,  t.  III;  3*  série,  t.  I  ).  Il  emploie  pour  dé- 
terminer un  point  une   pyramide   à/1  +  1    sommets   et    un   système  de  n  -+- 1 
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masses,  qui,  placées  à  chaque  sommet,  sont  telles,  que  le  point  considéré  soit 
leur  centre  de  gravité. 

B'ôklen.  —  Sur  la  surface  des  ondes  dans  un  cristal  biaxe.  (160- 

i-5). 

L'auteur  établit  diverses  propriétés  de  cette  surface  qui  se  rapportent,  les 
unes  à  la  théorie  des  moments  d'inertie,  les  autres  au  complexe  de  droites  par 
lesquelles   on    peut  mener  deux  plans  tangents  rectangulaires  et  un  ellipsoïde. 

Veltmann.  —  Sur  la  mise  en  ordre  des  singularités  en  nombre 
infini  d'une  fonction.  (170-176). 

L'auteur  montre  que,  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  on  peut  construire  un 
ensemble  isolé  de  points  en  nombre  infini,  tels  que,  si  l'on  range  les  arcs  limi- 
tés par  ces  points  d'après  leur  grandeur,  la  série  évidemment  convergente  dont 
ces  arcs  sont  les  termes  ait  une  somme  moindre  que  la  circonférence,  et  com- 
ment on  peut  construire  une  fonction  intégrable  ayant  ces  points  pour  points 
de  discontinuité. 

Thomae.   —   Sur  les  intégrales   elliptiques   de   seconde  espèce. 
(179-180). 

Soient 

P  u 

t(u)  =    I     \du>     du—-d\sj\{\ — îj)(i — x£),     \  —  %nu. 
«A  2 

L'auteur  effectue  le  développement  en  série  de  la  quantité  At(u)  ■+■  Bu  sous 
la  forme 

VÎÏî-Dii  —  A)  ( a, +  a2Ç -h a3 £*+...). 
Thomae.  —  Sur  certaines  fonctions    elliptiques  spéciales.  (181- 

189). 

Inversion  de  l'intégrale 

dz 


A 


y/(z-kxY(z-.k2y(z-kty 

Iloftnan.  —  Sur  une  couple  de  droites  à  propriétés  optiques  qui 
correspondent  à  celles  des  foyers.  (189-192). 

Soient  K  une  conique,  P  un  point  de  son  plan,  il  existe  deux  droites  x, y  qui 
jouissent  de  la  propriété  suivante.  Si  À  est  un  point  arbitraire  de  K  et  si  l'on 
place  suivant  la  droite  AP  un  miroir  dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  celui 
de  la  conique  K,  si  enfin  X,  Y  sont  les  points  d'intersection  des  droites  x}  y 
avec  la  tangente  en  A,  un  rayon  de  lumière  allant  du  point  X  vers  le  point  P 
ira,  après  la  réflexion,  passer  par  Y. 

I  eltman.  —  La  série  de  Fourier.  (iq3-235). 
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Ce  Mémoire  contient  d'abord  divers  préliminaire!  concernant  la  théorie  dea 
séries,  l'existence  de  l'intégrale  définie,  la  théorie  dea  ensembles  de  pointa  rat 
la  circonférence  d'un  cercle;  l'auteur  fait  enauite  l'étude  des  séries  de  Fourier 
fondée  sur  l'intégrale  de  Poisson 


f. 


"m l=^ , 

n      i  +  /--' — arcos(Y — t) 


Il  s'attache,  en  particulier,  à  montrer  qu'il  y  ;i  des  fonctions  qu'on  ne  peut 
représenter  par  une  série  de  Fourier,  même  en  faisant  abstraction  dea  \.il<-ur> 
isolées  d'indétermination.  Telles  sont,  tout  d'abord,  les  fonctions  non  inl 
Ides.  M.  Veltman  montre  que,  parmi  les  fonctions  qu'on  ne  peu!  représenter,  il 
y  en  a  dont  les  discontinuités  sont  isolées;  si  l'on  veut  représenter  seulement 
les  valeurs  d'une  telle  fonction  sur  des  portions  d'arc,  on  peut  y  réussir  par  la 
série  de  Fourier;  à  cette  fin,  on  prend  les  intégrales  qui  figurent  dans  la  série 
seulement  sur  ces  portions  d'arc;  mais  il  peut  arriver  aussi  que  ce  procédé  DC 
réussisse  pas;  c'est  ce  qui  arrive  dans  le  cas  où  les  arcs  sont  divisés  en  an 
nombre  infini  de  parties  infiniment  petites  pur  des  points  où  il  n'y  a  pas  <!<•  dé- 
rivées. En  supposant  la  fonction  finie,  la  série  de  Fourier  n'est  pas  infinie,  mais 
elle  peut  être  indéterminée. 

Ilauck.  —  Etudes  de  perspective.  (236-247). 

Addition   au   Mémoire   Ueber  die   Griuidprincipien  der   Linearperspective 
inséré  dans  le  tome  précédent  du  Zeitschri/t. 

Kotànyi.  —  Constructions  d'expressions  algébriques  au  moyen 
d'involutions  et  d'une  section  conique.  (248-252). 

Petzold.  —  Construire  une  droite  qui  coupe  sous  des  angles  don- 
nés deux  droites  données  parleurs  projections.  (a52-a53). 

—  Académie  du  prince  Jablonowski.  Sujets  proposés.  (253-256). 
Pour  l'année  i885  :  Étude  de  la  surface  générale  du  quatrième  ordre. 

Weiler.  —   Génération  des  complexes  du  premier  et  du  second 
degré  au  moyen  de  congruences  linéaires.  (257-288). 

Parmi  les  4g  complexes  proprement  dits  du  second  degré,  il  y  en  a  38  que 
l'on  peut  engendrer  au  moyen  de  congruences  linéaires;  M.  Weiler  les  énumère 
en  suivant  son  Mémoire  Ueber  die  verse hiedenen  Gattungen  der  Complexe 
zweites  Grades  {Math.  Ann.,  t.  VII),  indique  pour  chacun  d'eux  la  nature 
de  la  surface  des  singularités,  qui  est  nécessairement  réglée,  el  montre  enfin 
comment  on  peut  construire  1rs  deux  droites  qui  détermine  chacune  des  con 
gruences  linéaires  dont  l'ensemble  infini  constitue  le  complexe  considéré. 

Wlttwer.  —  Fondements  de  la  Chimie  mathématique.  (289-309). 
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Morawetz.  —  La  réflexion  et  Ja  réfraction  de  la  lumière  sur  les 
courbes  et  les  surfaces.  (3io-3i3). 

Vellman.  —  Sur  la  théorie  des  ensembles  des  points.  (3i3-3i4). 
Nouvel  exemple  d'une  singularité  précédemment  signalée  par  l'auteur. 

Wittstein.  —   Contribution   à  la  méthode  des  moindres  carrés. 
(3i3-3i7). 

Schlômilch.  —  Sur   des  développements  en  série  relatifs  à  cer- 
taines intégrales  hyperelliptiques. 

Legendre  a  montré  comment  on  pouvait  développer  les  intégrales  elliptiques 
complètes,  suivant  les  puissances  du  module  ou  du  module  complémentaire. 
C'est  ce  dernier  calcul  qu'effectue  l'auteur  par  l'intégrale 

rl  dx 

où  l'on  suppose  o  <  u.  <  i . 

Geisenlieimer.  —  Sur  le  centre  d'une  courbe  gauche  du  troisième 
ordre.  (321-328). 

M.  Schroter  a  montré  {Théorie  der  Obevflàchen  zweiter  Ordnung,  etc.) 
que  si  l'on  considère  une  cubique  gauche  et  dans  un  plan  osculatcur  la  conique 
enveloppe  des  traces  sur  ce  plan  des  autres  plans  oscillateurs,  le  lieu  du  centre 
de  cette  conique  était  encore  une  conique.  C'est  le  centre  de  cette  dernière  co- 
nique, contrairement  à  une  démonstration  proposée  par  M.  Schroter,  que  M.  Gei- 
senlieimer propose  d'appeler  centre  de  la  cubique  gauche.  Il  donne  de  ce  centre 
un  très  grand  nombre  de  propriétés;  c'est,  par  exemple,  le  centre  de  l'hyper- 
boloïde  qui  contient  les  trois  asymptotes  de  la  cubique. 

Wittwer.  —  Fondements  de  la  Chimie  mathématique.  (32C)-34<J>). 

Leonhardt.   —  Fondements    d'une   Géométrie  dipolaire.    (346- 
362). 

Les  «  coordonnées  dipolaires  »  se  présentent  dans  certaines  questions  de  dis- 
tribution de  l'électricité.  «  Étant  donnés  sur  une  droite  fixe  deux  points  \  \\ 
un  plan  qui  passe  par  AÀ'  est  fixé  par  son  azimut  tp,  et,  dans  ce  plan,  un  point 
13  est  fixé  par  l'angle  w  sous  lequel    le  cercle  qui  passe  par  B,  A,   V  coupe   \  V 

et  par  la  valeur  du  rapport  — -,  =  )k  =  e~°.»  L'auteur  établit  diverses  formules 

relatives  à  ce  système  de  coordonnées. 

Schumann.   —  Sur  La  réciprocité  d'un  théorème  de  Chasles  el 


Ve-  &■<■ 
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d'un  théorème  de  Steiner,  el   sur  certaines  relations  géométri- 
ques qui  en  découlent.  (363-368  , 

Démonstration  simple  et  conséquences  diverses  de  ces  propositions  :  Lci 
sommets  de  deux  triangles  dont  chacun  esl  conjugué  par  rapport  .1  une  conique 
sont  sur  une  même  conique;  réciproquement ,  deux  systèmes  de  trois  points  sur  une 
conique  peuvent  être  regardés  comme  les  sommets  de  deux  triangles  dont  cha- 
cun est  conjugué  par  rapport  à  une  conique. 

Schumani).  —  Relation  générale  entre  cinq  points  de  l'espace. 
(368-369). 

Bôckler.  —  Sur  la  courbure  des  surfaces.  (  36o/-3n  j  1. 

Propriétés  des  lignes  locales  de  surfaces  du  second  degré  qui  touchent  une 
surface  F  en   un  point,  suivant    l'ordre  du  contact,  <-i   suivant  certaines  autres 

conditions  imposées. 

Heymann.  —  Sur  une  transformation  de  l'équation  différentielle 
dy 


-^  +  ?< J'~  +  '? 2,v  H-  fa  =  o.  (3;4-38o). 


Schlômilch.  —  Deux  théorèmes  projectifs.  (38o). 

«  Si  ABCD  est  un  quadrilatère  ordinaire,  si  E,  F,  G  sont  les  points  d'inter- 
section de  AC,  BD,  de  AB,  CD,  de  DA,  BC,  si  enfin  on  projette  la  figure  d'un 
point  quelconque  O  sur  un  plan  qui  passe  par  la  droite  FG,  et  que  A'B'G'D' 
soit  la  figure  projetée,  les  quatre  droites  AC',  BD',  CA',  DE'  passent  par  un 
même  point  P  de  FG.  » —  Théorème  corrélatif. 

Sciclise.  —  Démonstration  des  théorèmes  précédents.  (38 1-383). 

Ilofman.    —  Théorème  de  Géométrie  élémentaire;  essai  sur  la 
théorie  des  projections  stéréographiques.  (383-384). 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  desScibncbs('). 

Tome  XCVIII;  188  j. 
N°  1;  7  janvier. 

Goursat.  —  Sur  certaines  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce.  (35). 

Soit   F(x)   une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce  dont  les 


(')  Voir   Bulletin,  VII2.  187. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■>•  série,  t.  VIII.  (Décembre  i88'|.)        R.i'i 


202  SECONDE   PAHTIE. 

multiplicateurs  sont  dos  racines  de  l'unité,  l'un  au  moins  étant  différent  de 
l'unité,  l'intégrale  /F(x) dx  est  égale  à  une  fonction  doublement  périodique 
augmentée  d'une  somme  de  logarithmes  de  fonctions  doublement  périodiques 
multipliées  par  des  facteurs  constants. 

Floquet.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  à  coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (38). 

Soit 

une  telle  équation,  avec  les  périodes  w,  w'  pour  les  coefficients  :  en  considérant 

la  période  w  seule,  M.  Floquet  a  établi  l'existence  de  m  solutions  distinctes  de 

la  forme 

(£{x)  =  ®0(x)  -h  a?9,  (x)  -h. . .+  x'v^x), 

où  les  cp  se  reproduisent  à  un  facteur  constant  près  par  le  changement  de  x  en 
x  -f-  w.  Ce  facteur  est  racine  d'une  certaine  équation  A  ==  o,  ou  A  est  un  déter- 
minant d'ordre  n;  c'est  V équation  fondamentale  relative  à  la  période  co  ; 
soient  s,,  ...,  e„  les  racines  distinctes;  à  chaque  racine  e,  répondent  deux  nom- 
bres, son  ordre  de  multiplicité  p.-  et  l'ordre  \-  à  partir  duquel  les  mineurs  de  A 
ne  sont  plus  nuls  pour  e  —  e-;  p.- est  le  nombre  maximum  de  solutions  distinctes 
de  la  forme  0?  (x)  avec  le  multiplicateur  &it\  est  le  nombre  de  solutions  S(x) 
telles  que  l'on  ait  S  (x  -+-  w  )  =  s. S  (  x)  :  soit,  en  outre,  v  —  a,  -h  a,  +  .  . .  \n;  à 
la  seconde  période  correspondront  de  même  les  nombres  n',  v'  ;  soit  N  le 
nombre  maximum  de  solutions  directes  qui  sont  des  fonctions  doublement  pé- 
riodiques. N  ne  peut  surpasser  ni  v  ni  v',  ni  être  inférieur  à  n  et  à  n';  donc 
N=i  (Picard  et  Mittag-Leffler ).  Pour  que  N  soit  égal  à  m,  il  faut  et  il  suffit 
que  toute  racine  de  chaque  équation  fondamentale  annule  tous  les  mineurs  du 
premier  membre  jusqu'à  l'ordre  marqué  par  son  degré  de  multiplicité  exclusi- 
vement. 

Enfin,  dans  une  Note  ultérieure,  M.  Floquet  montre  que  les  intégrales  qui  ne 
sont  pas  doublement  périodiques  s'expriment  par  un  polynôme  aux  deux  va- 
riables x,  Z(x)  ayant  pour  coefficients  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce  de  mêmes  multiplicateurs. 

Radau.  —  Sur  une  notation  propre  à  représenter  certains  déve- 
loppements. (3g). 

Léauté.  —  Calcul  de  l'arc  de  contact  d'une  bande  métallique 
flexible  enroulée  suivant  certaines  conditions  données,  mais 
quelconques,  sur  un  cylindre  circulaire.  (41)* 

La  lame  étant  supposée  primitivement  droite,  les  équations  de  la  courbe  élas- 
tique sont  de  la  forme 


[a        a  -i 

sn  —  en  —  .         I 

"-=f-G>] 


2  a  I   k2  — - -  -  E  (  —  )  I  >     t,  =  a  akk'  su  -  , 


a 


a 
a  étant  une  constante,  et  7  étant  l'arc  de  la  courbe  élastique. 
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Y    2;   \\  janvier. 

Laguerre.  —  Sur  le  ^enre  de  quelques  fonctions  entières.  (70). 

F(x)  désignant  une   fonction  transcendante  entière  de  genre  n.    la   fonction 

suivante 

(•)  F(x)  ■+■  <->,  !•"(./•)      h,i-  '(./•,      ...      eAF(*)(ar), 

où   /i  est   un   entier   quelconque,   où    I".  I....    sonl   les  dérivées   <\>-   F(a?), 

H ,  8A  des   polynômes  entiers,   esl    nue  fonction  entière  du   genre  //.  -i   la 

fonction  F(x)  n'admet  qu'un  nombre  limité  de  racines  imaginaires. 

Genocchi.  —  Sur  le  limaçon  de  Pascal.  (Si  l. 

Floquet.  —  Sur  les  opérations  différentielles  Linéaires  à   coeffi- 
cients doublement  périodiques.  (82  ). 


N°  3;  21  janvier. 

Halphen.  —  Sur  les  multiplicateurs  des  équations  différentielles 
linéaires.  (i34)« 

L'auteur  a  montré,  dans  deux  Communications  précédentes  (t.  \C\  II,  p.  1^88 
et  i540,  comment  on  pouvait  intégrer  une  équation  différentielle  linéaire  du 
troisième  ordre,  connaissant,  en  fonction  de  la  variable  indépendante,  l'expres- 
sion d'un  polynôme   homogène  du  troisième  degré  composé  avec  les  solutions 

inconnues;   il   développe  les   calculs  dans   la  Communication  actuelle  et  traite 
l'exemple  suivant  : 
Intégrer  l'équation 

2  4  ' 

ô  9  Ni 

où   /  désigne  un  polynôme   du   troisième   degré,  sachant  qu'il   existe   entre  les 
solutions  une  relation  homogène  du  troisième  degré  à  coefficients  constants. 

Laguerre.    —  Sur  les   valeurs  que    prend   un   polynôme   entier 
lorsque  la  variable  varie  entre  des  limites  déterminées,  (i  36). 

Soit  le  polynôme  entier 

F ( x )  —  a„ xn+  a{xn   '  +  ..,-+-  atl  , x  +  am, 

formons  les  quantités 

Qo=«„    Q,=  Q„S+k„    Q^Q.E  +  o, Q.  =  Q»-,Ç  +  «.; 

p.-i=p.-i  +  <i-S)Q.-ï.    ■••>    Pt=Pi+U-l)Qt. 

en  supposant  t,  >  |  >  o  ;  le  nombre  des  racines  de  l'équation  F(.£')  —  o  qui  sont 
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comprises  entre  v\  ei  \  est  au  plus  égal  au  nombre  <le  variations  de  la  suile 

P     P  P 

1    O  >      X    1  1      »  *  •  >      '    Il  1 

et  la  valeur  du  polynôme  F(x)  quand  x  varie  depuis  E  jusqu'à  r,  demeure 
eonstamment  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  quantités  P. 

Cotlillon.  —  iNote  sur  le  lavis  d'une  sphère.  (i3g). 

N°  4;  28  janvier. 

Baillaud.  —  Sur  le  mouvement  du  premier  satellite  de  Saturne. 
(ao5). 

Détermination  du  moyen  mouvement. 

Laguerre.  —  Sur  la  réduction  en  fractions  continues  d'une  frac- 
tion qui  satisfait  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  à 
coefficients  rationnels.  (209). 

Conclusion  explicite  d'une  Note  insérée  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique (t.  VIII,  p.  21). 

André  (D.).  —  Abaissement  des  limites  fournies  par  la  règle  des 
signes  de  Descartes.  (212). 

Soit/(.r)  un  polynôme  entier  quelconque;  considérons  trois  termes  où  les 
exposants  de  x  soient  trois  entiers  consécutifs  et  dont  les  coefficients  ont 
pour  valeurs  absolues  L,  M,  N;  ce  groupe  sera  un  trinôme  abaisseur,  si  les 
coefficients  extrêmes  sont  de  même  signe  et  si  l'on  a  M2  =  LN,  un  trinôme 
abaisseur  est  de  la  première  ou  de  la  seconde  espèce  suivant  qu'il  présente 
deux  variations  ou  deux  permanences;  le  nombre  positif  a  est  dit  compris  dans 
le  trinôme  abaisseur  si  l'on  a 

M  <     <  N 
L  =    -  M  ' 

deux  trinômes  abaisseurs  sont  distincts  lorsqu'ils  n'ont  pas  plus  d'un  terme  en 
commun;  plusieurs  trinômes  abaisseurs  sont  distincts,  quand  deux  quelconques 
sont  distincts;  des  trinômes  abaisseurs  en  nombre  quelconque  sont  compatibles 
lorsqu'il  existe  un  nombre  a  au  moins  qui  soit  compris  dans  chacun  d'eux. 
Ceci  posé,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

Lorsque  l'on  multiplie  /( x)  par  x  -t-  oc,  le  nombre  a  étant  positif,  il  se  perd 
juste  autant  de  couples  de  variations  qu'il  y  a  dans  /(x)  de  trinômes  abais- 
seurs de  la  première  espèce,  distincts  les  uns  des  autres  et  comprenant  a. 

Si  l'on  désigne  par  6  le  plus  grand  nombre  de  trinômes  abaisseurs  de  la 
première  espèce,  distincts  et  compatibles,  que  présente  le  polynôme  /(x),  le 
nombre  des  racines  positives  de  l'équation  f(x)  =  o  est  au  plus  égal  à  v —  >0, 
et  s'il  est  inférieur  à  cette  limite,  c'est  d'un  nombre  pair. 

Si  l'on  désigne  par  t  le  plus  grand  nombre  de  trinômes  abaisseurs  de  la  se- 
conde  espèce,    distincts    et   compatibles,    que    présente    le    polynôme    f(x),    le 
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nombre  des  racines  négatives  de  l'équation  f(x)  o  esl  au  plus  <  igal  .1  w  —  ït, 
et  s'il  est  inférieur  à  cette  limite,  c'est  d'un  nombre  pair. 

1  >ii  m  -.  ces  deux  derniers  énoncés,  v  el  w  désignent  respectivemenl  les  1 1  r  1 1  i  i •- -. 
supérieures  du  nombre  de  racines  positives  el  du  nombre  de  racines  négatives 
< I ii<*  fournit  le  théorème  de  Descartes. 

\/>/>cH.    —  Sur   la  distribution   du    potentiel    dans   <l<>    mass 
liquides  Limitées  par  des  laces  piano.  1  2i5  I. 

M.  Chervet  ;i  exprimé  (23  septembre  i883)  la  distribution  du  potentiel  dans 
une  masse  liquide  indéfinie  limitée  par  deux  plans  parallèles,  en  supposant  les 
électrodes  placées  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan  médian; 
pour  cela  M.  Chervet  introduit    une   fonction    qui,  suivant    la  terminologie  de 

M.  Appell  (.S  février  i883),  esl  une  fonction  uniforme  de  ./.  r.  z  admettant  un 
groupe  de  périodes  et  ayant  une  infinité  de  pôles  du  premiej  degré  sur  la 
droite  joignant  les  électrodes;  .M.  Chervet  et  .M.  \ppell  ont  depuis  étendu  ces 
résultats. 

«  J'aireconnu,  dit  M.  Appell,  que  ces  résultats  sont  susceptibles  d'une  grande 
extension,  et,  jusqu'à  présent,  j'ai   résolu  la  même  question  : 

»  i°  Pour    une  masse  liquide  indéfinie   limitée   par  deux   plans  parallèles  ou 
avant  la  forme  d'un  prisme  droit  à  base  rectangle,  mai-  en    supposant  les  éle< 
trodes  placées  d'une  façon  quelconque; 

»  20  Pour  une  masse  liquide  ayant  la  forme  d'un  parallélépipède  rectangle, 
les  électrodes  étant  placées  d'une  façon  quelconque. 

»  La  solution  de  toutes  ces  questions  peut  se  résumer  ainsi  :  En  considérant 
l'une  des  électrodes  comme  un  point  lumineux  et  les  faces  planes  de  la  masse 
liquide  comme  des  surfaces  réfléchissantes  du  côté  du  liquide,  on  construit 
toutes  les  images  de  ce  point  et  l'on  forme  une  fonction  F(x,  y,  z)  satisfaisant 
à  l'équation  VF  =  o,  et  admettant  pour  pôles  de  résidus  +1  le  point  lumineux 
et  toutes  ses  images;  considérant  de  même  l'autre  électrode  et  toutes  ses 
images,  on  formera  une  fonction  analogue  l\(/i,  y,  z)  ayant  tous  ces  points 
pour  pôles  de  résidus  — i—  1  ;  la  différence 

F(x,y,z)  —  Ft(x,y,z), 

augmentée  d'une  fonction  entière  convenable,  sera  le  potentiel  cherché. 

»  La  formation  de  ces  deux  fonctions  F  et  F,  repose  sur  l'extension  du  théo- 
rème de  M.  Mittag-Lefflcr  aux  fonctions  uniformes  vérifiant  l'équation  A  Y  =  o, 
extension  que  j'indique  en  détail  dans  un  Mémoire  actuellement  en  cour-  de 
publication,  dans  les  Acta  Mat  lie  mat  ica.  Il  est  à  présumer  que  cette  règle  four- 
nira le  potentiel  dans  un  grand  nombre  d'autres  masses  liquides  limitées  par 
des  plans;  c'est  ce  que  je  me  réserve  d'examiner  dans  un  Mémoire  plus  étendu.  » 

Liouville  (A*.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qui  contiennent  Linéairement  les  dérivées  les  plus 
éJevées.  (216). 

Etant  donnée  une  telle  équation,  dans  laquelle  ne  figure  pas  la  fonction  in- 
connue, l'auteur  montre  qu'il  existe  toujours  une  substitution  telle  que  l'équa- 
tion transformée  ait  la  même  forme  que  l'équation  proposée,  si  ce  n'est  que  la 
fonction  inconnue  pourra  s'j   trouver. 
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Cette  substitution  sera  évidemment  très  avantageuse  quand  l'équation  trans- 
formée admettra  quelque  intégrale  intermédiaire.  L'auteur  applique  ce  procédé 
à  l'équation 

{x2  —  y-)  (/•  —  O  +  \  xys  =  o, 

par  laquelle  on  détermine  toutes  les  représentations  planes  de  la  sphère  qui 
conservent  les  aires  infiniment  petites  et,  en  même  temps,  l'orthogonalité  des 
méridiens  et  des  parallèles;  il  montre  comment  on  peut  en  trouver  une  infinité 
de  solutions  se  déduisant  successivement  les  unes  des  autres. 

Léauté.  —  Relation  entre  la  puissance  et  la  résistance  appliquées 
aux  deux  points  d'attache  d'un  frein  à  lame,  lorsque  l'on  tient 
compte  de  l'élasticité  de  la  lame.  (219). 


N°5;  4  février. 

Sylvestei'.  —  Sur  les   quantités  formant  un  groupe  de  nonions 
analogues  aux  quaternions  de  Hamilton.  (2^3). 

Le  Paige.  —  Sur  les  involutions  biquadratiques.  (280). 

Sur  la   détermination    du    vingtième  élément  d'une  involution  du   quatrième 
ordre  et  du  troisième  rang  au  moyen  de  dix-neuf  autres. 

Poincafé.  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différen- 
tielles. (287). 

Considérant  une  courbe  définie  par  les  équations 


dx 


in  —  i!± 

Y  Z 


où  X,  Y,  Z  sont  des  polynômes  entiers  en  x,  y,  z,  l'auteur  suppose  que,  en  sui- 
vant par  exemple  des  procédés  analogues  à  ceux  qu'il  a  indiqués  (  a3  juillet  i883  ), 
on  ait  reconnu  qu'il  est  possible  de  satisfaire  à  ces  équations  au  mojen  d'une 
courbe  C„,  et  il  étudie  la  forme  des  courbes  (C)  définies  par  les  équations  don- 
nées dans  le  voisinage  de  C0.  Il  rattache  ensuite  cette  question  à  l'étude  de  la 
convergence  des  séries  de  M.  Lindstedt. 

Picard.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  abéliennes.  (289). 

L'auteur  donne  une  intéressante  formule  relative  à  la  transformation  d'une 
fonction  6  particulière,  dans  le  cas  de  p  =  3,  formule  qui  rapproche  cette  fonc- 
tion particulière  0  des  fonctions  0  à  une  seule  variable. 

André  {D.).  —  Nombre  exact  de  variations  perdues  par  la  mul- 
tiplication par  x  —  a.  (292). 

L'auteur,   poursuivant  ses   recherches  sur    la    règle   de   Descartes,   donne  un 
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Lbéorème  analogue  à  celui  quia  été  cité  plus  haut,  mais  toutefois  un  peu  moins 
simple . 

Lefébure.  —  Sur  la  composition  <l<;  polynômes  algébriques  qui 
n'admettent  que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déterminée. 

L'auteur  recherche,  d'une  manière  générale,   des  polynômes  qui    ne  contien 
lient  que  des  diviseurs  premiers  de  l'une  quelconque  des   formes  ll/\/\,-f- 1, 
Hr,r2/-3+i,  II  /•;,/■,...  /?  -,  1  ,/,/,,...,  i-r,  ri:  j  intentant  «Ils  nombres   premiers 
quelconques  en  quantité  arbitraire. 

N°  (5;  1 1  février. 

Poincaré.  —  Sur  les  substitutions  linéaires.  (34<))- 
Classification  en  familles  des  substitutions  tic  la  forme 

/  a  a;  -h  by  -+-  c        a'  x  -4-  b'y  -+-  c 

\    '"  '  a"  x  +  b'y  -+-  c"'  a"  x  -h  à" y  -+-  c"  ) 

Farkas.  —  Généralisation  du  théorème  de  Jacobi  sur  les  équations 
d'Hamilton.  (352). 

Sur  la  formation  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  aui  dérivées  par- 
tielles qui  correspond  à  un  système  canonique,  quand  on  a  intégré  ce  système. 

Le  Paige.  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre.  (353). 
Sur  la  construction  de  ces  courbes. 

Kowalewski  (Mme  de).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans 
un  milieu  cristallisé.  (356). 

Lamé  a  ramené  la  question  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  milieu 
cristallisé   à   l'intégration    du    système    suivant  d'équations   aux    dérivées  par 

t ici  les 

*  =  —    «-'  — i  —  b-     "      +   -     c1  -^  -  ir  --    , 
ôt-       <>y  \     <)x  ay  /       az  \     az  <)x  ) 

—i  =    — •  /  b'  -2-  —  c'  ~  )  H a-  —  —  bÀ -~  li 

Ot-         <)z  \      dy  az)        ax\     ux  <)yj 

— — -    =   -r-    (    CS CL*  H —  (    b J ( -  -r- 

ot-       ôx  \     dz  dx  '       dy  \     ay  Oz 

où  ^représente  le  temps  ;  x,  yt  z  les  coordonnées  d'un  point  du  milieu  vibrant; 

|,  T\,  Z,  les  projections  de  l'écart  de  ce  point  de  sa  position  d'équilibre  et  a'\  b',c- 
les  trois  constantes  optiques  du  cristal. 

Al"10  de  Kowalewski  est  parvenue  à  former  un  système  de  valeurs  de  H,  r,,  ~ 
qui  satisfait  au  système  propose,  qui  est  tel  que,  pour  t=  0,  chacune  des  quan- 
tités £,  t,,  Ç,  de  même  que  leurs  premières  dérivées  par  rapport  à  /,  deviennent 
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égales  à  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  lesquelles  toutefois  doivent  être  choi- 
sies en  accord  avec  l'équation 


dx 


ày        dz 


Ces  formules  générales  représentent  un  certain   mouvement  possible  physique- 
ment sans  avoir  recours  à  l'hypothèse  de  l'éther. 

Appell  et  Chervet.  • —  Sur  la  distribution  du  potentiel  dans 
une  masse  liquide  ayant  la  forme  d'un  prisme  rectangulaire 
indéfini.  (358). 

N°  7;   18  février. 

Genocchi.  —  Sur  les  diviseurs  de  certains  polynômes  et  l'existence 
de  certains  nombres  premiers.  (411)* 

A  propos  des  recherches  de  M.  Lefébure,  l'auteur  rappelle  les  résultats  contenus 
dans  une  Note  publiée  en  1868  dans  les  Annales  de  MM.  Brioschi  et  Cremona, 
relatifs  aux  polynômes  A/(,  B/;,  définis  en  a,  b  au  moyen  de  l'égalité 

(«-f-v/£)"=AA  +  B;,V/£. 

Lefébure.  —  Sur  la  composition  de  polynômes  qui  n'admettent 
que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déterminée.  (4i3). 

Picard.  —  Sur  certaines  substitutions  linéaires.  (4 16). 
Modification  à  la  classification  proposée  par  M.  Poincaré. 

André  {D-)-  —  Sur  une  équation  du  degré  m  qui  n'a  jamais  plus 
de  deux  racines  réelles.  (  4 x  7  )- 

Il  s'agit  de  l'équation 

u„xm—  uxxm-x^-  u2x"*"2—  «3^'"";i  +...=  0, 

qui  ne  présente  que  des  variations  et  dont  les  coefficients  sont  les  termes  d'une 
série  récurrente  proprement  dite  définie  par  l'égalité 


uim  =  3.11. 


P«w 


Goursat.  —  Sur  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre. 

(419)- 

Détermination  de  toutes  les  solutions  rationnelles  de  l'équation 


Jft  o     /   _tf 


(  I  —  V -)  Z-  -H  (  V  +  V3  —  U.2  —  T  )  z  -•-  (l  —  A")   _,., 
2  \Z'  )  2Z'(Z  —  l)a 

(  1  —  '/-)  r-  -;-  (V-  -h  vf-'  —  \).'-  —i)t-\-i  —  V- 

■2t-(t  —  \)i 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  aog 

où  i  est  la  variable  indépendante,  <hi  X,  ;j,  v,  V,  u/,  v'  sont  des  constantes.  Cette 
équation  ;i  été  introduite  par  M.  Kammer  dans  la  théorie  de  la  transformation 

de  la  série  b\  pergéométrique. 

Halphen.   —  Sur  une  courbe  élastique.  (422). 

I  j'a  11  Leur  effectue,  avec  les  notations  de  M.  w  eierstrass,  l'inversion  des  formules 

rdr  „  \r-      M /•--+-<".  dr 

ds  =  -====.  >     d§  =     ,  —  » 

s/V_(A/-H-13r!-+-C)ï  \Jvl—  (A/-*-hB/-2+  C)a     r 

rencontrées  par  M.  Maurice  Lévy  dans  l'étude  de  la  forme  d'équilibre  d'une 
verge  élastique  de  forme  circulaire,  soumise  à  une  pression  toujours  normale  et 
uniforme  dans  toute  sa  longueur. 


N°  8;  25  février. 

Sylvester.   —   Sur  les  quantités  formant  un   groupe   de   nouions 
analogues  aux  quaternions  de  Hamilton.  (  I71). 

Pansiot.   —   Sur  le   calcul  de  la  rotation   des  taches  du  Soleil. 

(5oo). 

Poincaré.  —  Sur  les  groupes  hjperfuch siens.  (5o3). 

Construction  d'une  classe  de  groupes  hyperfuchsiens,  analogue  à  la  troisième 
famille  de  groupes  fuchsiens;  généralisation  de  la  notion  des  invariants 
analogues  à  la  longueur,  à  la  surface,  à  l'angle,  au  volume. 

Hurwitz.  —  Sur  la  décomposition  des  nombres  eu  cinq  carrés. 

(5o4). 

Le  nombre  des  décompositions  du  carré  d'un  entier  quelconque  ni  en  cinq 
carrés  s'exprime  par 

F  (  ni1)  =  i  o  — — — - i 

23 —  i  yr —  i  9       l 

où  l'on  suppose 

ni  =  2kpaqî. . . , 

2,  p,  q,  ...  étant  ces  nombres  premiers  différents. 

Sébeit  et  Hugoniot.  —  Sur  la  propagation  d'un  ébranlement  uni- 
forme dans  un  gaz  renfermé  dans  un  tuyau  cylindrique.  (  5o7). 

Il  s'agit  d'un  gaz,  primitivement  en  repos,  renfermé  dans  un  tuyau  cylindrique 

fermé  à  l'une  de  ses  extrémités  par  un  piston  auquel  «>n  communique  brus- 
quement une  vitesse  V  que  l'on  maintient  constante.  On  suppose  que  le  mou- 
vement s'accomplisse  par  tranches  parallèles. 
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N°  9;  3  mars. 
Sylvester,  —  Sur  une  Note  récente  de  M.  D.  André.  (55o). 

Le  dernier  résultat  signalé  par  M.  André  est  une  conséquence  immédiate  de 
la  proposition  sui\ante  due  à  M.  Sylvester:  si  u0,  w,,  u.2,  ...,  um  sont  les  coef- 
ficients d'une  équation  du  degré  m,  et  si  l'on  pose 

Gr  =  ruf,  —  (/•  +  \)yrur_xu+ir, 

oùyr=  >  v  étant  une  quantité  réelle  quelconque  qui  n'est  pas  intermé- 
diaire entre  o  et  —  m,  l'équation  aura  nécessairement  au  moins  autant  de  racines 
imaginaires  qu'il  y  a  de  variations  de  signes  dans  la  série  G0,  G,,  ...,  Gllt. 

André  {D.).  —  Théorème  permettant  de  constater  que  certaines 
équations  algébriques  n'ont  aucune  racine  positive.  (56 1). 

Si,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  f(x)  =  o,  tous  les  termes  d'un 
certain  signe  sont,  chacun,  le  ternie  moyen  d'un  trinôme  abaisseur  de  la  pre- 
mière espèce,  cette  équation  n'a  aucune  racine  positive. 

Picard.  —  Sur  les  fonctions  hyperfuchsiennes.  (563). 

Construction  de  fonctions  hyperfuchsiennes  qui  n'existent  que  dans  l'hyper- 
sphère  de  rayon  un. 

Autonne.  —  Sur  les  groupes  d'ordre  fini,  contenus  dans  le  groupe 
des  substitutions  quadratiques  Gremona.  (565). 

Soient  deux  substitutions  quadratiques  de  Cremona 

S  =[*„¥*(*)],    S'=  [*„¥}<*)], 

où  <ç>i(z),  ?/(~)  sont  mis  à  la  place  de  yt(zv  zt}  za),  9J-(-s,,  z2,  c3);  le  produit 
S' S  est  la  substitution  du  quatrième  ordre 

S'S=  [*„  ?/(*i>  **»?•)]  S 

M.  Autonne  dit  que  S'  et  S  forment  un  groupe  quadratique  Cremona,  si  les 
produits  S'S,SS'sont  aussi  des  substitutions  quadratiques  Cremona;  il  montre 
que,  pour  que  diverses  substitutions  quadratiques,  S,  S',  S",  ...,  forment  un 
groupe  quadratique,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  substitution  ait  deux  points 
fondamentaux  communs  avec  chacune  des  autres.  Ce  théorème  lui  permet  de 
déterminer  les  types  auxquels  appartiennent  tous  les  groupes  quadratiques  Cremona 
d'ordre  fini. 

Lefébure.  —  Sur  la  décomposition  de  polynômes  qui  n'admettent 
que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déterminée.  (56y). 
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Liouvillc  ( R.)  —  Sur  les  équations  Linéaires  aux  différences  par- 
tielles du  second  ordre;.  |  56o). 

L'auteur  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer,  pour  l'intégral  ion  de  ce*  équations, 
•lu  mode  de  transformation  qu'il  a  précédemment  indiqué. 

N"  10;   10  mars. 
Goursat,  —  Sur  une  équation  différentielle  du   troisième  ordre. 

(609). 

Suite  des  recherches  de  l'auteur  sur  les  solutions  rationnelles  de  l'équation  de 

M.  Ku  in  mer. 

Lefébure.  — Sur  la  décomposition  de  polynômes  qui  n'admettent 
que  des  diviseurs  premiers  d'une  forme  déterminée.  (oi3). 

N°  1 1  ;  17  mars. 

Sylvester.  —  Sur  la  solution  d'une  classe  très  étendue  d'équations 
en  quaternions.  (65i). 

Stieltjes.  —  Sur  quelques  applications  arithmétiques  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (663). 

Soit  en  général  F7(«)  le  nombre  total  de  décompositions  de  n  en  sept  carrés 
et  soient 

F7(4*m)=/(A:)Fî(m)> 
F,(4*m)  =  #(Â-)F7(m), 
d  //a-     ^       »8/(Ar)  +9,,.     , 

suivant  que  l'on  a  m  ~  1  ou  2  (mod.  4  ),  (m  =  3  (mod  8),  m  ss  7  (  mod  8  ). 

Picard.  —  Sur  une   nouvelle   généralisation  des  fonctions  abé- 
liennes.  (665). 

Si  l'on  considère  un  groupe  de  substitutions  effectuées  simultanément  sur  x, 
y,  de  la  forme 

ax  +  b     a'  y       b' 


x,y, 


r.r       d     c'y-hd' 


et  si,  les  groupes  isolés  relatifs  à  chaque  variable  étant  continus,  le  groupe  d'en- 
semble est  discontinu,  on  peut  former  des  fonctions  des  deux  variables  indé- 
pendantes X,  y  qui  restent  invariables  par  les  substitutions  de  ce  groupe,  et  l'on 
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est  ainsi  conduit  à  un  type  nouveau  de  fonctions  hyperabéliennes ;  d'une  façon 
plus  générale,  M.  Picard  donne  ce  nom  à  des  fonctions  de  deux  variables  x,y 
qui  ne  changent  pas  quand  on  effectue  sur  ces  variables  un  groupe  dont  les 
substitutions  sont  de  l'une  et  l'autre  forme 


x,y 


ax  -+-  b     a' y  -+-  b' 
'  ex  -t-  cl     c'y  -+•  cl' 


et 


x,y 


î,r+?     a'.r4-p' 


yy 


y  x 


Il  donne  un  exemple  de  telles  fonctions,  qui  tire  d'ailleurs  son  origine  de  la 
théorie  même  des  fonctions  abéliennes. 

Boussinesq.   —  Sur  la  poussée  d'une  masse  de  sable,  à  surface 
supérieure  horizontale,  contre  une  paroi   verticale  ou  inclinée. 


(667). 


N°  12;  24  mars. 


Menabrea.  —  Sur  la  concordance  de  quelques  méthodes  générales 
pour  déterminer  les  tensions  dans  un  système  de  points  réunis 
par  des  liens  élastiques  et  sollicité  par  des  forces  extérieures  en 
équilibre.  (  714)- 

M.  le  général  Menabrea,  dans  cette  Communication,  montre,  pour  le  problème 
dont  il  s'agit,  la  concordance  de  la  méthode  développée  par  M.  Maurice  Lévy 
dans  son  Traité  de  Statique  graphique  et  de  la  méthode  déduite  du  principe  du 
moindre  travail.  Lorsqu'un  système  élastique  se  met  en  équilibre  sous  l'action 
de  forces  extérieures,  le  travail  moléculaire  développé  dans  les  liens  du  système 
est  un  minimum.  Ce  principe,  énoncé  par  Euler,  a  été  l'objet  de  diverses  re- 
cherches de  la  part  de  M.  le  général  Menabrea 

Boussinesq.  —  Sur  la  poussée  d'une  masse  de  sable,  à  surface  su- 
périeure horizontale,  contre  une  paroi  verticale  dans  le  voisinage 
de  laquelle  son  angle  de  frottement  intérieur  est  supposé  croître 
légèrement  d'après  une  certaine  loi.  (720). 

Liouville  (./?.)  —  Sur  l'équation  ;•  =  q-m t.  (-'2^). 
L'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

/•  =  q'""I. 

s'intègre,  si  la  constante  ni  qu'elle  contient  est  donnée  par  la  formule  suivante 


m 


1 

i  4-  1 


où  Ton  désigne  par  i  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 

Petot.  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Pascal  et  de  Brian- 
chon  aux  surfaces  du  second  ordre.  (  727). 
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Propriété  tle  dix  points  d'une  surface  du  second  ordre  :  vi  l'on  considère  deux 
surfaces  quelconques  du  second  ordre  S  el  v'.  conjuguées  an  tétraèdre  ayanl 
pour  sommets  quatre  de  ces  points,  les  deux  plans  polaires  de  chacun  des  -i\ 
autres  points,  par  rapport  à  s  el  S',  se  coupenl  respectivement  suivant  -i\  droites 
qui  appartiennent  à  un  même  complexe  du  premier  ordre. 

Si,  menant  par  le  somme!   D  du  tétraèdre  l>  \\u .,  qui  a  pour  sommets  qui 
des  dix  points,  un  plan  fixe  II  et  deux  droites  fixes  /.  et  u.,  on  fail  correspondre 
,i  tout  |)(»inL  M  de  l'espace  la  droite  u>,  intersection  des  deux  plans  nu  nés  res 
pectivemenl  par  les  droites    H       BCM),  (Il       \<:\l  |  el  par  les  points   "/.       \MM  | 
(u.  — ABM),    les   »i\  droites  correspondant   aux  derniers  points  de  la   surface 
appartiennent  à  un  même  complexe  du  premier  ordre. 


N°  13;  3i  mars. 

Sylvester.  —  Sur  Ja  correspondance  entre  doux  espèces  différentes 
de  fonctions  de  deux  systèmes  de  quantités,  corrélatifs  <-i  éga- 
lement nombreux.  (779). 

\  i  quantités  on  peut  en  associer  i  autres  telles  que  chaque  fonction  symé 
trique  (qui  est  une  fonction  des  différences)  des  premières  sera  une  fonction  des 
sommes  puissances  du  deuxième,  du  troisième,  du  r  "":  ...  ordre  des  dernières; 
par  somme  puissance,  M.  Sylvester  entend  une  somme  de  puissances  de  quantités 

données. 

\insi  les  quantités  r,,  r2,  . . .,  rt)  p,,  p2,  . . .,  p,  étant  liées  de  telle  sorte  qu'elles 
soient  respectivement  racines  des  équations 

ar'-h  bri_i  -i-tv'-'-:-  e?r*-3H-. . .  —  0, 

b    .  ,  c  ...  d 

ap'H-  -  p'"1  H-  r—. p'  -  4-  r-. —. p'-'  -;-...  =  o, 

l  i(i  —  i)'  l{l  —  l)(l—2) 

toute  fonction  des  différences  des  /•  s'exprimera  par  une  fouet  ion  des  sommes 
puissances  Sp',  Ep3,  ...,  Sp',  en  particulier  toute  fonction  symétrique  des  difle- 
rences  des  r  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  ces  i —  1  sommes 
puissances. 

«  En  prenant  i  =  00 ,  le  théorème  revient  à  dire  que  tous  les  sous-invariants, 
sources  des  covariants  de  (a,  b,  c)  {x,  y)3,  (a,  b.  r,  d)  (x,  y)3,  ...  (à  l'infini), 
seront  des  fonctions  des  sommes  puissances  prises  à  l'infini,  avec  la  seule  ex- 
ception de  la  somme  linéaire,  des  racines  de  l'équation 

o  =  a  -h  bx  -\ —  x-  -! 7;  x3  -h. . .  (à  l'infini  ). 

i.'â  1.2.0 

Tel  est  le  théorème  capital  découvert  par  M.  le  capitaine  Mac-Mahon,  de  l'ar- 
tillerie royale  anglaise.  » 

Boussinesq.  —  Calcul  approché  de  la  poussée  et  de  la  surface  de 
rupture,  dans  un  terre-plein  horizontal  homogène,  soutenu  par 

un  mur  vertical.  (790). 
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Poincaré.  —  Sur  une  équation  différentielle.  (793). 

Etude  de  l'équation 

—  =  <?„  +  xox  -+-  a?-<?2-+-.  • .-+■  xmom  h-.  . . , 

où   les  9  sont  des   seines  trigonométriques  en  t,  à  la  période  2ir,  considérée  par 
MM.  Gyldén  et  Lindstedt. 

Chervet.  —  Distribution  du  potentiel  dans  une  plaque  rectan- 
gulaire, traversée  par  un  courant  électrique,  dont  le  régime  est 
permanent.  (790). 
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